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Vorwort. 

In  diesem  Bande ,  an  dessen  Herauegalie  sich  die  Herren 
Baltzer,  Kortum,  Mertens,  Netto,  Wangerin  mit  dankens- 
werthester  Bereitwilligkeit  betlieiligt  haben,  finden  sich  die  sämmt- 
liehen  algebraischen  und  die  auf  die  Transformation  vielfacher  Inte- 
grale sich  beziehenden  Abhandlungen  J  a  c  o  b  i  's  vereinigt.  Die 
letzteren  sollten  nach  dem  ursprünglichen  Plane  einen  besonderen 
Band  bilden ;  es  erschien  mir  aber  zweckmässiger ,  sie  von  den 
ersteren  nicht  zu  trennen,  weil  in  allen  die  algebraischen  Unter- 
suchungen, welche  sie  enthalten,  die  Hauptsache  ausmachen. 

Berlin,  im  September  1884. 

Weierstrass. 
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DISQÜISITIONES  ANALTTIC^  DE  FEACTIONIBÜS , 
SIMPLICIBDS. 

Sectio  I. 
üemonstratur  theorema  ab  111°.  Lagrange  sine  demonstratione  propositum. 

1. 
Mirum  videri  possit,  et  fortasse  temerarium,  si  qiiis  in  materia  iiide  ii 
primis  recentioris  Analyseos  temporibue  a  plurimis  mathematicis.  tractata,  quani. 
igitur  iure  optimo  decantatam  dicei-e  licet,  vel  novi  quid  velit  afferre,  vel  ita 
rem  attingere,  ut  ne  acta  egisse  videatur,  lam  vero  fractionum  simplicium 
theoriam  ita  fere  decantatam  esse  vel  inde  patet,  quod  mathematici  omnes,  qui 
de  serierüm  recurrentium  theoria,  omnes,  qiii  de  calculi  integTalis  elementis 
egerunt,  etiam  de  illis  agere  debuerunt.  Sane  nos  quoque  ista  turba  deterruisset, 
nisi  casu  in  manus  incidisset  commentatio  ni',  L'agi-ange.  quae  in  Actis  Aca- 
demiae  nostrae  Berolinensis  a.  1792 — 1793  legitur.  Ibi  enim,  dum  ille  formulas 
quasdam  in  Actis  eiusdem  Academiae  a.  1775  ab  ipso  exhibitas  retraetat.  cu- 
riosam  inovit  quaestionem  de  eiusmodi  fractionum  simplicium  expressione  in- 
vestiganda,  quae  etsi  denominatorum  fractionum  simplicium  vel  duo  vel  plures 
inter  se  aequales  evadant,  immutata  maneret,  ita  ut  ad  speciem  absurdi,  quae 
istis  casibus  subnascitur,  declinandam.  non  opus  sit  ad  analyticam  confugere 
transformationem.  Ipse  eiusmodi  expressionem  in  medium  profert,  quam  ut 
directa  quadam  methodo  demonstrent,  invitat  geometras.  cum  ipse  formulae 
propositae  non  addiderit  demonstrationem.  Unde  in  bis  quoque  non  ita  omnia 
absoluta  esse  videbantur.     Quod  autem  dico,  hoc  est, 

2. 
Propositam  aliquam  fractionem 

m 

(^_„,X^_„,j(»_„_)-...(^_„.)  . 
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4  DlSQüISITIONES  ÄNALYTIC«  DE  FRACTiONIBUS  SIMPLICIBÜS. 

designaiite  f(x)  funetionem  elementi  x  integram  rationalem*)  Imiusmodi  schematis 

notum  est  in  has  resolvi  posse  fractiones  simplicea 


(«-<.,)(..,-«,)(.,-».). 
/(«,) 

..(«,-«.) 

(i-«,)(o,-o,)(o-(..). 

/■(".) 

..(■.-«J 

(*— o.)(a,-o,)(..-«,). 

■■(".—.) 

^  ^C«-«.)(«.-»,)(-.-«,)-(«.-».-.)    ' 

Quia,  posito  denominatore 

(«-a,)(^-a,)(^--  «.)... (a:-«.)  =  ^W, 

facile  patetj  fore 

(o,  -oJC»,  -o.)., .(«,  -o.)  =  T'C'«,)  -) 
(«,^<.,)K-a.). ..(„.-<,.)  =  ,,'(<..) 

(c.^a, )(«,-«,)  ■■■(•;-<'.)  =  ,p'M 

(o..-«,)(».-o,)...(o.-».^,)  =  y'(o..), 
fractiones  Ülas  simplices  ita  quoque  scribere  licet 


3. 
lam  ubi  quantitatiim  Cj,  ßg,  «3,  ...,  a„  aliquot  aequales  fiunt,  expressionum 
9'(k,),  (ji\a^,  9(^3)'  ■  ■  ■'  'P'(.^'i)  totidem  evanescunt,  totidem  fractionum  simplieium 

gji) /(«,)__  K".)  /(«.) 

(«:-»,).p'C«,)'      C"-".)*'«'      («'-«.)/Cl'.)'     '■■'    (»-,«.)?.■(<..) 

in  infiiiitum  abeunt.     Scilicet  ubi  erlt  e.  g. 

•)  Ellleri  Introd.  in  Anal.  Infin.  Lib.  I.  Cap,  I.  §§  8,  9. 
**)   Ubi  /(i)  ad  alliorem  quam  (n — l)*"""  gradum  aseandit,  quo  casu  fractio 
fM 

spiiria   (lici   solet,  i.e.   fuactio   rationalis   ex   inte^a  et   fracta  couilata:    fractiones   illae   simplices  genuiuam 
firactionem  eiprimniit  in.  spuria  illa  latilanteiQ. 

***)  Hie  et  in  seqnentibus,  iluce  Illo.  Lagrange,  brcvitatia  causa  ponimus  — ^ =  qi'{x),  — ^^-- 

~  ip"i^)t  — js"  —  v"'Wi   et  in   geaere  ^       ^  ^W(i)i  ubi  (amen  melius  iudicahitur,  veterem  quoque  de- 

eignandi  modam  adbibebimus. 


Hosted  by 


Google 


DISQUISITIONES  ANALYTIC^  DE  FRACTIONIBUS  SIMPLICIBUS.  5 

quorum  valorem  eommunem  ponamus  ^  et:  denominator  <p(x)  factorem  (x — e)™ 
continebit,  quo  factore  (x^ay  fractiones  iiasci  constat  simplices  huiiismodi 

unde  anterius  fractionum  simplicium  sehema  omnino  mutatiir.  Cum  vero  ibr- 
mulae  alicuius  sehema  suppositione  quadam  prorsus  matatur,  per  absurdi 
speciem  id  plerumque  indicatui',  sicuti  lioc  loco  fractiones ,  simplices 

«».)  /(».)  /(°.)  /(»..) 

^  -(«-oJ^'C«,)'   (^-",)9.'(",) '    (^-«.)q.'(».)'  ■■■'  (<«— .Jy'Co.) 
in  infinitum  abeunt;   ita  ut  aut  quaestio  ea  suppositione  facta .  de  integro  re- 
tractanda  sit,  aut  ad  analyticam  trarisformationem  confugere  debeamus,  qua  ista 
absurdi  species  declinetur. 

lam  Uli  quidem  numeratores  a,  b,  c,  .  .  .  ,  p  facUe  consideratione  sequenti 
inveiiiuiitur.     Sit  enim  (p(x)  =  (x-~o^"'ip(x'),  ita  ut  poni  possit 

lam  evoluta  fractione  proposita  ■--"■.■  ad  digriitates  ascendentes  quantitatis  (x  —  a), 
negativae,  quae  in  illa  evolutione  inveniuntur,  quantitatis  (x  —  «)  dignitates  hae 
ipsae  evadunt  fractiones  simplices,  in  quas  inquirimus: 


=  JIW, 


Quiaenün  ip^x)  factorem  (x— r)  non  continere  supponitur,  in  fractione  ~r-i  evoluta 
ad  ascendentes  quantitatis  (x— k)  dignitates,  negativae  eius  dignitates  inveniri 
non  possunt. 

Ut  ipsam  indicemus  evolutioneni,  posito 

_M 

unde  fractio  propoHita    'y^  =  - — ^^^ ,  e  theoremate  Tayinriano  fit 
Hinc  erit 

m  _    nj")    __    nw     ,      -n'(»)    ■,       n"(„) n"'M 

y«  -  i^-ay    -   (.,-a>-  +(^-a)->^^1.2.C«-")"-"       1-2-3.C«-«)-- 
unde  statim  <;[uaesitas  quantitates  invenimiis 

„.„(.,  .^rn,,  .^^,  ...,  .-TVa&y- 
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6  DISQUISITIONES  ANALYTIC^  DE  FRACTIONIBUS  SIMPLICIBüS. 

Etsi  non  formulam,  quam  111.  Lagrange  voluit,  methodum  certe  iam  tradidimus. 
quae  eadem  manet,  quicunqiie  sit  numerus  m,  seu  quotiescunque  denominator 
(f(x)  factorem  {x  —  a)  contineat. 

4. 
Operae  tamen  pretium  esse  videbatur  Analystis  inquirere,  quomodo  hae 
fonnulae  ex  ipsa  expressione  §.  2  exhibita 

eo  casu  quo  erit  Cj  =  c^  =  Og  =  ■■■  =  c„  =  «,  analytica  transformatlone  dedu- 
cerentur.  Quam  quaestionem  inter  alios  video  suscepisse  Hl™.  Malfatti  in  com- 
mentatione  doctiseima  inscripta:  delle  serie  ricorr&iti.  V.  Memorie  di  Matematica 
e  Fisica  della  Socteta  Italiana,  Tom.  IIL  pag.  571 — 663.  Ibi  ille,  quas  in"". 
Lagrange  in  Actis  Aeademiae  nostrae  a.  1775  sine  demonstratione  ea  de  re 
tradiderat  formulas,  falsas  esse  demonstravit,  correctasque  adstruxit,  per  calculos 
tamen  valde  proHxos  et  taediosos  incedens.  (Plus  XL  illi  paginas  occupant.) 
Rem  postea  retractavit  ipse  Lagrange,  iam  a  me  citatus,  in  Actis  Aeademiae 
nostrae  Berolinensis  a.  1792 — 93.  Uterque  eo  ai-tificio  alibi  etiam  saepissime 
adhibito  usus  est,  quod  quantitates 

«,,     ßj,     dj,     .  .  .  ,     «,„ 
non  quidem  aequales  ab  initio,  sed  quantitate  infinite  parva  diversas  statuerent. 
Quam  denuo  aggi-edi  quaestionem  operae  pretium  videbatur;  quem  ad  finem  duo 
antea  proponamus  lemmata,  quae  generaliori  usui  inservire  possunt. 


Lemma   L 
Posito  F(.i-)  =  (;V—ai)Qc-~K^(:r—(i^)...(^i:^a^,   Iractioneni 
1      ^  1 

in  sirapUces  resoliitam  vidinms  fieri  (§.  2) 

1 


Iam  evoluta  fi-actione 

1 

in  seriem  secundum  descendentes  elementi  x  dignitates  procedentem,  fit 
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F(^) 


-+ 

'C 

-H- 

'^    I 

'C 

^.+i  ' 

a-+i 

i«. 

".. 

"„ 

.  .  a.,J, 

i. 

'4 

'i, 

,     ete. 

ubi  per  characteres 


more  inter  Analystas  Germanos  recepto  combinationes  designantur  singuloriim 
(i.  summa),  binorum,  ternorum,  ete.  ex  elementis 


quae  indice  subscripto  indicantur,  ipsis  elementorum  admtssis  repetitionibus. 
(V.     Euleri  Introd.  in  Anal.  Infinit,  l  I.  fiap.  XV.  f  270.) 

Evolutis  igitur  etiam  fractionibus  simplicibus,  in  quas  fractionem  „ .  . 
resolvimus,  in  seriem  secundum  descendentes  elementi  x  dignitates  procedentem, 
singularum  dignitatum  cogfficientes  in  utraque  evolutione  inter  se  comparando, 


sequentes  eruimus  aequati 


PM 


n»,) 


'"(»,) 


i'V,) 


n«.) 


i  satis  memorabiles : 


n«,)   *"(".) 


n«.)  n«.)'" 


F(«.)      f(«.) 


n«,)   n«.) 


—  0 
=  0 


^«J^-fCo.) 


-FW 


"FW  - 


sive  in  Universum 
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8  DISQCISITIONES  ANALTTIC^.  DE  FRACTIONIBUS  SIMPLICIBUS. 

12        3  P-*:^  .       . 

in  quibus  formulis  characteres  '(/,  'C,  'C,  et  in  Universum  '('    ad  indicem  com- 
munem 

[.„   a„   ......   oj 

referendi  sunt. 

6. 
Lemma    II. 

lam  designante  /(x)  functionem  aliquam  elementi  x,  investigetur,  quaenam 
evadat  expressio 

posito   «1  =  «2  =  «3  =  ■■■  =  a„,    quo    easu   singulas  has  fractiones  in  infinitum 
abire  videmus. 

Ponatur  Oj  =  a-H/t,,  «„  =  a-hfh,  «a  =  «  +  /(„  ....  ß„,  =  ß  +  Zt,,,;  atque 
(^(:c)  =  (a-— A,)(,T— A,,)(:K— /*3)...(x— A„);  unde  erit 

*(s-»)  =  («-»,)C^-oJ(^-o.)...(«-a.,)=FW. 
lam  ex  aequatione  F(x}  =  0(x—a)  sequitur  i^'(.r)  =  0'(x— a),  unde 
f(",)  =*'(", -«)  =  »'Ä) 

?(■..)-«>■(<».-«)  =  «'(*.) 


Hinc  expressio  proposita 

in  hanc  abit 

Quod  evolatum  secundum  theorema  Taylorianum  ponatur 

"^   1.2...Cm-l)  +    1.2...,»  "^  1.2...(,«+1)'^  1.2. ..(m+2)   ^ 
unde  erit 
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*•('',)     *'(*.,)      *'('',) 

*!           *;           *! 
*■(*,)   '    *'(*,)   '   »'(*.)  ^ 
.f             '•!           *.'           *S 

,.-i        ,^.-.        ,,-, 
*;■-'       *j-'       4;'-' 

4;r' 

K         K         K 

"^^  «"(4„) 

,    4: 

4r'  ,  i'r'  ,  *r' 

'    *'(4J 

4;;+' 

etc.  etc. 

lam   e  lenimate   I.   (§.  5)  sequitur,    ubi  loco    «1,  a.^,  «,,  .  .  , ,  n„^  ponitui- 
h„  h,„  h„  ...,  h„  atque  #(x')  loeo  F(x), 

A,     =0,    A,=0,     A,      =0,      A,      =0,     .  .  .,    ^„_,^0, 
^™_i=l,     ^„  =  'C;     A..+i='t/i     ^«.-s  =  '6',     etc.  etc., 

characteribus  'C,  '6,  'C,  etc.  relatis  ad  iiidicem  communem: 

[i„  i„  4.,  ...,  4J; 
ita  ut  Sit  expressio  nostra  proposita 

PC»,)  ^  i'V.)      PC".)  ^"'""ifCB.) 

^      »'■—'(«)       1    '6y")C»)         '6';'"'C«)  '&x"*'X.')  , 

1.2...Ci»~l)       1.2...m  *^"  1.2...C»i-hl)"^  1.2...Cm+2)  +  ™' 
[4,,  4„  4„  ....  4.J 


Hosted  by 


Google 
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ita  ut  etiam,  ea  sapposltione  facta, 

'6'=0,     '^=0,     '(5=0,     etc., 
unde  expressio  propasita  fit 

l.-2...(m—\)  1.2...(m— 1)      da'"-' 

7. 
lam  ad   propositam  qnaestionem  redeamus.     Quaesivimus  eniin,  resoluta 
fractione 

m  ^ _m 

in  simplices  hasce 

quaeiiam    evadant    fractiones    simplices,    quae  e  denorainatoris   '(.(x)   factoribus 
(x — ß,),  (a;— «j),  (x — ßg),  .  .  .,  (x—aj)  ortum  duciint,  videlicet  , 

/(«.)         I        /(«.)        I Ks.1 ,  K«..) 

(«.-o,)f  Co,)  ^  («.-«,)f  C«.)         (*—..)(('(«.)   ^'"^  («~».)y'(a.)  • 
casu  quo  erit  «i  ^  Og  =  «^  =  ■■■  =^  «^  =  r. 

Posito  (x—a^(x—a^(x—a^...(x—a,^^F(^x),   atque 

/Cf) =  JIM 

(.„-<,.,+,)C^-o„)C*-».+,)...C^-o.)       "^''^' 

fit  fractio  proposita 
unde  etiam 

f{')        «W  ' 

qua  differentiata  aequatione  prodit 

unde  in  locum  elementi  x  substitutis  «,,  ß^,  «j,  .  .  ,,  rt,„,   quia  ea  substitutione 
facta  evanescunt  (fix)  atque  F(x'),  fil 
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sive 

Hinc  fit: 

(^~.,)t'(«,)    c^-«;)»'(«,)    (•'-".)»'(>'.)         («-«.)9.'c»j 

nc»,)  »fa)      j nc-i t    j iLM 

quae  expressio  e  lemmate  II.  §.  6,  posito  ß,  —  «^  =  «^  =  ■■■  =  «,„  =  et,  fit 


loco  ;((«)  eniin  ponendum  erit 
Facta  diiferentiatione  fit 


1.2. ..(m—1)     rf«- 
JI(») 


i.2...(«..-i)  dix—'  v,t— o ; 

;i(»)     ,      n'(°)      ,        n"(°)  n<— )(») 

-    (^^a)-^-(*-„)-'^1.2.(*-o)—'^'"^   1.2...(m-lX«-.)  ■ 
quod  ipsum  iam  dedimus  alia  metliodo  inventum  §.  3. 

Haec  tranafomiatio  analytiea  cum  et  ipsa  digna  quaestio  videri  potest, 
tum  indicavit  nobis,  fractiones  simpliees,  quae  ex  factore  (x — et)'"  ortum  dueunt, 

nja)     ,      JTC«)      , n"(.a)  I  Ji^-')(«) 

ix^ar  '^  {x-a)"'-^^  i:^.(«'~<^y~'^"'^  1.2...(m-l>-«)  ' 
elegantissimum  esse  differentiale 

1.2...(»»— 1)     rfa-"-'    \a:-~(t)' 
id  quod  metliodus  prius  tradita  non  ita  statim  indicare  videbatur,     (V^.  tarnen, 
quae  in  fine  hutus  sectionis  dedimus.) 


Initio  huius  commentationis  §.  1  a  nobis  dictum  est,  Hl'"".  Lagrange 
eiusmodi  formulam  tradidisse,  quae,  quotiescunque  denominator  q>(x)  factorem 
(x^a)  contineat,  nihil  matetur.  ünde  ex  ea  formula  numeruni  m  omnino 
evanuisse  oportet. 

Iam  autem,  designante  in  genere  ^>(a))  seriem  secundum  elementi  m  digni- 
tates  procedentem,  cotifficientem  dignitatis  ui^  in  Serie  illa  v(tJ>)  denotemus  hie  et 

2* 
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in  sequentibfis  per  characterem 

ita  ut  e  theoremate  Tayloriano  expressio 

1.2...(m-I)     Ja—'    \,-al 
designari  possit  per  characterem 

r  J7(«+/.)  1  ___ 
L  x — et — -h  Ja'" 

Quia  vero  in  genere 

erit  etiam 

L  ^— ff— '*  Ja"'-'        [A"X.f— o— A)J^"' 
lam  vero  erat  (§.  ü) 

/W  _  JIM 

fM        (^_„j(^_„,)...(^_„.) 

unde,  posito  Ri  ^  «g  ^  ■■■  =^  a„,  --■-  c, 

In  hac  formula  loco  x  substituamus  k+ä;  fit 

unde 

^"•"'  rAC«!.^  _  r  n(«+^o  1    _  r      ^(ff+^) 


1.2...(m-l)  c/a-'  V ;.-«;-  Lr(^-a-A)J^-'  L  <p(«+A)(^-«-/0  JA^^' 
e  qua  foriuala  numerum  m  prorsus  evanui^e  videmus.  Nimirum  invenimus, 
fractione  —-t-t-  ;  caius  denominator  (fix)  factorem  x — ß  continet,  in  fractiones 
svmplices  resoluta,  eam  fractionum  simplicium  partem,  quae  ex  illo  factore  x — a 
ortum  ducit,  quotiescunque  eum  contineat  denominator  <p(x),  esse 


L  y(«H-Ä)(*— ß— A)  jA-i 
Hac  expressione  ad  descendentes  elementi  x  dignitates  evoluta,  fit  ter- 
minus  generalis 

1      rCcr+AMß-WQ-l 

^'"1-1  "L     (p(a-{-k)     Ja-' 
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Quod  111.  Lagrange  loco  citato  proposuit  theorema,  mutatis  mutaiidis, 
hoc  est.     Pi'oposita  Serie 

y»!   y>^  2/ai   y,-,   ■  ■  ■!   Vp>  Vp+u  yp+2,   etc., 

data  sit  inter  n-hX  quosque  terminos  seriei  successivos  aequatio; 

''Ä+ßi^/f-t-i+^J/^+a-^ ha«i/^„  =  0, 

linde  videmus,    seriem    propositam  e  recuiTentium  numero   esse,    quippe  cuius 
Singuli  termini  ex  evolutione  fractionis  alicuius  huiusmodi 

secundum  deseendentes  elementi  x  dignitates  facta,  proveniunt;  ita  ut  sit: 
— +- ^H— %-H-%H h  ^"""^   +  etc. 


Ä„_iiB^i+6„_aa!"-^H |-*|«-Hi 


Multiplicata  eniin  serie 

i+|V+-|-+&-  +  ...  +  Jfc^+  etc. 
per  denominatoi'em 

iieqiie  dignitates   elementi  3;  superiores  («^1)"  prodire  videmus,   et  secundum 
legem  illam,  qiiae  inter  n-\-l  terminos  quosque  successivos  seriei 

^0'    S'i'    1/1^    Vi'    ■  ■  M    l/p,    yp+u    yp+2,    etc., 
intercedit,  videlicet  esse 

«J/p+SJ/i^+i+a^^p+a-i--  ■-\-<h,yp+n  =  0, 
negativa«  elementi  x  dignitates  evanescere  omnes.     Unde  nanseiscimur  niimera- 
torem 

^„_l«"-'-HJn_2^~*H hiiiB  +  Ö 

=-ÄC«,-*-«!*  +  «3^'H h  ««*"-') 

-1-3',  (aj-4-Oji»!-Ha,ic'H \-a„af-'^) 


+y„_,(a,_i-|-a„^) 
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lam  posito 

=  a„(^-a,X^-a,)(-^-«.)---(^-«")  =  ?'W' 


fit 

ni)    ^  l^+%^.%+...  +  ^._-+  etc. 

ita  ut  terminus  generalis  y^  fiat 


lam  ubi  esi 

quaesivit  111.  Lagrange, 
factoribus  x^«i,  x^a^, 


Invenit,  posito 


qiiaenam  evadat  ea  pars  termini  generalis  y^,  quae  e 
.  . .,  x—cc^  provenit,  videlicet 


P.      =  an, 
ae  denique 

P(«)  =  (P,y^+P^,^^+P^y^.+  ...+/>„^,_,)«^ 
eam  aequalem  fore  termino  ex|3i'essionis 


F(a)+S- 


<?c 


1.2 


(JP. 


d-I\ 


1.2.3    in" 


da  "^1.2     rf«" 

evolutJie  secundum  dignitates  elementi  h  ascendentes,   termino  dico  illi,   qui  ab 
elemento  h  vacuus  invenitur,  qui  nobia  terminus  denotatur  per  characterem 

..,dF(a).      *■     d'FM 


1.2    cio'        1.2.3    eio' 
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Statim  videmus  e  theoremate  Tayloriano,  fractionis  nnmeratorem 

da  1.2        da'  1,2.3       da" 

esse  F(a-hli).     Ex  eodem  theoremate  sequitur  etiain,  denominatorem 

'da  ~^  1.2     da'   ^1.2.3     da'    '^  l.S.SU"   da'    ^ 

esse 

h  h 

Est  enim 

Po  =  «„a"-+-a,_ia''-'H 1-«,o'-|-m,«H-«  =-  91(0), 

et  quia  posuimus  a  esse  radicein  aequationis 

<iP(^)  =  a^!>f+an-i.^-^-\ h«a'^'H-(t,^-Ha  =  0, 

erit  (fi((i)  =  0.     Hinc  expressio  ab  Hl".  Lagrange  exhibita  in  hanc  abit 
r  hFja^k)  1     _  r.F(«+A)] 

Ex  aequatione  autem 

6„_i.c''-'-i-6„_-2*''~^H |-J,v(^-h^  =  Ktn) 

=  i/oCÄ,+fflj^+a,a:^H l-a„iK"-') 

+3/1  KH-«3  «-f-at^J^H ha,  af-^) 


+  (/„_2(«„-i-!-«n^) 


sequitur 


unde 


0  =  y/« 

:,  +  «, 

j«H-£tj 

,«'+■■ 

■■+■« 

.«''"O 

+.v,(« 

:.  +  «. 

ji>+a, 

n'+-. 

■■-ha 

«a"-^) 

-Hi/.(« 

■,i  +  « 

,«+<*= 

,«'+■■ 

■  ■+« 

^a"-^) 

^W  =  C!/.-P,+y,-P,+i/,i>.+-+i/.-.P.-.+;/.-.-P.)«'  =  /(<.).«•. 

Loco  ß  posito  a-hft,  fit 
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unde  iam 

quam  eandem  invenimus  §.  7  formulam.  Demonstratum  igitur  est,  quod  Bine 
demonstratione  dedit  111.  Lagrange  theorema.  Sub  forma  enim  exhibitum  paulo 
discrepante,  idem  esse  vidimus  atque  illud  a  iiobis  probatum  §.  8. 

10. 
Alia    tarnen  via  magis   direeta  baec  poterant  inveniri.      E  nostro   eiiiin 
notationis  modo,  designante  p  numerum  integrum  positivum,  est 

sive  addito  eoSffieiente : 

A       =  IAe.  1         1 

Iam  Sit  -; — ^'——  terminus  generalis  seriei,  quae  ad  (]ignitates  quantitatis  x — a 
integras  negativas  procedit,  et  quam  denotabimus  per  characterem 


Quibus  positis,  e  formula 

^>    ,rA, ^ 1 

statim  sequitur: 

A    ,,r.A L_i    . 

Designante  rursus 

seriem,   quae   secundum  integras  positivas  quantitatis  x^o.   dignitates  procedit, 
videmus  expressionem 

fractione  — _,■■■  semper  in  hisce  ad  ascendentes  elementi  h  dignitates  evo- 

luta,  nuUas  omnino  continere  dignitates  elementi  h  negativas,  neque  igitur  digni- 
tatem  /t~\     Hinc  erit: 

\2A,h' '-  -,-1,    ,  =0, 
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linde  poui  potest: 

Posito 

videmiis  s:  f,-_J'\.'   ^^^^    parteni    functionis    F(.i.--a)    ta^se,     quae    negativas, 
^.4,,(;c— «)''  eam,  quae  positivas  quantitativ  .r^a  dignitates  continet. 
Loco  :v — 0.  posito  /(,  fit 

^-■^-^-^2AJ'''  =  Fax 
lam  igitur  ex  aeqiiatione 

sequitur  ^  _''  ^^  .  sive  eam  partem  ßmctionit  FQr—a).  quae  negativas  fantum 
qaantiiatis  ;r— «  dignitates  continet,  aequalem  esse  expressioni 

r   m   1    . 

L  ^— o— Ä  Ja-1 

Vidimus  autem  §.  3,  resoluta  fractione  aliqua  proposita  —'-\  in  fractiones  slm- 
plices,  tibi  denominator  <f(x)  tactorem  x — a  continet,  fractiones  simplices,  quae 
ex  eo  l'aetore  proveniunt,  eam  partem  fore  fraetionis  ---f\-    secundum    ascen- 

dent*^  quantitatis  .c— k  dignitates  evolutae,   quae  e  negativis  huius  quantitatis 

;r — ß  dignitatibns  t'-onstat.     Posito  iam 

unde.  lo(.-c)  -r  substituto  «+/(, 

sequitur  e  theoremate  modo  exhibito   eam  parteni  functionis       f{- .   secundum 

.      .  .     .  ^^''^  ' 

quantitatis  x — a  dignitates  ascendeutes  evolutae,  quae  e  negativis  huius  quanti- 
tatis .r — K  dignitatibns  constat.  esse 

r/(«+/o      1     ] 

LyCaH-A)      ai^a-h  JA"" 
undc  etiani  fractiones  simplices,  quae  e  factore  x—c.  proveniunt,  erunt 
m.  3 
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r  /(«-t^) ^1  1 

({uam  ipsam  supra  dedimus  formulam,  alia  prorsus  via  inventam. 

Generaliores,  qua«  his  superstnii  possimt,  disquisitiones  alia  exhibebimiis 
nccasione. 


Sectio   IJ. 
Rcsalutio  singularis  cuiusdam  problernatis  indeterminati. 

11. 

Fractioiiem  aliquam  propositam ,   ciiius  denominator  in  faetores  lineares, 
(jiios  dieunt,  resolutus  est 

(^_„J(.,._«J...(^_a,), 

vidimijs  in   fractiones  simpliees  resolvi  posse,   quarum  singiili  denominatores  hi 
ipsi  sint  faetores 

o! — a^,     J! — «3,     j; — c,,     .  .   .,     J) — a„. 
Tarn  proposui  mihi,  datam  fractionem  in  eiusmodi  resolvere  simpliciores,  quarum 
denominatores  singuli  singnla  producta  sint  sive  e  binis,   sive   e  temis,   sive  e 
quatemis,  etc.  honim  factorum: 

Itesolvatur  e.  g.  fractio  proposita,  at  a  casu  simplicissinio  ordiamur,  in  fractiones 
simpliciores  huiusmodi: 


-H h 

(..-o,)C^-a.) 
A,. 

(•»■-«.X^-».) 

1           («-".)(..-«.) 

(..-..)(x-«.) 

,              --1.-.,.-, 

0+T<^o.i)g-oj 

Qnae  fractiones  ubi  sub  eundem  denominatoreiu 
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(■•üiliguntur,   immei'atorem  videmus  (/'  —  2)"""  orduieiii  «Lipcrare  non  posse,   sive 
hiiiusmodi  scheinatis  fore: 


IJbi  igitnr  vicisslui  de  fractione  aliqiia 

a„-i-a,x+a^ä;^-\ ha^-a-f'-^ 

(^~-«,)C*-«.)(."-«J-"-C<— «.) 
in    <licta8   fi-actiones    simpliciores   i-esolvenda  agitur,    earuni  nunieratores.    quos 
elemento  A  adiectis  indicibus  designavimus.  ita  detenninari  debent,  iit  illae  Pub 
eiindem  denominatorem 

(,r-a.)(.-„.)(.,--«.).. .(.,-..) 
collectae.  hurie  ipsum  nanciscantur  numeratorem 

Hinc  singuiamm  elementi  x  dignitatum  cogfficientibus,  quoruiii  est  nu- 
merus n  —  l,  collatis,  iiumeratores  fractionum  simpliciorum  ita  detenninandos 
esse  videmus,  ut  n — 1  aequationibus  seu  conditionibus  satisfaciant.  Hoi'um 
ipsorum  vero  fractionum  simpliciorum  numeratoi'um  numerum  esse  videmus  eundem 
atque  combiiiationum  binorum  e  /'  elementis,  quarum  est  numerus  — \-n  • 
Hinc  probiema  a  nobis  propositum  est  indeterminatum.  Quantitates  enini 
quaesitae  numero  sunt  — -7-^^—.  sed  « —  1  tantum  conditionibus  satisfacienduin 

erit,  unde  in  solutione  problematis  completa  — K—gj  — (j/— 1)=  ^--  --•^-  "■'- 
quantitates  arbitrariae  inveniantur  necesse  est.  Quia  voru  certa  ik^u  coustat 
methodus,  eleganter  solvendi  eiusmodi  [iroblemata  indetermiiiatii.  dignuin  vide- 
batur,  in  quod  inquireretur,  probiema. 

12. 

In  sequentibus,  proposita  aliqua  functione  elementoriim  cf,.  «j.  «.. w,,. 

quae  sit  /'(«i.  "i.  ">...,  «„),  designabimus  per  charaeterem 
2f(a,.,a„a,,...,a,.) 

summam  omnium  eiusmodi  expressionum  /"(«,.  c^.  n-.,. r„).  quae  omnibus  modis 

inter  se  permutatis  elementis  ß,,  a^.  W;,.  ....  «„  sive,  quod  idem  est,  eorinii 
indicibus  l,  2.  3,  ....  n  eruuntur;  in  quo  aggregato  faciendo  ab  ntroque  ca- 
vendiim  est,  ne  quis  omittatur  teiininus  ac  ne  plus  serael  apponatur. 

3 
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lam  analogiam  secutiis  fractionum  simpliciuin,  de  quibiis  sectione  I.  actum 
est,  contemplatus  snm  expressionem 


posito 

'V.,.  =  (",-«,)(<..-■..)...(«,-».) 
xC"-«.)(«-«,).-(«-«.). 

Huius  expressioiiis  colligamus  tractioues  oirinet*.  qaarum  denominatores  factorem 
s: — K,  continent,  quae  erunt: 


Vix  aiitem  adnotari  debet,  expressiones  -Mj^,  M^i^,  .  .  .,  _i¥i,  ex  expressione  J/,^ 
demanare,  elemeiito  «2  permutato  cum  elementis  «3,  «j.  .  .  .,  «„. 
lam  fractionibus 

111  1 


(^_„j(^_„j  •     (,,-„,)(^ 

-".)  ' 

(^— , 

»,)(*- 

-".)  ' 

Ci'- 

-o,X*-«.) 

in 

simplices  resolutis,  fit: 
1 

1 

1 

(^— o,)C^-o,) 

C^- 

'»,)(«, 

-0.) 

'   U- 

-«,)(«. 

-",) 

1 

1 

1 

{—<■,)(«-«.) 

(^- 

-«,)<«, 

-»,) 

'  U- 

-«,)(». 

-»,) 

1 

1 

1 

(-.-»JC^-o.) 

(*- 

-«.)(». 

~o.; 

1 '  (..- 

-«J(«, 

-»,) 

1 

1 

1 

(i-aJCi-o.) 

U- 

-",)(«, 

-0,) 

'  u- 

-o.)(a. 

~«i) 

His  vaJoribus  fractioiium 

1                                 1 

1 

1 

(«-»,)(«-»,)  •     («— »J(« 

-".)  ' 

(*-, 

»,x-«- 

-».) ' 

(,.- 

-»,X'-o.) 

in 

expressionem 

c.>',+o';o'; 

1 

■      4- 

;<;<-!-«' 

1«" 

1 

(«-«.X^^o, 

(••- 

-",)(.'- 

-«.) 

o';o*+o>« 

1 

■"<+"' 

1«: 

1 

substitutis,  fractiones,  quae  denominatorem  .1— ^«i  habent,  ubi  pro  expressionibus 
■^1.2;  J'^ijj  -^1,»;  ■■■)  -''*^i,«  earura  valores  ponuntur,  fiunt: 
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(»-o.)C»,-a:).:.(o,-a.) 
(»,-aJCa.-„.)...(„.-„.j-  -[  ^ 


f-Oj«^ 


i- 


(o.-<,,)(«.-<,.):. .(„.-„._,) 
(o;-«.)(<.:-~"i.)...(<.-o;)  " 

(«.-o,)C»-l). ..(..-«.) 

7;.-o.)(o.-oj:;(o.-o._,)"' 
To-o;)c«;-ij"..V(«7-ä;) 


(,.-o,)(<,-o,)(a,-«.).. .{«,-„.)" 


"-^i"!  7;, -„"rl  (•'-»,)(<■-«.)(•-".)...(«-".) 


(<,,-„,)(<..—..)...(«.-«.-,) 


(.— ■.J(,,,-o.)(j,-oJ-C»-».)  =  9»W, 
invemtiiv : 

(«,-.,)(« -«.)...(o.-o.,)      =  ,,■(«.) 
(«.-«,)(»-«.)-(<■-«.)      ==  ?'(«.) 

Quibus  in  expressionem  anteeedentem  substitutis,  prodit: 


(^-»jc« -o,)c«,-o.)...(i7-o;)"V,.'(»,)  "^  y'c.)  ^  !P'(».) 


('—«,)("-"=)(",-  <<.)...(<.-<..)  \V(o,)     9>'(«.)     9i'(«.:i  ■ 


fXa.)  J 


Hosted  by 


Google 


22  DISQUISITIONES  ANALYTICjE  DE  FKACTIONIBÜS  SIMPLtCIBUS. 

Omnino  similia  eruuntur,  singulis  fractionibus,  quae  expressioiie 

comprehenduntui",  in  fractiones  siinplices  reeolutis,  pro  iis  fractionibus  simplicibus, 
quae  denominatores  .c — a^.  x—a,,.  x — «4.  .  .  .,  x—a^  habent. 

13. 
lam  ubi  et  «  et  Ä  numeri  integri  positivi  erunt.   niinores  luiint'i-o  jj  — 2, 
e  lemmate  I.  sectionis  I.  (§.  5)  seqnitur: 

<rM       9M       ?■(«,)  <p(«-) 

^/  . — I r/-\--^ iy'  y.  -1 1 rr \    ^  0- 

<p(o^)         "/»(«j)         (pXaJ  y(«0 

Eo    igitur    casu    invenimus,    fractiones    simplices,    quae    x—cr.^    denominatoreni 
habent.  i.  e. 


(i>-<.",)(a,-..)C".-".)---(«r-«.)  L  ?.'(«,)  ^  (p'(«y     f'M  'rX'.) 


■^  (,t-«,)(a,~a,X<,,-«.). ..(«,-«.)    UV,)  ?.'(".)        VC«J  VC".)    I 

evanescere.  Eodem  modo  etiam,  quae  x — ß^.  ,i-~«j.  x — a„  .  .  ..  x-  r/,,  deno- 
loinatoi'es  habent,  evanescunt.  Ubi  igitiir  p  et  q  numeri  integri  positivi  sunt 
minores  numero  vp  — 2,  fit 

Hac  enim  expressione 

^_cX±aX 1_ 

in  fractiones  simpüces  resoluta,  cum  singulae  istae  evanescant  fractiones  simplices, 
et  ipsa  evanescat  necesse  est. 

Ubi  vero   erit  quidem  a  <Z'i — 2,   sed   fii=j?— 2,   fit  quidem  ex   eiideni 
lemmate   1.: 

f'C«2)  f>X'*J  *Jp'(oJ  '      (pX"")     ~    '' 


V'"(«J  9\«i)  '/'(«4)  V'C«») 


?>'(«,)  ?>'(«.)     '     v'C«.) 
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Hiiic  fractioiies  simplices,  quae  x^a,  denominatorem  habent,  et  quas  vidimus  esse 


(^.„-„j(»,-«,)(«,-«j.:.(V-«.)"  V  f'l',)    >'(«.)     t'M  ' 


^  (i— «,)(o7-«:)(:« -«;).,.(«-o.)A  ^x«,)     ?■(«.)     »x».)      ^"?(«.}  J 

simpliciter  iiunt 


Ubi  vero  etiam  <r^ii — 2,  Iiunt 

2o- 


Eodem   modo   fractiones  simplices,   quae   ,f— ß^,   .i' — a.,,  x — «,.  .  .  .,  .r— k,    de- 
nomioatores  habent,  fiunt,  ubi  iv-cCh— 2, 


(•'- 

-«,)(", 

"3 

-«.)■ 

■■(<■,' 

-oj    ■ 

(«- 

-.)(«. 

-»,)(«.- 

-«,)• 

..(«.- 

-c)    • 

("- 

-".X«.- 

-«.)C»r 

— J- 

..(T 

->•■)    ' 

(J,- 

<..)(«.- 

-«,)(".- 

-«,,).. 

.(«.- 

—.-,) 

Ubi  veii>  (1^=11  —  2,  flimt  dupla  harum  expressionum. 

Unde  videmus,  siquidem  erit  (/<??,— 2,  b^n — 2,  fore: 


(^— o,)(o-<.,)(o-».). 

..(«-".) 

C^-o,)Co,-.  «,)(<.-..). 

^.(«,~».) 

(..-■..)(«.^«,)C".-«,). 

•.(».-".) 

K 

At  seetione  I.  §.  2  vidimus,  esse  etiam: 
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.(..—«.-,) 

(«■- «,)(o,-»,)(»,-<,J 

...(«,-«.) 

(»-.,)(«,-<.,)(«,-<..) 

.-(".-«.) 

(,.-o.)(«.-«,)(«.-<,,) 

-(<■.-«.) 

K  ■ 

'  (^-<..)(<,.-«,)(..-„,). 

..(.,-«.-,)' 

unde  colligim 


1 


übi  vero  etiam  «=)*— 2,  fit: 


^ 

-  c«— «,X'-«j  ■  M,j  -  (,,-o,)(:.-o,)...(,,-«.)  ■ 


14. 
Logo  expressionis 

-  (.—",)(■'-«,) "  «,,, 

simplicius  etiam  scribere  licet 


-  (..— »,)(,r-<,,)        M,= 
ex  hac  enim  expressioiie 

permutatione  indicum  1,  2  naseitur  altera 

itr'K 1 
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Hine,  quia  signo  ^  cunctas  amplexi  sunius  permutationes,  expressio 


alios  non  contiriebit  temiinos,  atque  illa 

Videmus  igitiir,  ubi  erit  ß  ^=  0,   1,  2,  3,  .  . .,  « — 2,  fore: 


Ubi  igitur  fractioni  propositae  assignamus  numeratorem 

fit 


«o-H« 

,^-ha.,a 

^+V'+- 

■  +  0, 

,-.^"-' 

('- 

-o.X*- 

-o,)(^-».) 

...c^- 

-".) 

.    (<..+«,. 

Kj+aj« 

;h — hi».- 

2ß'"^ 

)"-,-' 

His  autem  addere  licet  tot  expressiones  huiusmodi 

singulas  per  quantitatem  arbitrariam  multiplicatas,  quot  modis  termüius 

variari  potest,  dura  et  p  et  q  minores  sunt  niimero  ii  —  2.  Tum  enim  eiusmodi 
expressiones 

„      a^l  +  Q-'y'        ^ 

vidimus  evanescere,  Apparet  autem  cunctorum  eiusmodi  terminorum  exponentes 
effingere  combinationes  binorum  ex  elementis 

0,  1,  2,  3,  ...,  n—'A, 
ipsis  admissis  elemeiitorum  repetitionibus;  quorum  elementorum  cum  sit  numerus 

n—2,    harum    complexionum    erit    — — —^ -■     Tot    igitur    modis   terminus 

a^ß^-l-ce^a^  variari  potest;  tot  quantitates  arbitrariae  in  formula  indicata  re- 
periuntur;  unde  completam  dedimus  problematis  resolutioiiem;  tot  enim,  ut  sit 
completa,  requirebantur  (v.  §,  11). 

III.  4 


Hosted  by 


Google 
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15. 

E  theoremate  a  nobis  exhibito: 

-(S--„j(«_„,)(^_„_)...(^_„y        5-<,,)(»-„,)  ■  TB,7 • 

posito  a  =  .0,  1,  2,  3,  .  .  .,  n— 2,  formulae  emanant  omnino  similes  iis,  quas 
lemmate  I.  §.  5  dedimus.  Utraque  enim  aequationis  parte  secundum  descendeiites 
elementi  x  dignitates  evoluta,  singularum  dignitatuin  collatis  exponentibuB, 
emimus.  ubi  a<n— 2, 


coSfficientem  esse  dignitatis  — ^,  quae  in  evoluta  fractione 
^ 

(^-«,)(-^-«.)(^-«,}-(^-«0 

omnino  non  invenitur,  dum  a<Zn — 2.     Ubi  vero  a^n — 2,  videmus  in  evoluta 
fractione 


terminum  —^  inveniri,  unde  posito  «  =  ?!— 2,  fit 


Horum  duorum  lemmatum  ope  eadeni  via,   quam  et  in   antecedentibus  i; 
sumus,  ad  sequens  pervenitur  theorema. 
Posito 

M,„  =  (o,-o.)C«,-«J. ..(",-«.) 
X(a,-a,)(»,~o.)...(«,~<..) 

x(o.-o.X"-«.).-C".-".), 

fit 

numerorum  ^,  q,  r,  qui  sunt  integri  positivi,  duobus  non  attingentibüs  numeram 
J( — 3,  reliquo  eundem  non  superante. 


Hosted  by 


Google 


C2.) 


DlSQUiSITiONES  ANALYTIO^  DE  FRACTIONIBUS  SiMPLICIßUS.  27 

(«^-»,)(«-a,)(^-«J...(^-o.) 

^       (<i,+ai,»i+»,a;H Ki._,  »,-'}»;-■»■-'         1 

(  (^-.,)(*-a,)(»-„.)  'Jf,.,/ 

Non  est  nieum,  per  calculos  prolixos  terrorem  -meutere  lectori,  eodemque  repetito 
negotio  plurimas  paginas  implere.  Hinc  via  tantummodo  mdicata,  accuratiorem 
omisi  demonstrationem ,  quam  qui  teiitaverit,  eandem  esse  videbit,  quam  et  in 
antecedentibus  dedimus.     Statim  etiam  generale  theorema  annectam. 


Th 


e  o  r  e  m  a 


fit 

(10  2 


X(«4— «/.i-OCRi— ai-+s)---K— cr„) 


duobus  e  numeris  pi,  p^,  p^,  .  .  .,  p^,  qui  sunt  integri  positivi,  non  attingentibui 
numerum  n—k,  reliquis  eundem  non  superantibus. 

]  (*-«,)c^-«j(,.~«3);..(*-«,) 


Huic  formulae  tot  expressiones 

addere    licet,    singulas    per  quantitatem    arbitrariam  multiplicatas,    quot  modis 
terminus 

variari  potest,    dum   e    numeris   p„  p.^,  p-^^  .  .  .,  p^    duo    minores    sunt   numero 
n—k,  reliqui  eundem  non  superant.    lis  casibus  enim  omnes  eiusmodi  expressiones 

diximus  evanescere. 

4* 
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Coi'ollarium. 

16. 
Si   omnes   numeri  pi,  p^,  ps,  .  .  .,  jOj,    numerum   n—k  attmgere 
terminorum 

exponentes  effingerent  eombinationes  i"""""  ex  elementis 

0,    1,    2,    .  .  .,    n—k, 
ipsis  elementorum  admissis  repetitionibus.     Quorum  cum  numerus  sit  n — k-i-l, 
complexionura  numerus  foret 

(n—k-hl)(n—k'^2Xn—k-{-^)...n 
1.2,3...^ 

De  quo  numero  detrahendus  est  numerus  eorum  casuum,  quibus  k^l  e  numeris" 

Pi>  P2>  Pa;  ■  ■  ■?  i't  sive  omnes  k  aequales  erunt  numero  n — k.  Ab  bis  enim 
casibus  abstinendum  est.     Hic  vei'o  numerus  aperte  erit  n^k-\-l.     Hinc  termini 

duobue  e  numeris  jo,,  p^,  p^,  .  .  .,  p,.  non  attingentibus  numerum  a — k,  reliquis 
eundem  non  superantibns, 

j;-2-;3  __^  —^{n-k^l) 

modis  variari  possunt.  Totidem  igitur  quantitates  arbitrariae  in  formula  indicata 
inveniuntur,  Fraetiones  autem  simpliciores,  quarum  denominatoi'es  sunt  eiusmodi 
producta '(a; — «,)(>^ — a^...(x^a^,  eodem  sunt  numero  atque  eombinationes  J^"'™ 
ex  elementis 

1,     2,     3,     .  .  .,     n, 

nullie  elementorum  admissis  repetitionibus,  id  est  numero 

1.2.3.../: 

lam  illae  ita  detei-minatos  numeratores  habere  debent,  ut  sub  eundem  denomi- 
natorem 
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colleetae  numeratorem  nanciscantur 

Itaque  cofifficientum  a^,  «„  ög,  .  .  ,,  a„_i,  numerus  cum  sit  n — k-i-l,  nuraeratores 

Uli,  quorum  est  numerus 

n(n—l)(n—'2)...(n—k  +  l) 

1,2.3...* 

tantum  n — k-i-1  conditionibus  satisf'aciant  necesse  est.    In  assignatis  igitur  istis 

fractionum  simplicium  numeratoribus 

n(n--l)(n-2)...(n-k-\-l) 

_______ C«-Ä+l} 

quantitates  arbitrariae  inveniri  debeiit,  ut  eompleta  esse  aestimanda  sit  pro- 
blematis  resolutio;  tot  autem  reapse  in  theoremate  a  nobis  proposito  inveniuntur, 
Ecce  igitur,  dediinus  resolutionem  problematis  generalis  eompletam.  — 


Sectio    ni. 
Alia  quaedam  proponuiitur,  quae  ad  theoriam  fractionum  simplicium  pertinent. 

17. 
Hac  sectione,  nullo  ordine  observato,  alia  varia  de  fractionibus  simplieibiii 
afferamus.     Proposita  fractione 

1 

(^_-«j(^_„^)(.,_«j...(^_«„) 

in  simplices  resoluta  hasce: 

1 1_ 

t-a,    ■     (t,,-aJ(»,-<,J.:(o,"=^j" 
1  1 


a,-«,         („_„,)(„_„,)...(„-„.) 
+  _J i 

'-".       («.-.,)C.-«,). ■■(«-".) 

+  ^ ^ ^ 

^  ^-«.      (o.-.,)(a.-«,)...(o.-o._0  • 

has  ipsas  fractiones 
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(a,-«,)(o-<.,) 
1 

■  («-<-.■}     ' 

(o.-<,,)(a,^„.) 
1 

..(■.,-»0     ' 

(«,-<.,)(«"<.,) 

..(«-«.)     ' 

1 

rursus  in  simpHces  licet  resolvere.     Erit  < 


Quo  facto  fractiones 


C" 

-«.)(«,- 

1 

-",) 

■■(". 

-o.) 

(» 

-«■)(«.- 

1 

-".) 

■•('-. 

-«,) 

C" 

-".)(".- 

1 

-".) 

:■(". 

-".) 

'  (" 

-—.)(«- 

1 

-».) 

..(o. 

-«.) 

'c- 

-«.)(«.— 

,)C«.- 
1 

-".)■ 

.(«.- 

-«.-) 

(«-«.)(« 

1 

-K 

-o.) 

C«.-o,)(o 

1 

■■(". 

-".) 

(".-<..)(<. 

1 

•■(<>, 

-a.) 

(<..^o,)(„.-a,)...(a.-o._,) 

rursüs    111    simplices    licet    resolvere,    quo    repetito    negotlo    atque    ad  reliquas 

fractiones  consimiles  omnes  adhibito,  tandem  devenitur  ad  forrnulam  sequentem: 

1 =^ ^ _. 

In  quibus  charactere  ^  rursus  complectimur  has  omnes  varias  expressiones, 
quae  permutatis  elementis  ee,,  a^,  n^,  . .  ,,  ß^  seu  eormn  iiidicibus  1,  2,  3,  , . .,  ti 
eruuntar. 
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18. 

Sit  f(x)  terminus  generalis  seriei  (n— 1)"  ordinis,  sive 

datis    n   terminis  seriei,    qui  indicibus    «„   Kj,   «j,    ..,,   a„    respondent,    scilicet 
f(p-dy  /C'^a)'  K'h)-'  ■  ■  -j  /C*^")'  agitur  de  ipso  determinando  termino  generali  f{x). 
Vidimus  esse 


Qua  aequatione  multiplicata  per 
ät 


«-) 

(^-«,)(,«-»,)C^-».). 

ffo.) 

.(*-«,) 

(«-»,)(«-o,)(o-».) 

..(0.-0.) 

(.-«,)(n,-«,)(<,,-o.) 

.(<.,-«.) 

1       (^_„J(„_„,)(„_„,) 

.(".-".) 

/(".) 

0(».~",)...(«.- 


(*  -o,)(«  -«.)(^  -«.) 

..(«.-«,) 

(«-»,)(o,-«.)(o-<.,) 

..(o,— o.) 

(«.-«,)(«-«,)(».-«..) 

■(«.-«.) 

+/■(".) 

(»:  -«,)(^  -,,){,  -a,). 

.(-  -o.-,) 

(«.-oJCo.-KjC«.-".) 

..(».-».-,) 

Quod  alias  iam  notum,  ab  111°.  Lagrange  propositiim,  de  interpolatione  serierum 
theorema  alio  modo  atque  vulgo  fit  demonstrasse  iuvat. 


Resolutione  in  fractiones  simplices  facta  facile  etiam  hoc  demonstratur 
theorema: 
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C«-«-i«,)(«'-»-Ä).. 

.(^-„.-|»,)(A--«(;S,-ft).. .(,«-« 
1 

'    («-»-«(«-«,-A)., 

,.{«-..-«(ft-((,)(ft-A)...(A-M 
1 

'    (— «.-ft)(-^«-A).. 

,(*-<..-A)(/s.-A)(ft-^«...(iS,-« 

1                                                1 

(«-»,-/>JC«-"-M. 

..(-.- o.-«(A,-^,)(iJ.,-ft)...(,s.-^,_,) 
1 

{^-<.,-/J,)C*-c.,-«.. 

.(ä:-a,-ft.)(o,-»,)(o,-o.).. .(«,-„,) 
1 

'    (^-„-ft)(«_„,_ft).. 

1 

'       {«-„,_#,)(;._„_;«,).. 

.(^-<..-/S,)(<..-o,)(o.-«,)...C«.-«.) 

,                                                                                                1 

(^-<..-ft)(^-«.-ft) 

...C».-o.-M(".-«,)(.,-«,).. .(«.-».-,) 

20. 
Casus  memorabilis  früctionum  simpliclum  is  est.  quo  earam  denominatores 

seriem  aritiimeticam  effinguiit.     Sit  e.  g.   a,^p,  a^^p — h,  a^^p — 2h 

a„^p—(n — 1)A:  erit 

(«,-",)C«,-«.).. ■(«,-".)  =      1.2.3...(»-l)i— 

(",-«,)(",-<■.)■..(".-».)  =  -1. 2. 3... (»-2)4— 

C=,-",)C".-",)--.(o.-<..)  =      1.2.3...(«-3).1.2.S"-' 

(",-",)(«,-«.).■.(«,-».)  =-1.2.8...(»-4),1.2.3.;.-> 


(».-.,Xo.-«,). ..(«,-».-,)=  C-l)-'l-2. 3. ..(«-1)J- 
Hinc  tit,  ea  suppositione  facta, 

1 


J <— 1    ,   (»— 1)(.-2)      (.-l)(.-2)(»-3) 


1.2.3...(«-1)*-'U-",      .i-o,,        1.2.(^-o.)  1.2.3.(^,-1..) 

sive 

_A ?=L_t_&=aC2=2)_   J (»-l)(»-2)(.-3) 

x—a,        .»—(>,  "^           1.2            '  x—a,                     1.2.3 
^  1.2.3...C«— l)ft'~' 
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E  theoria  autem  serieruni  et  ditferentiarum  notuni  est  seriei  alicuius 

A„     ^„     A,,     ....     A 
esse  (n — 1)"""  differentiam,  quam  designemus  per  J''~'-A^, 


H.^.)A-^.|=^. 


1.2.3 


diffei-entiis  ita  suintis,  ut  a  quoque  termino  is,  qui  insequitur,  detrahatur.    Unde 
videmus,  proposita  aliqua  serie 


elementis  «i,  ce^,  03,  ....  h„  ei'fingentibus  seriem  arithmeticam  p,  p—h,  p—2h,  ... 
p — (n—l)h,  tbre  (/?,— 1)"'°  eins  differentiam 
^-.^__^J: »-1    ^  (n-lX~-2)        1 („-l)(„-2)(.-3)       1       ^    ^j^^ 

1.2.3...(ii— l)ft" 


(«,-«,)(«■ 


..)...(^-».) 


21. 
lam,  ut  melius  perspiciatur,  quomodo  fractiones   simplices  ad  theoriam 
differentiarum  et  serierum  pertineant,  haec  apponamus. 

Seiiei  alicuius  termini,  qui  respondent  indicibus  « „  rtj,  c^,  «4,  .  .  . ,  e,,  sint 
A„    A„    A„    A„    ... 
De  hae  Serie  ita  deriventur  seiies 


£„     £.,     B„     B, 

6;,    c„    c„    c. 

i),.    D„     D„     D, 

etc., 

ji      A-A 

£       A-Ä, 

f.      1,-11, 

C        B,-B, 

'      "i—'^s 

D        ^■-'-■ 

i,    .  c,-c, 

'      ■^       "2— "i  ' 

Hosted  by 


Google 


34  DISQUISITIONES  ANALYTIO^  DE  FRACTIONIBÜS  SIMPLICIBUS. 

lam  patet,   indicibus    «,,  c„,  n^,  ...  effingentibus  seriein  arithineticam  p,  p—h, 
p— 2A,  . .  .  fore 

o        JA,        „        z/M,        j.  z/M,  , 

n    __   JÄ^  ..   __     z/Mj  z/M,j  ^ 


1.2.Ä'  '    ^~  1.2.3./*'' 
JA^         ,,  _   J^A^        j.  _     z/M, 
A     '     ^~  1,2.A^  '    ^~  1,2.3./*' ■ 


designaiite  i:/''A,„,  ut  valgo  fit,  h""'  differentiam  seriei 

j1„,,       An+1,      A„^+i,      Am+:i,      etc, 

differentiis  ita  sumtis,  ut  a  qiioqae  termino  is,  qui  insequitur,  detrahatur. 
Seriem  B,,  B,^,  B.^,  B„  etc.  ita  quoque  exhibere  licet; 


Hinc  erit 

Cr- 


'< 

) 

(«,- 

-».; 

(".- 

A 

-o.) 

A 

-".. 

)  ' 

(».- 

-"„ 

1  ' 

c»,- 

A 

-ßj 

(..-o,)C".- 

-">; 

1  ' 

(",- 

-«.X«,- 

-">; 

' 

(".- 

-".)(<■=- 

-«J 

Hinc  dei'ivatur 


A^  ^ 


i>,-7 


C.,-«,X<.,-..X"',-.)    («,-«,X«,-».)(<>,-«.)    (».-«.Xo.-«.X«.~".)    C".-<>,X«.-«.X«.-".) 

^,  A,  Ä,  A, 


■(o.-a.Xa.-<.,X«,~c.J   C«.-<',X".-«,X».-".)    C".-».X">.-''.X».-"J    fc-<>,X«>~«.X«.-«.) 

4 A, A, A, 

"'^T^^J.-.-'-X':-«.)  * Co.-o.)(»,-o.Xo,  «j  " (..-«jCc-a.x«,-«.)  *  (<..-<..X«.-«,X«.-«J 

etc. 
Uiide  videmup,  ubi  erit 

A   =—^—      A  =       ^  A   =       ^  A   —       ^  etc 
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fore; 

C^-«,A*^«a)                                          (*-"3)(«-«,i)  (■»-»s)(«-«4) 

A  =  7 ^7 1 sT N,    A  =  7 TT ^7 TT T,    A  =  .- 


etc. 
Hinc  statim  [jatet.   iibi   n:,  =  p,   a^^—jj  —  h,   n,  =  p^2h,   etc.,  fore 

_^^ ^     -^-.^ 

(*—ß,)"(d:—f.J.. .(.»-«„)  1.2.3...CK— 1)7.""' 

Sicuti  a  differentüs  ad  terminos  seriei  primariae,   ita  quoque  a  terminis 
^1)  ^1!  Ci)  -Pij  etc.  ad  termihos  seriei  pi-opositae  A„  A.^,  A^,  Ai,  etc.  ascendere 
licet.     Facto  periculo,  nasci  videmus  elegantissimas  formulas: 
A,  =  J, 

A,=A,-h(a,  —  a^)B, 

A,  =  A,+(a,-a,)B,-^-(a,^a,Xa,-<,,)C, 
A,  =  A,+(a,-a^)B,^(a,-^,)(a,-^a.;)C\-\-(a,~aJ(a^-a,X^-a,)D, 

A.  =  ^,-i-(«,~a,)5,+(a„— «,)(o„-a,)C,+(«„-a,)(«,-a,)(o„-«,)i),-H  etc. 
Haec  alias  iam  nota*)  adnotasse  sufficiat;   iniuria  autem  negliguntur  ab 
Analystis,   quae  multo  sunt  generaliora  theoremata  iis,   quae  vulgo  de  seriebus 
ac  differentüs  circumferuntur. 


Sectio   IV. 
Tlieoremata  de  singulari  quadam  sericrum  iiifinitarum  transfürmatiooe. 

22. 
Proposita  scrie  intinita  <S',  cuius  terminus  generalis  sive  a;"'*'  est 

1.2.3...^  (^_H„,X^_l_aj...(^+„j 

transfoi-matis  singulis  eins  terminis  per  methocjum  fractionum  simpliciuni,  n  series 


•)  V.  Principia  Phil.  Kat.  ed.  Amstelod.  a.  1723.  lib.  HI.  lemma  8.  pag.  446. 

5' 
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nanciscimur.  quarum  temiini  generales,  reiectis  factoribus  constantibus,  sunt 

y(y+l)0+2)...l>+a!-l)        r 

1.2.3..J  ■  .ü+o,  ' 

1.2.3...ie  ■  «+0,  ' 

y(p+l)(y+2)...(y+^-l)       y 

1.2.3...«  ■  jt+n,   ' 


y(y+i)(y+2).-(y+«-i) 

1.2.3...JJ 


Jam  erit  series,  cuius  terminus  generalis  est 

y(y+l)(y+2)...(y+«-l)    _j,'_ 

1.2.3...3!  «  +  0     ' 

loco  X  positis  Omnibus  numeiis  integris  inde  a  0  usque  ad  oo: 

1     r-v    I  rir+'i)  ^t_ .  pO+iXy+a)     t    .  „„ 

<."^o+l^      1.2         <.+2"^  1.2.3  '„+3"^ 

y-  J  (i-y>  ■ 

Hinc,  posito 

fit 

.;        «-".)     ('y-'-iy  ,     /(-».)     fy--'%   ,  /'(-».)     f/'"'<i'i/ 

!/■■»'(-»,)■'  (!-!/>»■•/(-«■)■'  Cl-!/>  ^'"^  j".y'(— >.)■'  (l-y)'  ' 
Integrale    I  -^■—  ^     finitum  obtineri  potest,   si  aut  a,   aut  ^,    aut  a — f) 
numerus  erit  integer.     Hinc  etiam  seriei  S  summa  finita  assignari  potest,   ubi 
aut  ^,  aut  ö,  aut  a — "p  numerus  erit  integer,  loco  a  singulis  positis  elementis 

Ubi  quantitatum 

aliquot    aequales    existunt,    niethodo    fractioiium    simpiicium    huiusmodi    series 

eruimus : 

1    ,      J'-y       I   P(P+1)         f        .  ?'Ci'+l)(j'+2)         >/ 
«--^(«+1)--^      1.2       ■(a+2)'»'*'  1.2.3  ■(«+3)"'"^        ■ 

cuiusmodi  serierum  summam  statim'  e  sumna  seriei 
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deduci    posse ,    non    vulgo    annotari    solet.       Hac    eniiri    posita    =  s,    fit    illa 
~Y^ — f   ^-j-i     ,j  m-r  •     Qli^  ^^  ^^  iste  nos  nihil  morabitur  casus. 

Similiter  in  libris,  qui  de  elementis  calculi  integralis  agunt,  annotari  non 
solet,  ex  invento  integrali 

J    c-^-e.x+f.o!' 
statim  sequi 

r      {a-\-bx)de        _       (—1)"--'  d'"^^     C     {a--+-bx)da 

J  (c^e.^^f_^y  ~    1.2...(w— 1)     dc"'-^  J    c-he.ä:-\-f.x'  ' 

quae  latius  etiam  patet  metliodus. 

23. 
Proposita  serie 

a     a(a+l)       a(a+iXa+2)  a(a+lX«+2X«+3)  aCa+lX«+2Xa+3Xa+4)  ' 

omnes  eius  termini  in  fractiones  simplices  resolvantur,  ita  ut  sit: 
1 


^Ca«) 

«(.-1) 

<<«+l)                                            o.l. 

o+l 

«■("«X«+«+l)                              *-*+!) 

*■(«-!> 

».■(«-2X0-1) 

«{o+iXo+ä)                       o.i.a 

i«+l)l.l 

(«+2)1.2 

«^to+oXo+c+lXä-K+ä)                *V(»lX«+2) 

.«■(«-lXc+1) 

a!'(«-2)(o-l)<!       •   ä:'(»-3Xe-2X<!-l) 

aC<.+lX»+2X«+3)                           ".1.2.3 

(o+l)1.2.1 

(«+2)1.1.2                  («+3)1.2.3 

ä'(<i«X»+»+lX«+"2X«+«+3)     ^Xs+lX'+äX'+S) 

«'C«-lXc+lX" 

-2)   i.'(«-2X«-lX«+l)   «'(«-SX«-2X«-1> 

o(«+lX<..+2X«+3X«+4)                  «1.2.3.4 

(«+1)1.2.3.1 

(«+2)1.2.1.2            («+3)1.1.2.3 

^VlX«-3X«-2)(«-l) 
(0+4)1.2.3.4 

et<;.  etc. 
Hie  omnes  series  verticales  continere  t'actorem  videmus 


(1- 

1 

c-  1    <«+!)  - 

<<=+l)(.-t-2) 

1       1.2     * 

1.2.3 

quo 

coUecto  fit 

'   [' 

i( 

;<— 1) 

'(o-l)(<!-2) 

.i' 

-(■:-l)(«^2)(,.- 

-.3) 

La 

a+i 

(«+2)1.2 

(«+3)1.2.3 

Ix- 

■VI— .s)^-i<Äs. 

I  (l-^>. 
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Summam  S  igitur  videmus  finitam  assignari  posse,   ubi  aut  a  aut  c  aut  i 
numerus  integer  erit.     Tum  enim  integrale 

finitum  exhiberi  potest. 

Posito  e  =  «,  a.'  =  -^^=-^,  fit 

C«+<:)(a+c+l)C«+c-|-2)...(«+ö+.«)  -  c«--i; 
(,_l)(,_2)(c-3)(c-m)  =  .'"; 


His  substitutis  fit 

1 ,_ 


a-^Y=\l-j,j    =r.-,  „„de  -j-j^  =<*-..•) 


S  =  -^ 


1.(0+1)  ^  ■i(o+l)(o+2)  ^  o(«+l)(o+2)(«+3)  " 


j I r r_ 


\o       0+1        1.2(0+2)       1.2.3(a+3)^ 
quam  transformationem  etiam  directa  via  dedueere  licuit. 

24. 
Dedimus  Sect.  III  §.  4  formnlam 


etc.  I 


(^„„,)(^„«j...(^_„^)        1.2. 3. ..(«-1)^"'  ^-«,  ' 

posito  ßi=|),  as=p—h,  a^=p  —  2h,  .  .  .,  h„=|)— («—!)/(.    Ponatui-  3;— ßi  =  «, 
ft^  —  1,  "unde 

«^  =  «+1,     «,  =  <H-2,     a,  =  a-4-3,     .   .  .,     a„  =  aH-K— 1. 
His  substitutis  atque  loco  n  posito  n-hl  e  formula  apposita  videmus,  seriei 
1111 

esse  n""°  ditferentiam  sive 

f,  1  _         (-1)-1.2.3.... 
o         o(»+l)(»+2)-(o+»)  ' 
differentiis  ita  sumtis,   ut  a  quovis  termino  is,  qui  insequitui",    detrahatur;  sive 
differeiitüs  ita  sumtis,  ut  quivis  terminus  ab  insequente  detrahatur, 

„  1  _  '     I.2.3...«        

^    «  -  «(«+i)(«+2}.. .(«+«)' 


*)   Euler:  Introd.  in  AnalyS,  Iiilin.  lib.  I.  cap.  VII.  g.  115  seq. 
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unde 

_^_^_ i 

1.2.3...»         <,(a+l)(o+2).. .(«+«)  ■ 
Ex  hac  aequatione 


«(«+l)(«+2).. .(«+«)         1.2-.3...m 
sequitur 

o(o+l)(«+2).. .(«+»)  1.2.3...» 

^   1.2.3...(«+y)    1 ^        («-H)(.i+2)...(»+y) 

1.2.3...»        '  <.(o+l)(<H-2)...(a+»+y)  o(<.+l)(»+2).. .(«+«+,)  ' 

Huius  theorematis  ope  sumatur  p"  ilifferentia  seriei 


aCo+1)  ^  «(o+l)(a+2)  ^  •C«+1){«+2X«-H3)  " 


» 


+TTi7^^~-rö-&rT^+  •">■ 


\a       o+l        1.2(o+2J        1. 2.3(0+3) 

respectu  elementi  a  habito.     Fit 

,  1.2. 3. ..y  2.3.4...(y+l)i,  3.4.5...|>+2y 

oC«+l).. .(«+?)  ^  a(«+l)...(a+p+:)  "^  «(«+!).. .(«+y+2)  +  ""■ 

=  r       1.2.3...? 1.2.3-y.i/  1  1.2.3...y.y' 1 

U(o+l). ..((.+?)     («+l)(a+2)...(o+y+l)^Co+2)(»+3)...(o+J>+2).1.2     ""'J' 

sive  divisione  facta  per  factorem  commanem 

1.2.3...P 

o(o+l)...(a+y)    ' 

l4/„+n  J— 4.Ö±i>(>t?)  H'  1  (P+l)(P+2)(y4-3)  j^ 

'"^^     ^o+y+1  1.2         («-ff>+l)(<>+p+2)  1.2.3  (o+iH-l){o+iM-2)((H-y4-'3) 

r,  «  1  «(»+1)  ,•      1  (■(o+I)(m-2)  ,       .  1 

L      («+p+l)'^      1.2     (a+f+l)la+rj+2)^      1.2.;-!    («+?>-hlX«4-p+2X«+?'+3)  ^  J 


25. 
At  multo  generalius  transfonnationis  genus  hac  methodo  invenire  licet. 
Ex  aequatione 
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sequitur 

unde,  posito 


S  =  14 


P4-1 


■rj^+- 


(p — nH-l)(p — >H-2) 

(p+l)(p4-2)  5(^:1) 

p-m-Hl  "-"^  (p_„-Hi)(p-«+2)  ■"    1.2 
fit 

^  ^ j__ <r__  af 

^   i>Cp— l)-..(p— W-t-l)iB''~"      (ic"  (l—icf  ' 

lam  ex  notatione  nostra  Sect.  I.  §.  8  iudicata  est 


^^     _  1  .;.     r   (ß+hy   1 


d"         xi' 
de' 


(1-^-;.)'  ~  (i-.^)- 


"i^i^r 


r  •(■»+*)'  1 ^ 

L  (1— I— *)■  J4'         (1— «)■■ 

Ex  aequatione  auteni 

[J-(»J)]j.  =  »-[F(70]j. 

quae  demonstratione  non  eget,  sequitur 

_t ,       ^ 


0-  L    (i-'o- 


_     1     r  (t+»(i-;,)i>  1 


unde"tandem  coltigimus 

L(l— »:— 4>JA"        (1— «)•-»  L        (1—4)'       J''"' 


L  a-,:-hy  Ja"      (i-«)--»  I 
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quod  theorema,  sicuti  methodum,  qua  eo  perventum  est,  attentione  Analystarum 
dignum  puto.  Eo  enim  clariBsimae  seriei  hypergeometricae  insignis  transfor- 
matio  nititur. 

Contemplemur  enim  expressioDcm,  ad  quam  devenimus, 

Evoluta  expressione 

(7,-H^(l_fe))P 
(1-hy       ' 
atque  relectis  iis,   qui  termiimm  k"  continere  non  possunt,    terminis,   positoque 
p  —  n  —  c  ^  a,  nanciscimur 

1.2,..»        *«^(i-»)H     r2::.(»+-i)    »   "     c^  *) 

unde 


p(p-i).,.Cp-»+i).ff^    L     (1-;.)' 

Hinc  fit 

„^ 1 J        »» 

p(y— l)..,(y— w+l)^:'^-"     *&"     (1— a!)= 

y(y— l)...(p— »+1)jK^"   '  L  (1— 3!— *)■  Ji" 
_  1.2.3...» 1  r  (t+^(l— ft))'  1 

~  j>(y-i)...&-"+i)^^"  '  (i-.i)'+"  L      (!-*)■      J*" 

_r        p-^    a+>  (p-nXp-n-1)     (<.+l)(»+2)  1  1 

-r^MT'T^"'+     („+lX«+2)  1:2         ^■+'"'"J  (1-*)«- 

Huius  theorematis  casus  speciales  tantum  sunt,  quos  hactenus  tractavimus. 

Dedit  hanc  transformationem  primus  111.  Euler  in  commentatione  inscripta: 
Specimen  transformationü  singulans  serierum, 
quae    legitur    in   Nov.   Act.   Academ.    Petrop.  tom.  XII.   pag.  58—70.      Quam 
commentationem    etsi   autor  iam   anno    1778    conventui  exhibuisset,    tarnen  in 
III.  R 
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42  DISQUISiTiONES  ANÄLYTIC^  DE  FEACTIONIBUS  SIHPLICIBUS. 

tomo  XII.  demum  Novorum  Actorura  legitur,  qui  anno  1801  lucem  vidit.  Hitic 
factum  est,  ut  111,  Pfaff  in  Disquisitionibus  Analyticis,  quae  anno  1797  prodierunt, 
primus  eam  exhibukse  sibi  vjsus  sit*).  Harum  enim  altera  disquisitio  est  de 
integratione  aequationis  differentio-differentialis : 

a:^(a+b3f)d^y-\-x^e-\-e3f')dydx-^^~\-gai')ydx^  =  Xdx^, 
a    cuius    integratione    seriei  nostrae  S  summatio  pendet.      In  qua  integratione 
oecupati  et  Euler  et  Pfaff,    eandem  fere  viam  seeuti,   ad  hanc  nostram  seriei 
S  pervenerunt  transformationem.      Mox  fusius   de  hac  transformatione  egit  111, 
Pfaff  in  doetissima  comraentatione  inseripta: 

Observationes  analyticae  ad  L.  Euler t  Institutiones  Calculi  hitegralis 
Vol.  IV.  Supplem.  IL  et  IV., 
quae  Academiae  Petropol.  ab  autore  tradita  a.  1797,  in  tomo  XI.  legitur  No- 
vorum Actorum  (Histoire  pag,  37,  Supplement),  qui  anno  1798  prodiit.  Namque 
in  ülo  Vol.  IV.  Calculi  Integralis  (pag.  245)  tum  recens  edito  haee  transformatJo 
apposita  tamquam  lemma  nee  addita  demonstratione  legebatur.  Unde  in  Obsei"- 
vationibus  laudatis  111.  Pfaff  öccasionem  eepit,  hanc  retractandi  transformationem 
variasque  eius  demonstrationes  adstruendi,  ingenioeas,  ut  üle  eolebat.  Nee  nostra 
fortasse  demonstratio  Analystis  displieebit;  quae  aequatione  nititur 

r   (^+hy   ] i_ nk+^(i-h)y] 

cuius  utraque  pars  evoluta,  altera  seriem  S,  altera  eius  transformatam  praebet. 
Haee  ipsa  vero  aequatio  statim  prodibat  e  theoremate: 
[f(»t)]^.  =  „.[ir(4)]j.. 

Hanc  methodum  peritus  cognoverit  latius  patere,  immo  ad  series  hypergeometricas 
omnium  ordinum  extendi  posse.  Oeteruni,  qui  post  111"™,  Pfaff  hanc  attigerit 
transformationem,  neminem  scio  praeter  III'™.  Gauss,  cuius  ea  de  re  commentatio 
in  omnium  manibus  est. 


*)    V.  Disquis.  II.  §.  XXVUI.  pa.g.  im.  161. 
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Vita, 


Ego  Carolas  Gustavus  lacobus  lacobi  natus  sum  Potisdami  IV,  Id. 
Dec.  anni  1804  parentibus  S.  lacobi  argentario  et  matre  e  gente  Abrahamiana. 
Patei"  nihil  omisit,  quod  ad  me  probe  educandum  faeeret,  ad  quem  finem  ex 
teneirima  me  aetate  avunculo  meo  F.  A.  Lehmann  tradidit,  qui  pei-  totum 
mihi  quinquennium  miicus  et  carrissimus  fuit  praeceptor.  Hie  vero  cum  munus 
publicum  suscepisset,  Gymnasü,  quod  Potisdami  floret,  disciplinae  commissus 
sum,  Ipsis  CaJ.  Nov.  a.  1816.  Semestri  exacto  ad  primam  Gymnasü  classem 
evectus,  splendidissimam  nactus  sum  occasionem,  iactis  in  pueritia  fundamenti& 
omnis  liberalis  doctrinae  cognitionem  superstruendi.  Post  annos  quatuor  in 
Universitatem ,  quae  hie  floret  ftoreatque  in  aetemum,  profectus  philosophiae 
nomen  dedi,  Ac  primum  philologiae  Studiis  incubui;  deinde  in  rebus  mathe- 
maticls  fere  omni  opera  posita,  post  triennium  exactum  speeimen  studiorum 
meorum  mathematicorum  Amplissimo  PhUosophorum  Ordini  exhibui,  ad  facul- 
tatem  docendi  in  hac  Üniversitate  obtinendam.  Quod  illi  VV.  Cell,  pro  ea^ 
qua  excellunt,  humanitate  probaverunt. 
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T  h  e  s  e  s. 

I. 

Soph.  El.  V.  1260  sqq. 

TIS  Öl'  ar  d^iav  ye   GH  n^tptjroros 
/Kraßakoir'   äv  twfJs  oiyäv  loywv; 
scnbendum  est: 

Ttfi  HX  äva^tav  ys  etc. 

II. 

E  theoria  funetionum  lU'.  Lagrangii  mmime  sequitur,   reiiciendam  esse 
theoriain  infinite  pai-vi,  immo  recte  hanc  adhibitam  nuinqiiam  eri'are  posse. 

III. 

Egregie  asserit  Novalis  poeta: 

Der  Begriff  der  Mathematik  ist  der  Begnff  der    Wissenschaft  überhaupt. 
Alle   Wissenschaften  müssen  daher  streben,  Mathematik  zu  werdest. 

IV. 
Methodus  ab  IIP.  Lagrange  ad  reversionein  serierLim   adhibita  omnium 
optima  est. 

V. 
Theoria  Mechanices  Änalytica  causam  agnoscere  nullam  potest,    quidni, 
sicuti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,    secunda  virium  insignimus,   simile 
quid  ad  altiora  quoqae  differentialia  adhibeatur,    de  quibus  theoremata  proponi 
possint  prorsus  analoga  iis  quae  de  vi  et  de  velocitate  circumferuntur. 
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ÜBER  DIE  HAUPTÄXEN  DER  FLÄCHEN  DER  ZWEITEN 
ORDNUNG. 

1. 

Die  Aufgabe,   eine  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung  auf  ihr  Hauptaxen- 

system  zu  beziehen,  fordert  bekanntlich,  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

wo  X,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  bedeuten,  durch  Einführung  eines 
neuen  reehtwinkhgen  Coordinatensystems  in  einen  Ausdruck  von  der'  Foi-m: 

zu  transformiren.  Ich  werde  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  das  ursprüngliche 
Ooordinatensystem,  in  Bezug  auf  welches  die  Gleichung  der  Oberfläche  gegeben 
ist,  ein  schiefwinkliges  sei.  Das  Problem,  in  dieser  AUgeiiieinheit  gefasst,  umfasst 
die  beiden  Fälle,  wo  das  ursprüngliche  Ooordinatensystem  ein  rechtwinkliges 
oder  ein  schiefwinkliges  conjugirtes  ist,  welche  beide  schon  früher  behandelt  sind. 

2. 
Die    Relation  zwischen    den   alten  Coordinaten  x,  y,   z  und    den  neuen 
I,  V.  Z  sei  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

!%  =  o.x  -hßy  -^yz, 
V  =  a'w  -\-ß'y  -Vy'z, 
C  =  >:i!'ic^fy-Vfz. 
Das  System  der  $,  v,  C  ist  ein  rechtwinkliges;  die  Axen  des  Systems  der  x,  y,  z 
sollen  mit  einander  die  Winkel  X,  /t,  v,   und  zwar  die  Axen  der  y  und  z  den 
Winkel  X,   die  Axen  der  z  und  x  den  Winkel  /t,   die  Axen  der  x  und  yden 
Winkel  v  bilden.     Man  hat  demnach  zwischen  den  9  eingeführten  Coeffi(^ienten 
die  6  Gleichungen: 

11)  ßß-i-«'a'+(t"c!"  =  1,  4)  ^y+i^V'+iä"/'  =  coa^, 
2)  j3|3-t-^'j3'+j3",S"  =  l,  5J  ya-t-yV+ZV^cos.«, 
-'*)    yy  -\-y'y' -\-y"y"  -^  l,       6)    a/i-t-ff',5'-i-a"fj"  =  cosr. 
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Will  man  aus  den  Gleichungen  (I.)  x,  y,  z  durch  |,  v,  t  ausdrücken,  so 
hat  man  hierzu,  wenn  man  der  Kürze  halber 

U  =  aß'y"+ß/a"-i-ya'ß"-aßy-ßy"a'-ra"ß' 
setzt,  die  Gleichungen: 

(ff-,  =  (ß'y"  -ß"/)'s+(ß"Y-ßy")'>+(ßY'  ^ß'Y)t, 

(in.)  I  ny  =  ()''«"-)'"«')?H-(/'«-r«")''+()'«'-/«)^, 

[m  =  Ca'ß"—a"ß%-h(a"ß—aß")v+(,'^ß'-a'ß)l 
Giebt  man  den  Axen  der  x,  y,  z  beliebige  Länge,  so  bedeutet  bekannt- 
lich U  den  Inhalt  des  zwischen  diesen  Axen  beschriebenen  Parallelepipedums, 
dividirt  durch  das  Product  aus  den  drei  Axen.     Es  ist  daher  Jl  bekannt,  und 
zwar  hat  man 

ffU^  1 — cos  ^  cos  A COSflGOS/l  —  COSTCOSV+SoOSAcOSiMCOSlI 

Da  der  Ausdruck  JI  in  vielen  Untersuchungen  vorkommt,  und  gewisser- 
mafsen  als  ein  Modul  des  Körperwinkels  zu  betrachten  ist,  so  wäre  ein  eigener 
Name  für  ihn  zu  wünschen. 


Es  bieten  sich  nun  zwei  Wege  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  dar.     Der 
erste  näher  liegende  ist,  die  Gleichungen  (III.)  zu  suchen,  d.h.,   die  Werthe 

von  X,  y,  z,  welche  man  in  den  Ausdruck 

Axa!~\-Byy-\-Czz-{-'iayz-'r'2,bzx-\-'icxy 
zu  substituiren  hat,  damit  er  sich  in  den  Ausdruck 

verwandle.  Ein  zweiter  Weg  geht  von  der  Betrachtung  aus,  dass  umgekehrt  auch 
die  Gleichungen  (I.),  welche  ^,  v,  t  durch  x,  y,  z  ausdrücken,  in  den  Ausdruck 

substituirt,  diesen  in 

Axx-\-Byy-\-Czz-^%ayz-\-'2hzx~\r1cxy 

verwandeln  müssen.  Dieser  zweite  Weg  bewährt  sich  als  der  vortheUhaftere.  Wir 
werden  ihn  Gaufs  nachgehen,  welcher  ihn  bei  einer  Untersuchung  eingeschlagen 
hat,  die  von  der  unsrigen  dem  Gegenstande  nach  gänzlich  fern  Hegend,  gleichwohl 
die  nämliche  Analyse  erfordert.  Man  vergleiche  die  berühmte  Abhandlung  „Z)e- 
terminqtio  attractionis  etc."   in   den  Commentarien    der  Göttinger  Societät. 
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(IV.) 


Die  zuletzt  angestellte  Betrüchtung  giebt  die  identische  Gleichung: 
L(aa+ßy-hy^y+M(a'^-^-ß'y'+-yzy'i-N(a"x-i'ß"i/-^-r"^y 
=i  Aa)a::'\-Bif-i/-[-Csz-\'2ai/z-i-2bzx-\'2cxy. 
Diese  giebt  folgende  6  Gleichungen: 

I  1)     Laa-i-Ma'a'-\-Na"a"  =  Ä, 
U)     Lßß-hMß'ß'+Nß"ß"  =  B, 
)  3)     Lyy-\-My'y'->!-Nfy"  =  C, 
\  4J     Lßy-\-Mß'Y-^Nß"-/"  =  a, 
i  5)     Ly  a+My' a' -hNy" a"  =  b, 
16)    Laß-^Ma'ß'+]:^a"ß"  =  c. 
Aus  den    12  Gleichungen  (II.)  und  (IV.)  sind  die  12  Gröfsen  L,  M,  N, 
tx,  ß,  y,  «',  ß',  y',  tt",  ß",  y"  zu  bestimmen.    Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass 
man  die  Gleichungen  (11.)  aus  den  Gleichungen  (IV.)  erhält,  indem  man  1  statt 
L,  My  N,  A,  B,  C  setzt,    und  cos^,    cos^,    cosv  respective  für  a,  h,  c.     Aus 
allen  Resultaten,    die  man  aus  den  Gleichungen  (TV.)  ableitet,    erhält  man  so 
alsbald  die  enteprechenden,  wie  sie  aus  den  Gleichungen  (II.)  folgen.    Die  Auf- 
lösung der  genannten    12  Gleichungen  kann  nun  auf  die  inannigfaltigste  Weise 
unternommen  werden.     "Wir  bedienen  uns  der  folgenden  Analyse. 


Man  schreibe  die  3  Gleichungen  (IV.)  1),  6),  5),  wie  folgt: 
J^a.a-\-Ma'  .a'-\-Na"  .a"  =  A, 
La.ß'\-Ma'.ß'-\-Na".ß"  =  c, 
La.y-hMa'.y'-^Na".y"  =  b, 
so  findet  man  hieraus  für  La,  Ma',  Na"  die  Gleichungen: 
■  1)     n.La    =(ß'y'^ß"y')Ä+(Y'a"-y"a'y+(a- 
2)     n.Ma'  =(ß"y  ~ß  y")A+(y"a  ~y  «")«+(«" 
13)    n.Na"  =  (ß  y'—ß'y  )A+(y  «'— /a)c+(« 
I  Eben  so  folgt  aus  (IV.)  6),  2),  4): 

4)  n.Lß  =(ß'y"—ß"Y')c+(y'a"—y"a")B+(a' 
l  5)  n.Mß'  =(ß"y  -ß  /')c+(y"a  —y  a")B+(a' 
6)  n.Nß"^(ß  y'^ß'y)c+(y  a' ^y' a  )ß+(« 
j  und  aus  (IV.)  5),  4),  3); 
/t)  n.Ly  =(ß'y"-ß"y')b+(y'a"-y"a')a+(a\ 
I  8)  JT.My-  =  (ß"y  ~ß  y")h+ifa  ~y  «")«+(«", 
\  9)    n.Ny"  :=  (ß  /  ^ß'  y  )b+(y  a'  — /  a  )a-\-(a  ß' 


(V.) 


ß" 
•ß 
ß' 

-a"ß')b, 
'"  ß'>, 
-c'ßlb. 

ß" 
'ß 
ß' 

-«  ß")a, 

ß"~ 
ß- 
ß'- 

~a"ß')C, 
-«  ß"}C, 
-a'ß)C. 
7 

Hosted  by 


Google 


50  ÜBER  DIE  HÄUPTAXEX  DER  FLÄCHEN  DER  ZWEITEN  ORDNUNG. 

Aus  den  Gleicliuiigen  (II.)  lassen  sich  9  ähnliche  Gleichungen  ableiten,  welche 

man  aus  den  Gleichungen  (V.)  unmittelbar  erhält,  indem  man  1  statt  X,  M,  N, 

A,  B,  C  und  cosA,  cos/*,  cos»'  statt  a,  b,  c  setzt.    Es  werden  dies  die  folgenden: 

!  1)     n<x    =(/'  /'—/!"/  )+(/'  o"— r"o'  )oos.+(o'  f'—a"ß'  )oosft 

I  2)    77«'  =C^'V  ~ß  /O+Ö""«  —1  a")wST+(a"^  — a  ß")coäii, 

h)    na"  =  (ß  f~ß'r  )+(j  a'—r'a  )cos»+(o  ß'—n'ß  )oosfc 

U)    77^   =(ß'r"—ß'Y)cosv+(Y'a"—r"a')+(a'ß"^a"ß')cosi, 

(VI.)      (5)     77(!'  =(jj"r  — (!  /Ocosr+C/'o  — 7  (•")+(o"(S  — c  (J")cosi, 

6)     ur  =  (ty'  -ß'j  )oos.+  (i.  o'-,.'«  )+(«  |3'~«7  )co.«, 

n)     77)'    a=(|S'/'_^'y)oos/<+(/o"— r'V)cosJ+(o'(!"— a";S'), 

8)  77/  =  (^'>  — jS  /')co»^+(/'o  —y  «")oosi+(«"(!  — o  (J"), 

9)  77/'  =  iß  y'  ~ß'  y  )ooi,ß+lj  a'  — /  a  )oosi+(a  ß' —a'  ß  ). 


Aus  den  Gleichungen  (V.)  1),  (VI.)  1);  (V.)  4),  (VI.)  4);  (V.)  7),  (VI.)  7) 
folgen  sogleich  folgende  drei: 

II)    0  =  (L-4)((J'/'-;9",')+(Lcos,-c)(/«"-/'o') 

2)  0  =  (Loos.-<:)(jS'/'-^'V)+(i-ß)(/<,"-/- «') 
-l-(A  cos  ^ — a)  (ff '^"— a"^'), 

3)  0  =  (Lco,t,~iXßY-ßy)+(Lmsi^<,Xf^-y"a'-) 
+(L-Q(a'ß"~a"ß'). 

Eben  so  folgen  aus  den  Gleichungen  (V.)  2),  (VI.)  2);  (V.)  5), 
(VI.)  5);  (V.)  8),  (VI.)  8)  die  Gleichungen: 

4)  0  =  (_M—A)(ß"y—ßy")-i-(Mcosv—c)(y"a—ya") 
-l-(ilfcos^—Ä)(ß"^— «;?"), 

5)  0  =  (Mc<,iiv—c)(ß"Y—ßr")+(M^B)(/'<t--yi,") 
+(«coa-»)(i."(!-«|3"), 

6)  0  =  («coap— S)(;3"l— (J/')+(Jfi!Osl— a)(/'o— yo") 
+(jV/— C)((i"^~<i/9"), 

und  aus  den  Gleichungen  (V.)  3),  (VI.)  8);  (V.)  C),  (VI.)  6); 
(V.)  9),  (VI.)  9): 

7)  0  =  (N-AXß/-ß'r)+(N<=osv-cXy«'-r'ti) 

+(A'oosp-6)(ff/)'-a'ft 

8)  ■  0  =  (Nmv-c)(ßy'—ß'r)+(N-BXyi'-y'u) 
+(JVcosi-«)(o(S'-ff'ß, 

9)  0  =  (Ncoäf(—ijXßy'—ß'y)-^(N<Ms^—a)(yK'—y'a^ 
+(;V-C)(«()'-<.'ß. 


(VII.) 
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7, 
Elimmirt    man    aus    den    Gleichungen    (VII.)  1),  2),  3)    die   Ausdrücke 
/?'/' — /?'V,  /ß" — Y"a',  a'ji" — «"y?',  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  (i— ^)(i— fl)(i— C5— (i— J)(icosi— <.)'— (i— B)(ioos(i— S)" 
"(t— QCicos»— c)"+2(ioosi— ii)(Lcos/.— i)(Lcosi.~<i). 

Eben    so    erhält   man    durch  Elimination  von    fi"Y — ßy";   y"(t — ya",   ti"ß — äff 
aus  (VII.)  4),  5),  6): 

0  =  (M—AXM—BXM—0  —  (M—ÄXMi:«a?.—ay~{M—BXMcixii—iy 

—  (JW— C)(Jfcosv— c)'+2(McosJ— o)(Jfcos(<— 4)(Mcos»— o), 

und  durch  Elimination  von  ßy'—ß'y,   yti'—y'ri,  <tß' — <t'ß  aus  (VII.)  7),  8),  9): 

0  =  (,N-AX^'—BXN—C)—iN—AXNm^—a^)•—(N—BXNo03|t-~^y 

_(»— QCiVcoST— c)"+2(iVcOBj— «XWccSf.— SXJVcos«— c). 

Man  sieht  also,  dass  L,  M,  N  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung: 

.(^^AX^-BXx-C)-(ä^-Ä)(^cosX-ay-(a,-BX^cosfi~-hy 
l,Yiii.;    \_^^_Q(-^^osv— c)'-+-2(a;coa;i— a)C*COS|W— ö)(*cosr— c)  =  0 
sind.     Bemerkt  man,  dass 

1 — cos^cosA — cos;(icos/i — cosvcoai'+2cos^coS;Wcosi'  ^  I7I7, 
so  wird  diese  &Ieichimg  entwickelt: 

[nH'e^ — ic^\^As\aXsiaX-\-Bämii&iait-\-Csiav&i'av 

— 2a(cos^ — cos^mcost) — 2Ä(cos|t* — cosvcosA)— 2c(cosv — cosAcos/i)] 
]+4ßC4-6M4-^ß— Od— M— cc— 2coa;iCa^— Je)— 2cos^(6ß— ca)— 2cosv(cC— a6)] 
-ÄBC+Aaa-\-Bbb-\-acc—2abc  =  0. 


(VIIF.) 


.8. 
Aus  (IL)  1),  (IV.)  1),  (11.)  2),  (IV.)  2),  (II.)  6),  (IV.)  6)  folgen  die  drei 
Gleichungen : 

(L—M)a'a'+(_L^N)a"a"  =  L—A, 
(L^M)ß'ß'+iL—N)ß"ß"  =  L—B, 
(L—M)a'ß'-hiL—N)a"ß"  =  Leosv—c. 
Multiplicirt  man  die  ersten  beiden  und  zieht    vom  Producte  das  Quadrat  der 
letzten  ab,  so  erhält  man: 

(L^Är)(L^NXa'ß"~a"ßy  =  (i— ^)(Z>— ß)-(LüOsr— ^)^ 
Auf  diese  Weise  erhält  man  folgende  3  Gleichungen: 

7* 
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CIX.) 


1;     a^       «fl-f  (L-MXL-N) • 

2)   ifr"    ß"r'  -/  (-L-B)(^— C)-(XcoU-»)- 


(L—MXL-N) 


31     ,'.-     i-".'  -  V  (■f>-C)(L-J)-(Z,eo.,.-t)' 
i)    ra^ra-f  (L-M)(,L-N) 

wo    das  Zeichen    eines  der  Wurzelausdi-iicke   willkürlich   ist'). 

Ferner  auf  dieselbe  Weise: 

4)  „"ä-as"  ^  Jg?=^WFfl)-TJ-fai;rv=;)-- 

*>    "  f     "P  \         .       (M—NXM~L) 

ö)   ß"r—ßr" 


-i 


(M—NXM~L) 


ßl     v"»      va"   -  1/  («-C)(Af-^)^(«co.,— ft)- 
7)     of)'-«',J     =/- 


(jy— ^)(JV— ü)— (iVcoar— c)' 
"      ''      ^»  iN-ij)(N-M} 

Durch  diese  Gleichungen  ist  unsere  Aufgabe  vollständig  gelöst. 


Ich  bemerke  noch  Folgendes.     Aus   den  Gleichungen  (II.)  4),  (IV.)  4); 
ai.)  5),  (IV.)  5)  folgt: 

(L—M)ß'Y+lL—N)ß"f  =  Leoii—a, 

lL~M)fa'+(L—Nya"  =  Lcoait—b. 

Aus  den  Gleichungen  (II.)  3),  (IV.)  3);  (II.)  6),  (IV.)  6)  folgt  ferner: 

(i_jl/),y+(L-iV)/V"  =  i— C, 
(L^M)a'ß'+(L^N)a"ß"  =  Lcosv— o. 

Multiplicirt  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  und  die  letzten  beiden  Gleichungen 
mit  einander,  so  giebt  die  Differenz  beider  Producte 

(i-jri(i-w)(?y'-fS"/)(/o"-r""') 

=.(icos,i—o)(Lcosji—S)—(L—C)(Lcos  .—<:), 


*)   Wie  nach  Fiuruog  des  Zeicbeiis  e 
bestimmen  sind,  lehren  die  Gleichungen  (X.). 


L   die   Zeiclicii   der    beiden   andern   , 
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ÜBER  DIE  HAUPTASEN  DER  FLACHEN  DER  ZWEITEN  ORDNUNG. 
und  auf  diese  Weise  erhält  man  die  9  Grleichungen : 


1) 

W 

-  (i'y  )(/""- 

-/V)  = 

2) 

Cr'«" 

-r'VXa'ß"- 

-<."/)')- 

3) 

(«■/J" 

—•■ß'XßV- 

-ß'V)  = 

(L-MXL-N) 


(L—M)(L—N) 
{Lc<,Bv—c)(Lmsl—a)—(L—B)(Lcosii—i] 


i)     (/!"/-/!/')(/'"-)■«") 


(L—M){L—N) 


(XO    \»;    Cr  »     r«  X"  ß     tiß  )    -  IM-LXM-N) 

_(J/cos»—c)(«coa— »)—(!?— B)(lfms,» 


b)     („"|?_„/j")(;3'V-/f/') 
8)     (y„'-,'aX«ß'-a'ß) 


(M—LXM~N) 
_  (AfcosA— a)(iVcoay— t)— (jy— C)(iVcoai. 


(N—LXN—M) 


(N—LXN—M) 


9)   c.,'-.TOff/-^V)      ,C«c.,.-.)(«,.^-.)-ffl-ii)fflc..„^.; 


Die   Vergleichung    der   Formeln   (IX.)    und    (X.)    kann    ebenfalls    zu    der  Glei- 
chung (VIII.)  führen. 

10. 
Ist    das    ursprüngliche    Coordinatensystem    ein    rechtwinkliges,    so    wird 
cosil  =  0,  cos/*  =  0,  eosy  ^  0,  und  die  Gleichung  (VIII'.)  wird,  da  für  diesen 
Fall  n=l: 

ie'—a^\A+B+C)'\-^(AB-^BC-\-CA—aa~bb—cc) 
—ABC''{-Äaa+Bbb+Ccc—2abc  =  0. 
Ist  das  ursprüngliche  System  ein  conjugirtes,  so  ist  a  =^  0,  i  =  0,  c  ^  0,  und 
die  Gleichung  (Vlir.)  wird: 

JUIx" — «"(^sioy'.smAH-ßsin^isiDfi-l-C'siiirsin'J') 
-hj:(AB-i-BC+  CA)— ABC  =  0, 
welche  beide  Gleichungen  schon  sonst  gegeben  sind, 
Königsberg,  im  Mai  1827. 
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DE  SINGULARI  QüADÄM  DUPLICTS  INTEGRALIS 
TRANSFORMATIONE. 

1. 

Celeberrima  illa  dissertatio  Graussiana  inscripta  „Determtnatio  attractionis 
etc.",  quae  in  Commentariis  Soc.  Gott.  legitur,  in  eo  maxime  versatur,  ut  ex- 
pressio  data 

dE  ^_^_ 

y(A—acosE)''^(B—bsmEy'-\-CC 
in  füi'main  simpliciorem  redtgatur  hanc: 

dP 

yG-^G'coä'P-\'G"sm'P  ' 
id  quod  fieri  a  Cl".  autore  demonstratur  per  substitutionem  factam; 

„ a-\-a'cosP-{-a"s\nP 

Y-h7'oosP-i'Y"äiaP  ' 

Y+Y'cosP+fsiuP  ' 
novem  coefficientibus  rite  determinatis.     Dum  egregiae  illi  commentationi  iden- 
tidem  incumbebam,   non  fugit  me,   eandem  fere  analysin  ad  duplicis  Integralis 
cuiusdam  insignem  transformationem   adhiberi   posse,    quam    communicare  cum 
geometris  eo  minus  dubito,  quod  duplicium  Integralium  theoria  adhuc  valde  iacet. 

2. 

Ponatur  enim 

e  ^  a+(['cos'i/'-+-ö"siii^i/'c08'5p-f-a'"8in'^siii'9> 
+2ö'co8 1/1+ 2i"sm  i/fcos  9>+26'"sm  i/fsin  5p 
-h2€'iiin'x(ioos<fsia^-^'2c"cosipsiaipsiiig)-{-2c"'cosipsinipcmq), 
quam    expressiotiem    praeter   terminum    constantem    terminos    cosi^,    s'miffcosw, 
sini/zsiny    eorundem    quadrata    et   producta   binorum  continere  videmus.      Jam 
probabo,  expressionem 

'nipdipdtp 


F 
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58  DE  SINGULAKI  QUADAII  DUPLIOIS  INTEGRALIS  TRANSFOEMATIONE. 

transformari  posse  in  simpliciorem  ha,nc; 


ff-, 


idque  per  substitutioriem : 

_p a-\-a' CQ&ip-i-a" 


d-\-ö'  CQäip-\-S" 


ii^cosy+<J"'sin^sin9i 
.iii/'C0S9'-p-j5'"sin)/'sra9i 


ntpcos^-i-  6'"  sinipsiatp 
.ji^cQS(p-\-y"'  simps'mqi 


S-\-ä'cos>p-h6"s] 

sedecim  coefficientibus  rite  'determiiiatls,     Quarum  determinationem,  sicuti  quan 
titatum  G,  G',  G",  G'",  iam  aggrediamur. 

3. 
Quia 

cüM^P+siii^Pcos^y-4-sin^Psiii^5-  =  1, 
expressio 

(a+a!  costp+a"  sirupcosgi-i-a'"  smyjsia<py 

-|-(|3+j3'cosi/'+j3"siiii/'cos5p-H|5"'siDi/'sin9)' 

+(/  +  )■' cos  ^+1'"  sin  i/'cosyH-/"sioi//sin<p)' 

— (ä+ä'cQätp  +  3"smipcos^+ä"'siatpsiag>y 

evanescat  necesse  est,  unde  quia 

cos°t/'-|-sin''i/'c08'5p+sm''i/'aiii^y  =  1, 
ut  cum  Cl°.  Gauss  ratiocinemur,  induere  ea  debet  hanc  formam: 

Hinc  nanciscimur  decem  aequationes  eonditionales  has: 
aa    -{-   ßß    -\-    yy    —    öS     =  —k, 
a'a!  -+-  ß'ß'  +  y'y'  —  ä'ä'    =  k, 
a"a"  -+■  ß"ß"  -+-  y"y"  —  d"d"    =  k, 
a"'a"'~hß"'ß!"-\-y"'y"'—Ö"'ö"'  =  h 
aa'  -^ßß'  -\-yy'  — W    =0, 
aa"  +ßß"  -\-yy"  —6ä"  =0, 
aa"'-\-ßß"''^yy'"—SS"'  =  0, 

a"a"'-\-ß"ß"'+y"y"'—S"S"'  =  0, 
a"'a'  -^ß"'ß'  +/"/  —S'"^  =  0, 
\  a'a"  -\-ß'ß"  +y'y"  —ö'ä"    =  0. 


CI-) 
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Quia    sedeeim    coefficieiites    in    quantitatem    arbitranam    diici    possunt, 
ipsam  k  ex  arbitrio  accipere  licet. 


Ponamus  pori'o,  expressionein: 

G'  (a+a' cosijj-ha" äinipcosg)-i-a"' sintpamg))'' 
+  G"  (ß-{-ß'  cosip-hß"  simpcostp-hß'"  siaipsia(f'y 
+  G"'(y  H-  y'  cos  i^+ /'  sin  i/»  cos  9)+)'"'  sin  ip  sin  5p)' 

^  (G+G' cos'P+G"sm=Pcos''^+G"'sin''Psiii'*) 
X(ä-i-S'  coiiip-\-S"  sm)pcos<f-\-d^"  sinipsiaipy 

abire  in  expressioneiii  ke. 

Hinc  aequationibus  satisfieri  debet  decem  hisce: 


(11.) 


/  G'aa 

l  G'<t"a"  +G''ß' 
\g'a"V"+G"ß" 

j  G'oo'  +Q"ff' 
\  G'aa" 


7  y 


G'ßß     +G"'yi 
G"ß'ß'    +G"'y'l 
'f  H-e' 
'"+G"'r 

-G'"n' 
-G"'ri" 


+  GiS       =0 

+  GS"S'[    =a 
"+GS"'S"  =a 


-GSi'   = 
-G<t<t"  = 


=  S't, 


'+G"'yy"'+GS3'"=h"'k, 


\  G'a"a'"+G"ß"ß'"-\-G"'r"y"'+GS"!i"'  =  c'k, 
OVV  +G"ß"'ß'  +G"'y"'r'  +  Gr'ti'  =e"t, 
I  G'a'a"  +G"ß'ß"  +G'"fy"  +Gi'r    =<:'"*. 

Per  aeqaationes  viginti  (I.)  et  (II.)  generaliter  loqiiendo  et  sedeeim 
coefficientes  a,  ß,  y  etc.  et  quatuor  quantitates  G,  G',  G",  ö'"  determmatae 
sunt.  Adnotandum  inSuper,  aequationes  (I.)  ex  aequationibus  (II.)  derivari, 
positis 

G'  =  G"  =  G"'  =  1,    G  =  —l; 

Quibus  positis  de  formulis,  quaecunque  de  aequatiohibus  (II.)  demanant,  earum 
similes  derivare  licet.  Idem,  ut  in  re  simili,  monuimus  in  commentatione  de 
axibus  prineipalibus  superficierum  secundi  ordinis. 
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5. 
Dato  systemate  aequationum: 

IIB   +ß^  +r!i  +fe    =m, 
a'u  -hß'^  -\-Y'y  -^^'^    ^nC, 

„"„  +fi,  +y"y  +J"j    =  m», 

ponamus  earum  resolutione  erul: 

Am+Am'+Ä"m"+A"'m"'  =  u, 
Bm+B'm'-i-B"m"-t-B"'m"'  =  j:, 
Cm-i-C'm'-^C"m"-i-C"'m"'  =  y, 
Dm+D'm'-hD"m"-i'iy"m"'  =  z. 
Valores  sedecim  quantitatum  A,  B,  etc.   supprimiinus  eorum 
causa;  in  libris  algebraieis  passiin  traduntur,  et  algonthmus,  cuius  ope 
hodie  abunde  notus  est.     His  positis,    ubi  ex  aequationibus  (II.)  se] 
quentes : 

ii.G'iH-    ß.G"ß+  y.e'"y+    i.ed=.at, 

o'.a'o+  ß'.G"ß+  f.G"'r+  S.Oi  =  n, 

a".  G'a+  ß".  <i"ß+  /'.  S"V+  i".GS=  S"i, 

n'".  G'a+ß"'.  G"ß-l-r"'-  G"'y+S"'.  S*  —  V"k, 

earum  resolutione  nanciscimur: 

kt^Aa+Äy+A"b"+A'"b"')=  G'd, 
j  k{Ba+B'y+B"V'+B'"l/")  =  G"ß, 
\tlca+C'h'+C"b"+C"'b"')  =  G"'y, 
\t(Da+B'b'+D"b"+iy"b"')  =  Gi. 
I         Eodem  modo  obtinetur: 
y(Ab'+A'a'+A"c"'+A"'c")  =  G'a', 
\t(Bb'+B'<,'+B"<f"+B"'c")  =  G"ß', 
|i(CS'+C'<i'+C'V"'+C"V')  =  G"'y', 
(HI.)  /s(i)6'+D'<i'+i)'V"+Il"V')  =  Gl'. 

\t(Ab"+A'c'"+A"a"-t-A'"o')  =  G'a", 
\t(Bb"+B'c!"+B"a"+B"'/)  =  G"ß", 
li(CS"+6V"+t"o"4-C"V)  =  e"'y", 
h(Db"+D'<;"+D"<t"+D"'/)  =  Gi". 
h(^Äb"'+A'ii"+A"c'+A"'a"')  =  G'a'", 
t(Bb'"+B'<;'+B"<f+B'"a"')  =  G"ß"', 
U(Ci"'  +  CV+6"V+C"'<."')  =  G'"/", 
\k{Db'"+I)'c!'+D"o'+D'"a"')  =  aS". 
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Ex  his  aequationibus  modo  dicto  aliae  derivantur,  qujie  aequationibus  (I.) 
respondent,  sequentes: 


(IV.) 


Ia  =  —kA,  ß'  =  kA,  a"  =  JcA",  a"'  =  hA'", 

ß  =  —kB,  ß'  =  kB',  ß"  =  kB",  ß'"  =  kB'", 

y=—kC,  y'  =  kC',  f=kC",  f'=kC'", 

S  =  tD,  i'  =  —kD',  r  =  —kjr,  i"'  =  —kD"'. 


CT.) 


0  =  ^(0+9')  +A'b' 
0  =  AW  +A'(,a'- 

0  =  AJ"  +^V" 

0  =  AV"  +A'c" 

0  =  B(a+ef")  +B'S' 
0  =  Bi'  +B'(»'- 

0  =  Bi"  +B'c'" 

0  =  Bb"'  -+B'c" 


Utrisque  aequationibus  combinatis,  statim  prodeunt  haec  quatuor  aequa- 
tionum  systemata: 

+A"b"  ^A"'b'", 

-G')  +A"<f"  +A"'c", 

+A"(a"—0')  +A"'c', 
-l-A"c'  +A"'([a'"—G'), 

+B"b"  -t-B'"b'", 

■0"-)+B"c'"  +S"V', 

+B' V'— S")  -t-B"V, 

+B'V  +B"'(<.'"— 8"), 

0=  C(o+e"')+C'6'  +C"b"  +C"'V", 

0  =  CS'         +c"(<i'— e"')+t"V"         +c"V", 

+CV"  +6'"(o"-G"')+C'"c', 

+C'c"  +C"e'  -+C"'(a"'~G"'-), 

-ff)    +D'b'  +D"b"  +D'"b"', 

+D'(a'+G)  +C"c"'  +D"'c", 

+Oc'"  +D"ia"+G)  +i>"V, 

\        0  =  Db'"  +D'c"  +D"c'  +D"'(a"'-\-0). 

Ex  eliminatione  quantitatum  A,  A',  A",  A'"  e  primo  systemate  obtinetur 
aequatio,  per  quam  G'  datam  esse  censeri  debet;  simili  modo  e  secundo,  tertio, 
quarto  systemate  eliminatis  resp.  B,  B,  ß",  B'" ;  C,  C,  C",  C";  D,  D',  D",  D'" 
obtinentur  aequationes,  per  quas  resp.  G",  G'",  G  datas  esse  videmus.  Primo 
autem  intuitu  quatuor  systematum  apparet,  omnes  eas  aequationes  respectu 
quantitatum  G,  — G',  — G",  — G'"  omnino  easdem  fore,  ita  ut,  si  una 
aliqua  e  quantitatibus  G,  — G,  — (?",  —G'"  per  x  denotetur,  una  eademque 
aequatio  int«r  x  et  quantitates  data«  omnes  illas  quatuor  quantitätes  G,   —G', 


0  =  Cb" 
0  =  Cb"' 

0  =  D(a- 
0  =  Db' 
0  — X>S" 
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—  G",  ^G'"  tamquam  i'adices  exhibitura  sit.     Fit  illa,  eliminationis  negotio  litc 
instituto : 

(VI.)        -(a"+^)(«"'+^)S'^.'-(«"'-t-^)C«'+^)Ä"6"-Ca'+^)Ca"+^)^."'6'" 

f    -\-h'b'c'c'+b"b"<^'<:"-^h"'h"'c"'G"'—Wb"c'c"—2h"h"'c"c"'—2b"'b'c"'c'. 

Naturam  huius  aequatioiiis    biqiiadraticae    altius    indagandi    gravissimum 
negotium  ulteriori  ea  de  re  disquisitioni  reservamus. 


7. 
Inter  sedeeim  quantitates  «,  ß,  etc,  et  sedecim,  quae  ex  ü&  derivantur, 
A,  A',  etc.  plurimae  intercedunt  relationes  perelegantes,  quae  cum  analystis  ex 
üs,  quae  Laplace'),  Vandermonde**)  in  coramentariis  academiae  Parisiensis 
A.  1772.  p.  n,,  Gauss  in  disquis.  arithm.  Sectio  V.,  J.  Binet*")  in  vol.  IX. 
diariorum  instituti  polytechnici  Parisiensis ,  aliique  tradiderunt ,  satis  notae 
sint,  paucas  tantum  referam,  quae  casu  nostro  speciali  ope  aequationum 
(IV.)  facile  ex  iis  derivantur.  Primo  adnotabo  decem  sequentes,  ae(|uationum 
(I.)  similes: 

I — H ö  4- «'ß'+a"a"-f- «'"«'"  ^k, 
-ßß-i-ß-ß'+ß"ß"+ß"'ß"'=k, 

-yy  -hY'y'+y'y  -i-7"'y"'  =^) 

-dd+ö'ä'+S"6"'^S"'ä"'  =  —k, 
-aß+a'ß'-{-a"ß"-\-a'"ß"'  =  0, 
-ay+a'y' -\~a"y"^a"'Y"'  ^=0, 
-aS-ha'S'-\-a"6"+a"'d"'  =0, 

l—ßY-^ß'y'-^ßy+ß'y"  =0, 

-yS-^Y'^'-h/'ä"-^/"^"  =0, 
'■—S(l-{-^'ß'-\-d"ß"+d"'ß"'  =0. 


(VII.) 


Deinde  probari  possunt  aequationes  sequentes 


ir  !b  caicul  inlegral  sur  lo  systerao  du  monde,  pg.  294 — 3Ü4, 
**)    Memoire  snr  relimination,  pg.  51G.  sqq. 
*")   Memoire  sur  un  Systeme  de  formules  aualytiques  etc. 
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.aß'  -a'ß  =-{YT-fr)E;  a'ß"  -a"ß'  =  (rdi"'-/"d)e, 
\aß"-a"ß  = -{f'ä^ -y'Ö"')8,  a'-ß"'-<x"'ß"  =  (yd'  -y'ä)^, 
\aß"'-a"'ß^~(_y'S"  -/'rf')e,       a"'ß' -a'ß'"  =(yd"~Y"ä)s, 

«/  —  aV     =—(d"ß"'—ö"'ß")s,     aV  — ß'Y    =(dß"'~d'"ß)e, 

(Vrri.)     !aY"~a"y    =  ~(S"'ß' —^ß'"),,      a"y"'-a"'y"  =  (Sß'  -ä'ß)s, 

ay'"~<x"'Y  =  —(a'ß"  -ä"ß')E,       a"'y'  -«'/"  =  (5ß"  -6"ß)s, 

\aS'  —a'S    =(ß"y"'—ß'y')s,    a'ä"  ~a"S'    = -(^/""|5"'/)e, 

\ad"—a"ä  =(ß"'y'-~ß'y"')i,     a"S"'^a"'S"  =  ~(ßr'  ~ß'y)s, 

aÖ"'~a'"d  =  (ß'y"  -ßYX      a'''S'  -a'ä'"  =  -(ßf  -ß"y)e, 

designante  t  vel  H-1  vel  —1. 

8. 
Ex  aequationibiis,  .per  quas  P,  &  per  tp,  (p  expressimus,  videlicet: 
IS  i/i+a"  sin  liicos  y+a'"  sin  t/isio^) 


t/'+d"sioi/;coa9iH-(i"'sini/isiny  ' 
co3i/'+j3"sim/'cosy+p"'siD)/f3iny 


cos)//+/"siiii/icosy-l-)'"'sm^sin9' 


)si/'+<J"sini/'cosyH-rf"'smi/rsin^   ' 

ope  aequationum  (I.)  facile  probantur  sequentes,  per  quas  ^,  (p  vice  versa  per 
P.  &■  exprimuntur: 

ö — «cosP— jäsinPcosy- — -j-sinPsin^ 


ö-\~ö' casip-\-d" sm\pGfi&{p-\-6"' smipsiaff  ' 

^i^'+a'cosP+jS'siDPcos^+y'sinPsiD^ 

(IX.)         /  """"^  ~       ij— «cosP— ^sinPcos-^— ysinPsin*      ' 

)sP+j9"sinPcos3-+j'"siDPsin5' 


ö —  ßcos  P — ^ainPcos^—  j-siu  Paind- 
—  d"'+a"'cosP4-j3"'siiiPcos^-+-/"sinPsin^ 
d—  a  cos  P—  ß  sin  Pcos-Ö-  ~  j-  sin  Psin^ 


Restat,  ut  ipsarura  sedecim  quantitatum  «.  ß,  etc.  eniaiitur  valores.     Id 
quod  fit  formulis  sequentibus : 
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P'-)  {  .L. 


l 


(a'-G'X«"-G'K«"--G')-cV(a--g')~c"c"(a"-e')-c"'c"Xa- 

■-0')+-ie'c'y" 

■— G')+2i"6"V 

(e'+G)(G'-e")(e'-G'") 

(<.'"-G')Co+G0(«'-G')-c"c"(o+G')-4'S'(""'-G')-4"'S"'(<> 

-G')+2b'"iV 

(G'+G)(G'-G")(G'-G"') 
(<.+  G')(»'-G')(o"— e')-c"'c"'(a+G')  — y'i'V— G')— 6'f(o' 

—  G')-+-2i'6'V"' 

6. 

G", 

G', 

G" 

G, 

G'" 

G", 

G-, 

G', 

— G. 

G", 

G" 

[  0!    a 

"^^  (G'+G)(G'~G"XG'-G"') 

Ex  his  aeqnationibiis  tria  alia  systemata  derivari  possunt,  ubi  loco 

G,        G',     G",       G"',       c«,      a'a',      a"a",      a"'a"' 
resp.  ponitur 

ß;i,     ß'ß',     ß"ß';     ß"-ß"', 
yy,     y'y',     Y'y",     Y"'r"', 

-SS,  —ä'ä',  —6"d",  ^ö"'d"'. 
Porro    adnotandam    est,     producta    binarum    «,    «',    a",    a'",    bmarum 
ß,  ß',  ß",  ß'",  binarum  /,  y',  y",  y'",  bmarum  6',  S",  $",  S"'  rationaJiter  exprimi 
posse.    Hinc  ipsarum  o,  ß,  y,  S  signis  pro  lubitu  acceptis,  reliquarum  signa  per 
illa  determinata  sunt.     Fit  autem: 

aa'    _  bXa"—G')(a'"—G')—c"6"Xa"—G')—c-"b"(a"'—G')—0'c'c'-hh"c'c"-\-h"'c'c"' 
k      ~ 

aa'" 

(XI.)  {       ,f„ 


*"(»"'-e')C« 

~G')- 

CG'+G)CG'— G")(G'— G'") 
"'J'(o"'— G')— <!'6"'(«'— G')  — 6"o"c"+S"W"+S'c'V' 

6"X«'-G')(«' 

-G')- 

(G'+G)(G'-G")(G'-G'") 
'6"(o'-G')-»"6'(o"-G')-6"'c"V"+SV"c'+6'V"V" 

o'(«+G')(«' 

~G')-c 

(G'+G)(G'-G")(G'-G'") 
V"'(o+G')— 4"J"'(o'^G')— c'S'S'+<!"6'J"+<!"'i'S"' 

c"{,H-G'Xa" 

-0')-c 

(G'+G)(G'— G")(G'— G"') 

»"■(«+G')(a" 

-G')- 

(G'+G)CG'~G")(G'— G'") 
'c'Xo+G')— i'4"(o"'— G')— <!"'y"i"'+c'S"'4'+<!"i'"6" 

(G'+G)(G'-G")(G'-G"') 

Ex  his  formuUs  aliae  ilerivantuT  reliquae.  poneiido  loco 

H,  G,       G',  G",  G"',  o,  1.',  o",  o'" 
reap. 

i,  G,       G",  G',  G"',  (9,  /i',  ß",  (?'", 

i-,  G,        G'",  G",  G',  r,  f,  r",  f, 

— i,  — G',  — G,  G",  G"\  S,  S,  S",  S". 

Hae  formulae  inter  alia  docent,  pro  quantitatibus  G,    — G\   — G" .   — G'", 


Hosted  by 


Google 


DK  SiNGULARi  QUAI>AM  DUPLICIS  INTEGRALIS  TRANSFORMATIONE.  65 

ne  e  quantitatibus  a,  ß  etc.  quaedam  in  mfinitum  abeant,  diversas  statui  debere 
aequationis  (VI.)  radices.  Oeterum  analysin,  cuius  ope  aequationes  (X.)  et  (XI.) 
inveiitae  sunt,  brevitati  ut  consulatiir,  suppriminius. 


10. 
Jam  quoties  integrale  duplex 

designante    ü  tunetioneni  aliquani  quantitatiiin  P,  &,  auxilio  aequattonum 

f(P, »)  =  n(^,  <f), 

transformare  plaeet,  notum  est,  fieii 

dn   8x^_Sn_  _dx_ 

dP  '  d^      di)-'  ep 
Casu  nostro,  quia  est 

(i-l-(J'cosi;(-l-(f"siiii/^cos9i+iJ"'srai/'siny 

k_ 

6 — ßcosP — ßs'mPcosil- — -/sinPsin^  ' 
poni  potest,  ubi 

t  =  ö—acosP—ßsinPcos»—YäinPsia^, 

F{P,  ^)  =  — sinPsiuy, 

Il(tp,  5p)  =  ß-\-ß'Gctsip-j-ß"siaipcas^-\-ß"'siaipsin(/>, 
x(ifi,  <f)  =  /-l-/'cost^+j'"sin^cosy+/"'siin/)siny. 
Hinc  efit 

JBf     ö^__ö/     dF\ 
\dP'  Ö^       di}  ■  BP) 

=  kksmP.t\tcof.P—  -^miP\  ^  kk%mP.t(ßc(>sP—a) 

=  kimP.U\{S(i — a'a)Q,m\p-\-(fi(^' — rf"a)8iiii/'cos<p+(»Ja"' — aJ"')siu(^siny|, 

quam  expressionem  propter  aequationes  (VIII.)  in  hanc  abire  videmus: 

—ksviü.P.tt\{ß"y"'--ß"'y")cmip-^{ß"'y' — ß'y"")%\a^)Zü&(f-^-{§'y"~ß"y'')ii\■ü.^ls\'ü.<f 
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Porro  erit 

dip    d<p'      dif     dip 
=  sinipl — ß'&\Jnp-\-ß"cosipcos(p-\-ß"'c(is)p»ingi\\ — j'"sin9J+)''"cosy| 
— sint/'j— )''sini//+y"c03i^co8(f+/"cosT/;sin9)|i— |S"sing)-H^"'cos9)j 
=  smi/(|(|3"/"' — ß"'Y")cosip-\-(ß"'Y' — ßY"')sinipcos(p-\-(ß'y"—ß"Y')simpsit 
Unde 


dn    dx      dir   öx 

dip     dif       d<f    dip 
äf    SF       äf     SF 

ap  a»     aa    ap 

ttamtp 
iminP 

Jamjam  quia 

G-hG\ 

;os'P+G"sm'Pcos'*+(?" 

■.m'P,m-3  =  -^, 

fit  tandem: 

±(( 

amPdPd» 

rrsinipdipd^ 

^J]  G+S'cos' 

P+G"sm'Pcos'*+e"'sin 

^Psin'^        Jj           e 

Disquisitiones  haec  cum  ulteriua  sint  producendae,  commentationem 
qualemcunque  indulgentiae  analystaruüi  commendatam  volo. 
Scr.  M.  Junü  1827,  ad  Universitatem  Regiomont. 
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EXEECITATIO  ALGEBRAICA  CIRCA  DISCEEPTIONEM 

SINGDLAREM  FEACTIONDM  QÜAE  PLDEES  VAEIABILES 

INVOLVÜNT. 


Proposita  expressione 


evolvamiis  alterum  factorem 

1 
ax^by~t 
ad  dignitates  negativas  elementi  x,  alterum 


ad  dignitates  negativas  ipsius  y.  Quem  evolutionis  modum  ordine,  quo  in  sin- 
gulis  fractionibus  elementa  x,  y  exhibuimus  indicare  placet.  In  producto  assignato 
ipsorum  quidem  a,  b'  nonnisi  negativae  dignitates,  ipsorum  b,  a\  t,  ^  nonnisi 
positivae  occurunt;  elementorum  x,  y  autem  et  positivae  et  negativae  dignitates 
in  infinitum  inveniuntur.  Neque  tarnen,  uti  faeile  constat,  in  ullo  termino 
utriusque  siniul  elementi  x,  y  dignitates  positivae,  sed  aut  utriusque  negativae, 
aut  alterius  positivae,  alterius  negativae  erunt.  Quarum  porro  dignitatum  co6f- 
ficientes  series  infinitae  evadunt,  ad  dignitates  descendentes  ipsorum  a,  b'  pro- 
cedentes,  Distinguamus  inter  partem  eam  producti  assignati,  in  qua  utriusque 
X,  y  dignitates  negativae  sunt,  eam  partem,  in  qua  elementi  x  dignitates  nega^ 
tivae,  elementi  y  positivae,  eam  denique,  in  qua  ipsius  y  negativae,  ipsius  x 
positivae.  Animadverti  hoc  singulare,  fractionem  propositam  in  tres  alias  dis- 
cerpi  posse,  e  quarum  evolutione  partes  illae  tres,  singulae  e  singulis  proveniänt. 
In  quibus- porro  evolutionibus  id  accidit,  ut  cogfficientes,  qui  in  producto  pro- 
posito  series  infinitae  sunt,  iam  finito  terminorum  numero  eonstent,  ideoque  per 
ipsam  illam  discerptionem  algebraicam  series  illae  infinitae  prodeant  summatae. 
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Simili  modo,  proposita  expressione.  tres  variabiles  x,  y,  z  involvente: 


aoi+by-^cz—t  Vy-^c'z-^-a'x — t'  c"z-\-a"x-\-h"y — ("  ' 
factoi-ent  primum,  secundum,  tertiiun  respeetive  ad  dignitates  iiegativas  elemen- 
torum  X,  y,  z  evolvaraus,  uti  rursus  ipso  ordiiie  *),  quo  in  singuüs  fractionibus 
elementa  exhibuimus,  indicatum  est.  Hie  pai-tes  septem  considerandae  sunt, 
prout  terminos  colligis,  in  quibus  aut  omnium  elementorum  x,  y,  z  dignitates 
negativae,  aut  binorum  negativae,  reliqui  positivae,  aut  binorum  positivae,  re- 
liqui  negativae  sunt.  Rursus  expressionem  propositam  in  alias  Septem  discerpere 
licet,  e  quarum  evolutione  partes  illae  Septem,  singulae  e  singulis  proveninnt;  in 
quibus  rursus  evolutionibus  coefficientes  finiti  suht,  dum  in  expressione  proposita 
series  infinitae  erant.  Generaliter  proposito  producto  e  n  fractionibus  con- 
flato,  quai-um  denominatores  lineariter  e  w  variabilibus  compositae  sunt, 
siquidem  factores  alios  ad  alius  elementi  dignitates  negativas  evolvis, 
quo  facto  productum  omnium  elementorum  et  positivas  et  negativas 
dignitates  in  infinitum  continebit:  fractionem  illam  compositam  in  alias 
discerpere  licet,  quae  evolutae  singulae  singulas  partes  producti  pro- 
positi  amplectuntur,  in  quibus  eiusdem  elementi  dignitates  aut  posi- 
tivae aut  negativae  sunt,  neque  ullius  et  positivae  et  negativae  simiil 
inveniuntur.  Nee  non  coefficientes,  qui  in  producto  assignato  series 
infinitae  sunt,  in  his  novis  evolutionibus  finito  terminorum  numero 
constabunt,  unde  simul  per  discerptionem  illam  omnium  illarum  se- 
rierum  infinitarum  sumniationem  nanciscimur. 
Sit  expressio  proposita 


u—t  u,—t'  u^—t"  M„_i— i:<''-'i ' 
in  qua  u—t,  m, — 1\  etc.  e  n  variabilibus  x,  x,,  x^,  .  .  .,  x„_^  lineariter  compo- 
sitae sint,  designantibus  t,  f,  f\  .  .  .,  t^''~'"  terminos  constantes:  factor  primus, 
secundus,  tertius,  etc.  respeetive  ad  dignitates  descendentes  ipsorum  x,  x,,  x.^,  etc. 
evolvatur.  Sint  porro  x  =^ p,  a;,  =|j|,  ^2^ pa,  .  .  .,  x^_^  ^=  Pn-\  valores  varia- 
bilium  X,  x-,,   etc.,    qui  satisfaciunt  aequationibus  u  ^  t,   Uj^t',  v^^f,   .  .  ., 


*)  In  sequentibusp  quoque,  ili  dennmmator  trai.tioiii3  sue  generahus  argumentum  functiOMS  evol- 
Yendae  plunbns  nommibus  cjn-tat,  lomen,  ad  cuius  dignitates  deBiendentes  eTolntio  instituenda  est  primum 
acribemus     Quod  ad  sequentm  intelligenda  be  le  tenendum  oat 
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i(,_i  =  f-''-^\  Quorum  valorura  expressionem  algebraieam  notum  est  communi 
quodam  denominatore  affectam  esse,  quam  cum  quibusdam  determinantem 
nuncupamus  et  designemus  per  A.  In  exemplo  allegato  de  tribus  fractionibus, 
tres  variabiles  involventibus,  fit  e.  g. 

A  ■=  ab'c" — ab"c'—b'ca"—c"a'ii-i-a'b"c-i-a"bc'. 
Quam  determinantem  in  hac  quaestione  magnas  partes  agere  videbimus,  videlicet 
omnes  illas  series  infinitas,  quas  ut  coöfficientes  producti  propositi 
evoluti  invenimus,  ex  evolutione  dignitatum  negativarum  determi- 
nantis  provenire.  Maxime  autem  diseerptio,  de  qua  diximus,  a  valoribus 
ipsoram  p,  Pj,  ■  ■  -,  ^„-i  pendet.  Fit  e.  g,  pars  ea,  quae  omnium  elementorum 
nonnisi  negativas  dignitates  continet,'  et  quae  prae  ceteris  concinnitate  gaudet: 
11  111 

A      ^ p       ^i—'P,       "'s — ft  *«-l — Pn-l 

Unde  videmus  e.  g.  in  expressione ,  dictum  in  modum  evoluta,  coef- 

ficientem  termini  — - — ■ — — -  fieri 

A' 
Quam  expressionem  memorabile  est  non  pendere  ab  electione  variabilium,  ad 
quarum  dignitates  negativas  singulae  fractiones  — ,  — ■,  etc.  evolvuntur,  modo  ne 
duas  ex  earam  numero  ad  eiusdem  variabilis  dignitates  descendentes  evolvas. 
Variabilibus  igitur,  quocunque  modo  placet,  inter  se  permutatis,  quod  2.3...n 
modis  fieri  posse  constat,  variae  illae  series  infinitae,  quas  pro  variis  evolvendi 

modis  ut  coßfficientes  termini  invenis,    ex  eisusdem  expressionis  -r- 

«a!j...«^i  ^  A 

evolutione   proveniunt,  prout  seeundum  aliud  nomen  ipsius  A,   quod  et  ipsum 

2,3...n  nominibus  constare  notum  est,  evolutionem  instituis. 

Fractiones  reliquae,    e  quarum  evolutione  partes-  prodeunt,   quae   unius 

pluriumve  variabilium  dignitates  positivas,  reliquarum  negativas  continent,  multo 

prolixiores  fiunt,  ut  infra  videbimus;  unde  commode  alia  adbuc  forma  iis  assigna- 

tur,  quae  ipsi  illi,  quam  pro  parte  prima  assignavimus,  simülima  fit.     Namque 

partem,   quae  ipsorum  x,  Xi,  . .  .,  x„^^   negativas,  ipsorum  a;,,,,  x^^-^,  . .  .,  x^_^ 

.  dignitates  amplectitur,  invenitur  fieri 


p,—a^,^     iJ™+i- 
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siquidem   — — ■, ,  ....  — ■ —    earumque    dimitates    respective    ad    dimiitates 

deseendentes  ipsamm  ('"'>,  ^"'+'',  ...,  /'""''  evolvuntui-,  et  dignitates  negativae 
ipsarum  /*"',  ■^'"-^^>,  , . . ,  ;I"t1),  quae  in  producto  ita  evoluto  inveniuntur,  reiiciuntur. 
E.  g.  expressionis 


o.x~\-by—t     h'y+a'x—t' 
pars,  quae  negatlvas  ipsius  x,  positivas  ipsius  y  dignitates  contiiiet,  fit 

ab'—a'b 

[(ab'—a'h)a;—h't-^bt''\[at'—a't~-{ab'—a'b)y'\  ' 
reiectis,  quae  in  evolutione  huius  expressionis  inveniuntur,  dignitatibus  ipsius  t' 
negativis.    Quae  nova  repraesentatio  eo  et  ipsa  commodo  gaudet,  ut  coSfficientes 
evolutionis  habeat  finitos. 

Sed  generaliores  adhuc  formulas  adstruere  licet.     Etenim  in  expressione 
1 ^  -i°<'°'...^i''-»°'"' 

numeris   «,  «i,  ...,  «„_,  positivi  tantum  valores    inde  a  0  usque  ad   infinitum 
conveniunt,     Jam  vero  consideremus  expressionem 
(y'...(C^')°"^^ 

numeris  integris  «,  «j,  ,,.,  a,^^  valores  omnes  et  positivos  et  negativos  tributis 
a  — oo  ad  +CO.     Quam  patet  prodire  ex  evoluto  producto 

Quod  ipsis  — ,  — ,  — •,  etc.  earumque  dignitatibus  respective  ad  dignitates  deseen- 
dentes ipsarum  — ,  — ,  — ,  etc.  evolutis,  invenitur  productum  aequale  expressioni 

ipsis  — ,  — ,  - — ,  etc.  earumque  dignitatibus  respective  ad  dignitates  deseendentes 
ipsarum  t,  t',  t",  etc.  evolutis.  Quam  aequationem  etiam  huiic  in  ntodum  re- 
praesentare  licet: 
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designantibus  a,  a,,  etc.,  ß,  ßi,  etc.  nameros  omnes  et  positivos  et  negativos  j 
— oo  ad  +00.     E  quo  theoremate  videmiie,  co6fficientem  termini 


(ax-i-bi/y'^ 

»(6'j+<>'^)"+' 

6ffid 

enti  termini  f't'"  in 

(t't 

—bt'y- 

-(o!'-a'0— 

aequalem  tbre  coefficienti  termini  t  t'  '...i*""^'"  '  in  expressione 


Pro  duobus  elementis  e.  g.  coefficientem  tennini  —  in  expressione 


invenitur  aequalem  1 

(b't 

ünde  facile  derivatur  theorema,  posito  a-ha'  =  ß-\-ß'  =  y,  fore 
1  I-  «^  .,  I    «(«+!)    ^(f?+l),.  ,   «(tt+l)(«+2)     ^(^+l)(^+2) 

y         Kr+i)      1-2  Kz-i-iXy+s)  '       1-2.3       ""^■■' 

nee  non  relatio  inter  integralia  definita: 

designante  71(3:)  productum  1,2. 3. ..z,     Quae  ab  Eulero  olim  inventa  sunt. 

At  theorematis,  de  quibus  in  hac  commentatione  agimus  et  quorum  modo 
mentionem  injecimus,  latissimam  conciliare  licet  extensionem.  Ponamus  enim, 
M— i,  u^—t',  etc.  iam  series  esse  quaslibet,  sive  finitas  sive  infinitas,  ad  dignitates 
integras  positivas  elementorum  x,  a.\,  etc.  procedentes,  quarum  serierum  t,  t',  etc. 
sint  termini  constantes.  Sint  porro  in  seriebus  Ulis  u,  «,,  m^,  etc.  termini,  qai 
primas  ipsorum  x,  x^,  x^,  etc.  dignitates  continent,  respective  ax,  h'x^,  d'x^,  etc., 
ac  ponamus,    uti  in   casu  lineari,    fractiones  — — ■,  — — r, ft,    etc.    evolvi 

u  —  t      M, 1'      M,j — ("  ' 

respective  ad  dignitates  descendentes  terminorum  ax,  b'x^,  c"x^,  etc.     Voeemus 
porro  A  determinantem  differentiaüum  partialium  sequentium: 
in.  10 
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du  du  du  du 

Övc      '        ÖiBj     '         dx^     '       '    ■    ■'        ÖvK„_i   ' 

du,  du,  du,  du, 

dx    '      dx,    '      dx^    '     ■  ■  ''      dx„—\  ' 

dua—i      ÖM„_i      du„—i  ÖM„— 1 

dx    '      dx^    '      dx^    '     ■  ■  ■'      .3a;„_i 

Erit  e.  g.  pro  tribus  functionibus  u,  u-i,  u^  tribusque  variabilibus  3;,  y,  2: 

du     du,     5m,       du     du,     öm,       du,     du^     du       du^     du     du, 

dx      dy      dz        dx      dz      dy        dy      dx      dz        dz      dy      dx 
du     ÖM,     ÖMj       du     3mj     ömj 
dy      dz     dx        dz      dx      dy  ' 
quam  patet  expressionem  casu,  quo  u,  u^,  u^  sunt  expressiones  lineares,  in  ex- 
pressionem    ipsius    A   supra  exhibitam  redire.      Quibus   positis    dico,    siquidem 
x^p,    iCi=j)i,    Xi^p^,    .  .  .,    ^,-i=p^i    satisfaciant    aequationibus    u^t, 
Mj  =  ^',  Mj  =  t",  .  .  . ,  «„_,  =  ^""'^  producti 

A_ 

(«-OK-«')K-«")-(wn_i-i<"-^') ' 
dictum  in  modum  evoluti,  partem  eam,  quae  omniom  simul  elementorum  x,  a;,, 
etc.  dignitates  negativas  neque  ullius  positivas  continet,  ut  supra  in  casu  multo 
simpliciore,  fieri 


{x—f)Qe,—p,}(x—p,)-(.'^i-^—pn^y) 
Nee  non  esse,  quod  magis  generale  est  theorema, 


A 


—xj\  x^—p,        pi— «1  J      \x„-i—p„-,       pa- 


\x — p  p — X  JXXj^p,  p, 
ipsis  — ,  — ,  etc.  earumque  dignitatibus  respeetive  ad  dignitates  descendentes 
ipsarum  't,  t',  etc.  evolutis.  E  quo  theoremate  memorabili  fluunt  formulae 
maxime  generales  pro  radicibus  aequationura  inter  numeruin  quemlibet  varia- 
bilimn,  adeoque  radicum  dignitatibus  et  productis  in  seriem  evolvendis.  Quippe 
quibus  ad  dignitates  ipsarum  t,  f,  t",  etc.  ordinatis,  e  theoremate  proposito 
statim  terminum  generalem  eamm  serierum  eruls.  Patet  enim  e  dicto  theoremate, 
in  evolvenda  expressione 
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coefficieiitem  termini 

eundem  esse  atque  cogfficientem  tennini 


,-1+1 


in  expressione 


J+\/-^^     J^'T^^^^ 


dictum  in  modum  evoluta;  quem  coefficientem  per  regulas  notas,  quae  pro 
evolvendis  dignitatibus  polynomü  circimiferuntur,  statim  eruis.  Quae  hoc  loco 
breviter  innuisse  sufficiat.     Ipsam  iam  quaestionem  nostram  aggrediamur. 

2. 
Ordimur   a   casu  simplicissimo   duarum  variabilium,    in  quo    adeo   initio 
terminos  constantes  ^  0  ponemus.     Fit 

ah'—a'b  a  1  a'  1 


fit  porro: 

unde 
CD 


(ax^by){h'y-^a'a:) 


x+by    ■ 


y    <*■ 

c-4-% 

y      b'y-ha'x  ' 

1 

1 

b 

xy 

x+by' 

1 

b 

1            a' 

{aw-^byXb'y-^a'a}  xy       x     ax-\-by       y     b'y+a'x ' 

Aequatione  (l)  ad  dignitates  descendentes  ipsarum  a,  h'  evolutis,  videmus 
partes  tres,  in  quas  fractionem  propositam 
ab'—a'b 
Cax-\-by)(b'y-ha'x) 
discerpimus,   et  quas  per  L,  L^,  L^  designemus,   primam  L  utriusque  elementi 
X,  y  negätivas,    secundam  L^  ipsius  x  negativas,  ipsius  y  positivas,  tertiani  L^ 
ipsius  y  negativas,  ipsius  x  positivas  dignitates  continere. 

Ponanius  iam,  satisfacere  x  =  p,  y  ^  q  aequationibus 
ax-\-by  ^=  t,        a'x-\-h'y  =  t', 
unde 

(ab'—a'f?)p  =  b't—bt',         (ab'—a'b)q  ^  at'—a't. 
Mutatis  in  aequatione  (1)  x,  y  in  x—p,  y—q,   quo  facto  ax-i-by,   a'x-\-b'y  in 
ax+by — t,  a'x-i-b'y — t'  abeunt,  obtines 

10* 
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Theorema   1. 
ah'—M                           ab'—t 

i'b 

(<.«■ 

^' 

Jl)a!—h't+bf      (. 
aU—a'b 

M-^'b)S- 
b 

-at'+a't 

(< 

li'- 

-a'b}a:-b't+lt' 
ab'-a'b 

(< 

,6'- 

-a'b)!/—at'+a't 
ab'^a'b 

b'y+a'z— 
—  1,^1. 

-t' ' 

fieri 

Aeqiiatioiie  (2)  ad  dignitates  descendentes  elementorum  a,  b'  evoluta, 
videmus,  L,  L^,  L^  esse  partes  illas  tres,  quae  aut  utriusque  x,  y  negativas,  aut 
alterius  negativas,  alterius  positivas  dignitates  continent.  Simul  autem  ipso 
adspectu  patet,  in  evolutione  ipsorum  L,  L,,  Xg  dignitates  variabilium  x,  y 
coSfficientes  finitos  habere,  dum  in  evolutione  expressionis  propositae  series 
infinitae  sunt. 

3. 

Jam  videbimus,  de  producto  e  tribus  faetoribus,  tres  variabiles  invol- 
ventibus 

1 


{ax+by~\-cz — t){b'y-\-c'z-\-a'x—t'){c"z-k-a"a:-^h"y—t"') 

simUia  inveniri.  Eo  enim  ad  dignitates  descendentes  ipsorum  a,  b',  c"  evoluto, 
in  evolutione  dignitates  variabilium  x,  y,  z  et  positivae  et  negativae  inveniuntur 
in  iniinitum;  neque  tarnen  ita,  ut  in  ullo  termino  simul  omnium  dignitates  posi- 
tivae eint.  Colligamus  igitur  terminos,  qui  omnium  a;,  y,  z  simul.  dignitates 
negativas  continent,  quae  pars  prima  erit;  terminos,  qui  binarum  variabilium 
negativas,  reliquae  positivas  continent,  quae  erunt  pai-tes  tres,  prout  aut  ele- 
menti  x,  aut  elementi  y,  aut  elementi  z  dignitates  positivae  sunt;  terminos 
denique,  qui  binarum  variabilium  dignitates  positivas,  reliquae  negativas  conti- 
nent, quae  et  ipsae  sunt  partes  tres,  prout  aut  elementi  x,  aut  elementi  y,  aut 
elementi  z  dignitates  negativae  sunt:  Quae  Septem  partes  constituunt  seriem, 
quae  ex  evolutione  expressionis  propositae  ortum  ducit.  Jam  rursus  de  ex- 
pressione  illa  in  Septem  alias  discerpenda  quaeramus,  e  quarum  evolutione  Septem 
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illae  partes,  singulae  e  singulis  proveniant.     Qua  in  quaestione  initio,  ut  supra, 
statuemus  t  ^  t'  ^=  t"  ^  0. 

Designabimus  in  sequentibus  per  («&')  expressionem 

porro  per  (ab'c")  expressionem 

iab'c")  =  a(b'c")+b(c'a")+c(a'b")  =  aVd'—ah"c'—b'ca"~-c"a'h^a'h"c+a:'hc'. 
Quae  errori  locum  non  dabit  notatio,   cum  monomen    uncis  inclusum  alias  in- 
veniri  non  eoleat.     Sit 

(1)  ax-\'hy-\-cz  =  u,     a'x-hb'y+c'z  =  u',     a"x-\-b"y-\rc"z  =  u"; 

ponatur  porro: 

')y     {c'a")x  =  c"u' — c'u"  =  «, 

—(a'b")ie  =  b'u"—b"u'  ==  w, 

—(a"b')y  ^=  au" — a"u  =  v', 

—(b"c)y   ^  c"u  —cu"  =  w', 

'ab'^w — (bc'')z    =  b'u  — bu'    ^v", 

b')y—(ca')z     =  au' —a'u    =  w". 


(2) 


Observo,  siquidem  ad  di 
instituas,  expressiones 
1         1 


;mtates  elementoram  a,  b',  c"  descendentes  evolutioiiem 
earumque  dignitates  ad  digiiitates  descendentes  ipsius  x, 


y, 


evolvendas  esse.     Fit  porro  e  formula  (1)  paragraphi  antecedentis; 


(3) 


(■»*') 


His    praeparatis,    ad    inveniendani    discerptionem    qiiaesitara    proficiscimur    ab 
aequatione  identica: 

{{ab'c")xyz  =  uu'u"—xu  {a'a"x+a"b'y-^a'c"z) 

(4)  I  -^yu'{b"by  -\-bc"z  -\-b"ax) 

—zu"(cc'z    +c'aic  +c&V)i 
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quae  evolutione  facta  facile  comprobatur.     Qua  divisa  per  xyzuu'u",  siqiiidem 
brevitatis  causa  ponitur 

a'a"x-\-a"b'y-\-a!c"z  =  N, 

b"by  -\-bc"z  -{-h"ax  =  N', 

cc'z    -Vc'ax  -\-ch'y    =  N", 


prodit: 

C5) 

(ab'c-) 

1            N             N' 
xyz       yzu'u"        za:u"u 

xyuu' 

Fit  autem  e  (3); 

1              {h'c")         o'           h" 

-, 

pojTO  e  (2): 

VN=b"a'u"—h"(a'b")y, 
unde 

yzu'u"  ysv!  yzv  yzvu>  yu'v  zu"w 

Prorsus  eodem  modo  invenitur 

f  ^        (!>"')  (»"*)  (>"")(<■"%  »"(»"*)  j  <!>"') 

zxu"u               zxvi'  zxv'            zxv'w'  zii"v'  xuw'  ' 

iV"  _         (<"">  ('«')  (.ca'Xic'^z  ^     b(ic')  ^   .'C»') 

xyuu'                scyvi"  xyv"           xy'e"w"  xwo"  yu'w" 

Unde  tandem  fit: 

/M£5-  =  ^ L 


L, 


^    (<■•{")  ^   yg")  ^   {a-b")(,c'a")^ 
yzv}           yzv  yzvw 

I  jf')  I  (-"*)  I  (yv)(»"%   .  .  .  .  i 

zjt«''  -    zxv'  zxv'w'  " 

(6)  (  (^»0  ,    »')  ,     (,ca'Xb<;)z       .    .     .     ,    ^ 


««"k  xw'u 

e'(»'«")        »'fr»') 
^vm'  yw"u' 
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Quam  ex  obeervatione  supra  facta  de  modo  evolutionis,  quo  uti  debemas,  facile 
constat,  esse  discerptionem  quaesitam  expressioiiis  propositae  in  alias  Septem, 
quas  per  L,  L„  L^,  . .  .,  X^  designavimus,  casu,  quo  t^f  =  t".  E  quo  eadem 
omnino  methodo,  qua  supra  usi  sumus,  statitn  generaliorem  eruis.  Ponamus 
enim,  x  ^  p,  y  =  q,  z  ^r  satisfacere  aequationibus  u=  t,  u'  ^  t',  u"  =  t", 
mutatis  x,  y,  z  in  x — p,  y—q,  z—r,  nancisceris  e  (2)  discerptionem  expressionis 

C^^vo 

{ax-\-by+cz—t)(h'y+c'z-\-a'!c—t'){c"z-ira"x-^b"y—t") 
Fit  e.  g,   L  sive  pars,    quae  nonnisi  negativas  variabilium    x,  y,  z    dignitates 


(aJ'c") 

(<.SV">-(S'«")!-(S'V)i 
(oiV) 

■-(««■)(" 

(ab',") 

■■-(«'«")! 

(7) 

■  (ab'c'y^(^ab')t"-~(a'b")t—(a"b)t' ' 
Ad  quatuor  pluresve  variabUes  haec  extendere  non  lubet,    cum  iam  pro  tribus 
tarn  prolixä  exstiterint.     Progredimur  ad  alia. 


E  theoreinate   1.  §. 
af-M 

2.  fit: 

4. 

(ib'—db 

ab'—, 

a'b 

(V 

l  (ax+by~ 
obtinetur: 

-0(*V+"'. 

1 

(ai'- 

-<ib)x—Vt+bt' 
aV—ii'b 

(ab'-a'b)y- 
b 

-at'+a't 

(o4'- 

-m%y-Vt+bf 
ab'^a'b 

an+by—t 

Porrü 

(aV- 

b 
an,+by—t 

ab'—a'b 

b'y+a'x—t' 

{üV-, 

1 

-b't-\-bt' 

at'—a 

1 

i~a'h)y 

{ab'^a'b)x^b't-\-bt' 

at'—a't—(ab'—a'b)y       atc-\-by—t 
Quibus  expressionibus,  ut  fieri  debet,  ad  dignitates  negativas  ipsius  x,  positivat 
ipsius  y  evolutis,  ^-idemus, 

1_ ;■ 

~(ab'—a'b'ja:—b'i-irbt'    '    ax-^-by—t 
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noil  nisi  positivas  dignitates  ipsius  t', 


at' —a't—iah'  —a'V)y        (ab'—a'b)a)—b't~hbt' 
et  positivas  et  negativas  ipsius  f, 

1 1 

at' — a't—(ab' — a'b)y       ax+by — t 

nonnisi  negativas  dignitates  ipsius  t'  continere.     Uude 

aV—a'h h 

(^ab'—a'b)w—b't-\-bV '  aw-^-by—t 

ab'^-a'b  ab' — a'b 


at'—a't—(ab' — a'b)y        {ab' — a'b)x—b't+bt'    ' 
rejectis,    quae  in  evolutione  huius  expression^    inveniuntur,    negativis  ipsius  t' 
dignitatibus.     Pars    autem,    quae    rejicitur,    negativas    ipsius    t'    dignitates    con- 
tinens,  est: 

ab'— a'b ^ a 

at'—a't—(ab'—a'b)y    '    ax-^by—t 
Prorsus  siinili  modo  fit: 

ah'— a'b  a' 


(ab' — a'b')y—a~t'-\-a't    '    b'y-^a'sE — (' 
ab'—a'b  ab'— a'b 


b't — bt' — (ab' — a'b)/}!        (ab' — a'b)y — at,'-\-a't    ' 
reieetis,  quae  in  evolutione  Ituius  expressionis  inveniuntur,  negativis  ipsius  t  digni- 
tatibus.    Unde  iam  e  (1)  nacti  sumus  theorema  curiosum,  esse 

/  ab'— a'b  ab' — a'b  ab' — a'b 


(2) 


{aa!-\-by—t)(b'y-^a':e—t')  ~  \ab'—a'b)^—b't-i-bt'     (ß,b'—a'b)y—at'-\-a't 

]  ab'-a'h ab'— a'b 

\  +  at'—a't—{ab'—a'b)y  '  {ab'—a'b)a!—b't-hbt' 
'  ab'— a'b  ab'^a'b 


>  ^  b't—bf—(ab'—a'b)a:      (ab'—a'b)y—at'-i-a't  ' 

siquidem  in    evolutionibus   harum    expressionum ,    negativae ,    quae    inveniuntur, 
ipsorum  t,  t'  dignitates  rejiciuntur. 

5. 
Generaiiora  adhuc  sequenti  modo  eruis.     Etenim  serie  utrinqae  infinita 
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in  qua  numero  integro  n  valores  omnes  tribuuntur  a  — oo  ad  H-oo,  e  notationis 
nosta-ae  ratione  designata  per 

1  1 

B—A  "•"  A—B  ' 
ipsam  quidem  eiusmodi  expressionein  non  pro  evanescente  habebimus;  evanescet 
autem,  ducta  in  A — B.     Fit  enim: 

A"-^'  A"  A"^'  A"-^'- 


fit  etiam: 

Hine  sequitur,  fieri  etiam: 

^  '  C+m(A-B)  \  A-B  ^  B—A  l~   C\  A-B  ^  B—A  j 

Jam  proposita  expressione 

( -1 + ^ ]  .  ( 1 + 1 ] 

\ax-\-by — (        ( — ax — by  )    \  h'y-ha'x — t'         t' — b'i/ — a'te  /' 

fit: 

bXax-i-by~t)  =  (ab')ai—b't-\-bt'+b(b'y-\-a'a>—t'), 

unde  e  (1)  expressio  proposita  in  hanc  abit: 


V  {ab')x—b't+bt'        yt—bt'—(ab')x)    \  b'y+a'a>~t'        t'—b'y—a'i 
Fit  porro: 

(ab')(l>'y+a'a,^e)  =  b'[(ab')y^at'-\-a't]-\-a'[(ob')x-b't+bt'], 
unde  rursus  e  (1)  fit  expressio  proposita: 

1      w      1       ,       1 


(2)   , 


(af)l- 


V  at+hy-t        t—an—by)'  \ b'y+aU—t' "^ f_i'j— «'» ) 
\{ab')x—b't+bt'        b't—bt'—(ab')aj    \{ab')y—at'-i-a't~^  at' — a' t—(ab')y  }  ' 

Quam  etiam,  uncis  solutis,  ita  exhibere  licet: 
ni.  11 
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ai+bg—. 
1              1 

t      l^y+a'x — t'        t—ax—by      t' — Uy—a'a: 
(ab')                        1                       („J') 

ax+by- 
(„60 

(      t'—b'y—ü!x        t—aDs^by      b'y+a'ä;—t' 
(aV)                          (ab')                        (ab') 

ab')y — ai'+a't        b'i — bt' — (ab')x     at' — a't — (ab')y 
(ab')             ,              (ab')                        (ab') 

(3) 


(ab')(e^b't+bt'     at'—a't^{ah')y       h't—bt'—{ab')w     (ab')y—at'-\-a't 

E  qua  formula,    reiectis  ipsarum  t,   t'    dignitatibus    negativis,    fluit  for- 
mula  (2)  paragi'aphi  antecedentis. 

Formulam  (3)  etiam  hunc  in  modum  repraesentare  licet: 


(4) 


^  (b't—bty-'jat'—a'ty-' 


{ax-\-byy"'^^(b'y-{-a'  xy^^  (ab' — a'bY+''—^a!i'y'' 

designantibus  m,  n,  fx,  v  numeros  omnes   et  positives  et  negatives  a  — oo  ad 
-Hoo.     Quam  etiam  proponere  licet  ut 

Theorema    2. 
Designantibus  m,  n  nuineros  integres  quoslibet  sive  positives  sive  nega- 
tivos,  in  expressione 


{ax^byY+^Q}'y+o!xy 

srmini  

xfif 

in  expressione 


cogfficientem  termini  eundem  nanciscei'is  atque  eoSfficientem  termini  ff 

xfy"  * 


•  {h't—bty-\at'—a'ty- 


(ab'^a'b)"' 

Adnotare  convenit,  quoties  m  sit  negativus,  necessarie  etiam  ^  fieri  negativum, 
et  vice  vers'a,  queties  fi  sit  positivus,  necessario  etiam  m  fieri  positivum;  eo- 
demque  modo,  quoties  n  sit  negativus,  necessario  etiam  v  fieri  negativum,  et 
vice  versa,  quoties  f  sit  positivus,  necessario  etiam  n  fieri  positivum;  porro  esse 
wH-ra  =  ^+»'— 2.  Observo,  quoties  m,  n  sint  positivi,  coöfficientes  expressionis 
primae  fieri  series  infinitas,  secundae  finitas;  quoties  m,  n  alter  positivus,  alter 
negativus,  et  primae  et  secundae  expressionis  coßfficientes  fieri  series  finitas; 
quoties  m,  n  negativi,  primae  fieri  finitas.  secundae  series  infinitas.  Unde  Om- 
nibus casibus  hoc  theoremate  sive  serierum  Infinitarum  summationem,  sive  fini- 
tarum  transformationem  obtines. 
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Corollarium. 


Evolvamus   ipsum  coßl'ficienteni  termini  —  in  expressione 


qui,    posito  ^  =  m-[-l  +  A,    p  =^  n-hl—^,    idem    est  atque  coSfficiens  termini 


1-2-1    in  expressione 


Quem  coefficientem,  posito  — tj-  =  u,  atque  insuper 

(m+l)(m+2)...(m+A)  i' 

1.2...i  <,-+'+' y"+' ' 

invenimus 

Quaeramus  porro  coefficientem  termini  ff  in  expressione 
(b't—bt'y-'(at'^a'ty-'    _    (yt—t(')-i-'(»i'— »'()—' 

sive,  quod  idem  est,  eoSfficientem  termini  (—1    in  expressione 


quem,  rursus  posito 


(m+^)(m+i-l)...(.»+l)    y_ 


facta  evolutione,  invenimus 

(i_„)..+.+i  l'-^  1  ■  i+i  ""^    1.2    ■    (i+i)(i+2)    '-^■■■y 

Unde  cum  e  theoremate  2.  utrique  cogfficientes  inter  se  aequales  sint,  posito 

m+).+\  =  a,    n+l  =  |i,     1+1  =  y,    i»  =  — «',     i— »  =  ft 
eruimus  formulam: 
(  ^     ,    -(■■+l).);(/i+l)    ,  ,    »(a-H)(»+2).^ff+l)ff+2) 

)  '+,«-^      1.2.rtl-l-l)        ^         1.2.3.Ki'+l)(i'+2)  ^■■' 

'M 1 (,  ,   °'/i'.  ,  ■.'(-'-m-W+l),,.,  «'(g'+lX°'+ü)-yO''+lX/i'+2),^.  ,      ■! 

(^a-»)-+''-'l  ^    y      ^      l,2.rt?+l)  1.2.3.;'(r-M)fr+2)  "^     I' 

qua  in  fonnula  «-I-«'  =  ß+^'  =  Y-     Quam  olim  Eulerus  dedit. 

11* 
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6. 
Similia   de   tribus   variabilibus  tribusque  factoribus  inveniuntur  sequenti 
modo.     E  formula  (1)  paragraphi  antecedent^  facile  constat,  fieri  etiain: 

I i f  1    I    M(  ^    I    M 

)  -Eh-)»(^— B)+«(C— -D)  VJ— S^B—^AC— -D      i)— CJ 

1  e\a—b^b—a)\c—d^d—cI' 


(1) 


^'     C+miA—ByD+n(A—B)\A—S'~^B—A)         CD\A—B~^B—A)' 
quas  formulas  ut  lemmata  antemittamus. 

Jam  e  (2)  paragraphi  antecedentis,  mutatis  t,  t'  in  ; — C2,  t' — dz,  obtines; 


^'^   '\ax+by+ez—tt—ax—by—cz)\ 


hy—ezl\h'y^ 


I         ("V) (»y)        _„ 

V  C«S0!/-("')2-<"'H-«''       at'-a't--{ab-)!,+{cJ)z 
Ducatur  haec  aequatio  in  expressionem: 


c"s-(-a"^-|-5"i/ — t"         t" — c"3 — a"x — b"i/ 
Fit  auteni 

(o4'X»"2+»"«  +  'l"»  — '")  =  («''«'O^  — ("*')<"—(■"'*")'— («"')'' 

-i-a"[(ab')x~(bc')z—b't^bt'] 
-i-b"[(ab')y—(ca')z — at'-i-'a't], 

unde  videmus,  advocato  lemmate  (1),  loeo  tertii  factoris  adiecti  in  altera  aequa- 

tionis  parte  adliiberi  posse  sequentem: 

W . W 

(iib'c")z—{ab')t"—{a'b")t—(a"b)t'  "^  (o6')!"+(o'4")4H-(<."S)<'— (oSV")s  ' 

Fit  porro: 

(ab'c")[<iab')x—(bc'-)z^b't+bt'] 

-(bc')l(abV')!~(ab')t"-(a'b")l-(a"b)t'l 

(.J'c")[C«»>-(«<'')«-<'«'+«'i] 

=  (a>S')[(aJV)j,-(o"a)!'-(™')t"-(»'a")*] 

— (co')[(oi'c")3— (oS')e"— {o'S")«— {o"S)<']. 

Unde,  advocato  lemmate  (2),  videmus,  post  mutationem  tertii  factoris  pro  duobus 
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primis  factoribus  adliiberi  posse  hos: 


(»W) 


V  («4'X(<.W)«—(S'c"}'— (*"«)»'-(*<:')<"]       C«''')K*'«")<+C*"0''+(S<'')'"-(«*'<'")*]  / 

C 0?*vo , («SVT -v , 

■  V  (ab')[(ab'c")s-(c"a)t'-(ca-)t"-(c'a")t]  "^  {a6')[(»"«)t'+{c<.')("+{«'.")t-(«6V>i; 
Hinc  tandem  aequatio  nostra  in  hanc  abit: 


(_ab'c")i 


ax+hy+az—t 

1 

h'y+c's+a'x — (' 


t'-i'y- 


(3) 


V(o6'c")»— (JV)«- 

\(ah'c"')y — (c"a)t' 


c"z-\-a"x-\-h"y~t" 


-b"y  I 


%"e)t'—(lc')t"  ^  fSV')<+(i"'!)<'+(ic')'"— (»*'«")'» 


i     'V(o6'o")2—(<.4')tn—(o'S")(—(o"6)('"^C«»')<"+(«'*")'+(''"*)''— («*'"")''' 
Positis,  ut  supra: 

satisfaciaiit  x  ^  p,  y  ^  <l,  z  ^  r  aequationibus  u  ^  t,  v!  ^  t',  u"  =  t";  quibus 
positis,  formulam  (3)  breviue  ita  exhibere  licet: 


(4) 


I  V^— ?»       p—iBjy  y—q  q—y  J\    s—r  r—z    } 


siquidem  adnotatur,  — ,  — r,  —<r  earumque  dignitates  respeetivas  ad  deseen- 
dentes  ipsarum  x,  y,  z,  porro  — ,  —,  —  earumque  dignitates  ad  descendentes 
ipsarum  t,  t',  t"  dignitates  evolvendas  esse. 

Ubi  in  formula  (4)  eas  tantum  partes  consideras,  quae  nonnisi  positivas 
dignitates  ipsarum  t,  t',  t"  continent,  fit 

{u-tXu'-t')(u"-f) 

®  \^(_^-p)(t/-q)(z-r)'^(p-^)Q/^qXz-r)~^Q>:-pXq~yX^-r)'^(^-p)(^-qXr-Z) 
,  1  I  ^— — + -^ - 
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Biquidem  in  hisce  expressionibus,  dictum  in  modum  evolutis,  reiioiuntur  termini, 
qui  negativa«  ipsarum  t,  t',  t"  dignitates  continent.  Quae  est  repraesentatio 
nova  Septem  partium,  in  quas  expressio 

(»-0(«'-«')(«"-'") 

discerpitur.  Cuius  e.  g.  pars  ea,  quae  nonnisi  negativa«  dignitates  omniuin 
X,  y,  z  continet,  fit 


sicuti  invenimus  formula  (7)  §.  3. 

Formulam  (3)  etiam  hunc  in  modum  r( 

(  ^  t-ff" 


6) 


(oje+%4-c3)-+'(i'!/+«'z+«'«)"+'("'"2+«"i'+*'W+' 

[(ye")i4-(yv>'+(fe')i"r~'[(''""°>'+(°°')'"+('''»">r~'K»y)'"+('''''")'+(''"'')'T"' 

siquidem  in  summis  designatis  numeris  integris  m,  n,  p,  fi,  r,  n  valores  tri- 
buuntur  et  positivi  et  negativi  omnes  a  — oo  ad  -f-oo.  Quam,  formuiam  etiam 
proponere  licet  ut 

T  h  e  o  r  e  m  a    3. 
Designantibus  m,  n,  p  numeros  integros  quoslibet  sive  positives  sive  ne- 
gativus, evoluta  expressione 


(aa-\-hj+czy+^(/>'i/-hc'z+a'ä:y+Xc"s-i-a"ai+b"yy+'  ' 

coefficientem  termini  aequalem    invenis    coöfficienti   termini    fft"^  in 

expressione 
[C6V')i+(;>'V)^'+(^^c')i"]""'[(g"'^)''+(g«'>"+(g'«")^]'"'[("^')^"+('^'^")^+(<'"^)^']''~' 

Adnotare  convenit,  quoties  m,  n,  p  sint  negativi,  respective  etiam  ft,  v,  n 
negatives  fore,  et  vice  versa,  quoties  fi,  v,  n  sint  positivi,  necessario  etiam  m,  n,  p 
respective  positives  fore.     Porro  esse  m  +  n+ja  =  ;«  +  y-f-7i— 3. 

Omnino  similia  theoremata  de  numero  quolibet  variabilium,  quae  §.  1 
proposuimus,  enmntur. 
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7. 
Commodam   hoc   loco   inserere    licet    observationem.     Consideremus    ex- 
pressionem 

{at+a't'-\-a"t"y"(bt-hi>'t'--i-b"t")''(ct-\-c't'-hc"t'y. 
Numerum  factorum  et  variabilium  eundem  esse  statuimus,  qui  in  casu  proposito 
est  tres;  eadem  autem  de  numero  alio  quolibet  valebunt.  Statuamus  porro, 
m,  n,  p  esse  integros  positivos,  Posito  Hx  ^  1.2.3...a:,  constat  per  regula« 
notas  evolutionis  polynomii,  expressione  illa  evoluta,  fore  cogfficientem  termini 
tTf" : 

ümllnllp _^      "    '«'„'"""  h^h'l^'h"^"    f  'f'  ■"l" 

nana'na" .nßnß'nß" .nyny'nr"  '^  ^         '  .a  c  <,    , 

siquidem  numeris  integris  positivis    a,  «',  a",  ß,  ß',  ß",  y,  y',  y"    valores    tri- 
buuntur  omnes,  qui  satisfaciunt  aequationibiis: 

a-ha'-ha"  =  m^    ß -\^ß'-\-ß"  =  n,     y  +/+/'=?, 
a+ß-\-y     =n,      a'+ß'+y    =v,     a"-\'ß"-i'y"  ^  7i. 

lisdem  positis,  evoluta  expressione 

(at-hbt'-\-et"}"(a't-!rb't'-+'c'/:"y(_a"t-\-b"t'-{-c"t"y, 

nanciseimur  ut  cogfficientem  termini  ft'"t"^  expressionem 

JlflllvJTTI _       aiß   Y      ro't'jS'    ;/      i'f"  tfß"    uy" 

nanßny.na'nß'ny'.na"nß"ny'^"^  0   c   .«    0    c    . 

Qaa  cum  priore  comparata,  invenitur,  coSflicientes  illos  omnino  inter  se 
convenire,  nisi  quod  loco  HmUnllp  in  altero  inveniatur  n/nHflln.  Unde  vi- 
demus,  utrumque  coöfficientem  esse  inter  se  ut  ümllnllp  ad  Hfiüplln. 

Ponamus  iam,  ipsis  m,  n,  p  valores  quoslibet  tribui,  et  evolvamus  ex- 
pressionem 

{at-\-a't'-\-a"t"Y{b't''\-bt->!-b"t"Y{G"t"-\'Ct+c'ty 
ad  descendentes  dignitates  ipsorum  a,  h\  c"  sive,  quod  idein  est,  factorem 
primum,  secundum,  tertium  respective  ad  descendentes  dignitates  Ipsorum 
t,  t',  t".  Quaerainus  cogfficientem  termini  ft'^t"^^  qui,  ut  omnino  in  evolutione 
iUa  inveniatur,  sint  m  — ^,  n  —  v,  p  —  n  numeri  integri  sive  positiv!  sive  nega- 
tivi,  necesse  est.  Adhibebo  in  sequentibus  signum  — - —  etiam  casu,  quo  m,  ^ 
sunt  quantitates  quaelibet,  quarum  tarnen  differentia  est  numerus  integer,  pro 
experimendo  producto  TO(7n— l)(m— 2)...(/t+l),   quoties  m— ^  est  positivum. 
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,  qaoties  fi—m  positivum  est.     Patet,  si  m — u  = 


"•"     (m+l)(m+2), 
fore  etiam 

^(«-l)(«-2). ..(»-»)    _  nm 

Jam   per   regulas    notas    nanciscimur    iit    coSfficientem    quaesitum  in   evolutione 
proposita  expressionem : 

m(m-l)...(m+l-a-«')       n(n-l)...(n+l-ß-ß')      p(p-l)...(^l->— /} 

Jlaira'  nßnß'  Ilyny' 

Xa"-''~"'a"-a""'.h"'-^-^'b"^h^'.c"^~^'-^'c'^c'^\ 

siquidem  numeris  integris  positivis  a,  «',  ß,  ß',  y,  y'  tribuimus  valores  omnes, 

qui  satisfaeiunt  aequationibus: 

(2)   m—a—a'-irß'-k'y  =  ii,    n—ß—ß'-^-y'+a  =  v,    p— y— j-'+ß'+^  =  ^r. 
Modo  simili,  evoluta  expressione 

{at-\-ht'-^ct"Y(b't'+c't"+a'ty'(c"t^'+a"t-\-b"ty, 
nanciscimur  ut  coefficientem  termini  tfi""  expressionem 

^(^-r)...(f,-i-l-ß'-Y)      v(v-V)...(v-hl-Y'^a)      n(n-l)...(7T+l-a'-ß-)  . 
jrß'lJy  By'na  Hu'nß 

designantibus  a,  a',  ß,  ß',  y,  y'  numeros  integros  positivus  omnes,    qui  satis- 
faeiunt aequationibus: 

/i—ß'~-Y-i-a-\-a'  =  m,    v—y'—a-hß+ß'  =  n,     7t—a'—ß-hy-hy'  =!>, 
quae  omiiino  eaedem  sunt  atque  aequationes  (2).     Unde  cum  ex  iisdem  sit 

H~ß'—y^m—a~-a',    'v—y'—a  =  n~ß~ß',    n—a'—ß=i>—y—y', 
utroque  coäfficiente  inter  se  eomparato,  videmus  alterum  ad  alterum  esse  ut 

^      ,     nii    iiv    nn 

Um     Un     Ilf 

Quaecum  eodem  modo  se  habeant  de  numero  quolibet  variabilium,  nanciscimur 

Theorema    4. 

Sint  711,1%,^,  .  .  .  quantitates  quaelibet,  m — fi,  n — r,  p — n,  .  .  .  numeri 

integri  positiv!  vel  negativi,   porro  m-^n-hp-\ —  =  ju+y-i-n...,  expressionibus 

{at-\-a't'-\-a"t"-{---)"'(b't'-^bt-i-b"t"-i---f(c"t"-hct  -hc't'  -|-...)p--., 

(at+bt'  -i-ct"  -|--..)''C^'*'-l-a'(H-c'i" +•■■)*■  Cc"*"H-a"*-l-*"*'-l----)''  —  i 
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in  quibus  supponimus  eundem  esse  numerum  factorum  et  variabilium  t,  t',  t",  ..., 
ad  dignitates  descendentes  ipsaram  a,  b',  c",  . . .,  sive  quod  idem  est,  factoribus 
earum  primo,  seoundo,  tertio,  etc.  respective  ad  dignitates  descendentes  ipsarum 
;,  t',  t",  .  . .  evolutis,  coöfficiens  termini  t'' t'" t"^ . . .  in  priore  fit  ad  cogfficientem 
termini  ft'''t"^...  in  posteriore  ut 

,         ,       Uft      nv      Rn 

8. 
E  theoremate  (4)  modo  proposito,  tbeoremata  (2),  (3),  ubi  insuper  loco 
t,  t',  t"  poiiitur  X,  y,  z,  in  sequentia  abeunt: 

T  h  e  o  r  e  m  a    5. 
CoSfficiens  termini      ^  ^    in  expressione 


lequalis  est  ipsi 

nCii-1)   flCr-i)  1 


nm  nn        (ab'—a'by"^ 

ducto  in  cogfficientem  termini  3f~^y'~^  expressionis 
{h'a;—a'yy"{ay—bxY. 

Theorema    6, 
Coefficiens  termini         ^  ^    in  expressione 


1 


(ax-\-by+cz)"-+^      (6V+c'2-Hm'^>+'      {c"z-\-a"w-^b"y'y+^ 
aequafis  est  ipsi 

njii^i)   n{v^\)   n{n-X)  i 

77ms  Un  np         (a6'c")'"+"+^i  ' 

ducto  in  cogfficientem  termini  x''~'^y*~'^z^~^  expressionis 

C  o  r  0  1 1  a  r  i  u  m. 
Designemus  coefficientem  termini  l-^J    in  expressione 


[(-*f)K«f)r 
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per  P-^;  poiro  coefficientem  termini  i  —  \    in  expressione 

per   Qi!   ubi  in  tlieoremate  (5)  ponimus  m  =  n,   ^  =  h-h1-h^  r  ^  n-hl—^, 
videmus  fieri 

Porro  posito  -^  ^  e"^,  a  =  b'=l,  b  =  a'=^a,   ubi  supponimus  a<Zi,  facile 
constat,  esse: 

P„-h2P,(!OS9^4-2P^cos2yH h2PiCosA(p+-- 


(1— 2ßC0By-t-««)'+i 

(l+2ßcos<p-4-aa)'"       =  Q^-+-2Q,cosq>-{-2Q^coa2g>-\ i-2QicosX^-\--- 

Unde  e  notissimis  calculi  integralis  praeceptis: 

Pi  =  —  r  cosl(p.dq> 

^ J 0   (1-— 2o;cosy4-c«)"+i  ' 

1    /■" 
Qj  =  —  I    (l+2ßcosyH-aa)''cosAy.rf5p. 

Quibus  substitutis  in  aequationem  (1),  obtinemus: 

r"  cosXfp.dip  JI(n-\-X)n(n—X)    r"  cos.ly.(fy(l+2(tco3gi-H««)" 

^^    J^   (1— 2aco95p-H-«ß)'*+i   ~  /7wff«  J„  ~71Vß«)2''+' 

Quae  oliin  ab  Eulero  inventa  est  foi-mula. 
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IN  FORMA!  8IMPLICI0EEM 


r drid» 


G — ö'cosj^cosi^ — G"smfjsmd- 
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r  d(fdip 

J   A-\-Bcos<f-\-Cs\n.(f-\-{A!-^B'c<is<p+C'&mtp)cQs^p-{-(^A!'-\-B''ms<f+C''?iQ^)sm\p 

IN  FORMAM  SIMFLICIOREM 

r drjdd- 

J    G— ö'cosijcos^ — G"sinijsin^ 

Introductio, 
1. 
Facile  probatur,  integrale  huiusmodi 

r dtp 

J  '|/ö+5cos5p+csiny-|-rfcos^yH-ecos5psin<p-|-/sin*9J 

in  quo  expressio,  quae  sub  radicali  invenitur,  fanctio   est  rationalis  integra  se- 

cundi  ordinis  ipsonjm  cosyi,  siny,  casu  quo  espresslo  lila  pro  omnibus  anguli  ^ 

valoribus  realibus  valorem  positivum  servat,  per  substitutionem  realem  formae 

tangiy=  m+«tang^^ 

ad  hoc  simplicioris  formae  integrale  revocari  posse: 
1    /•  dri 

J^tj  yi— Psin^ij   ' 
In  quo  insuper  ^^  <C  1 ,  qua  forma  hodie  integralia  elliptica  exhiberi  solent. 
Ponatur  enim 

tang-Jy  ^  ic, 
integrale  illud 

r ^9      

j    l/a-t-6cos(p-l-csiiiy+dcos^5p-Hecos(psin5p+/'sin^5P 
abire  videmus  in  integrale  sequentis  formae; 


'  y^+A^+?;*=+A^-'-l-Zji* 
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in  quo  expreseio  sub  radicali  dignitates  omnes  ipsius  x  continet  integras  po- 
sitivas  usque  ad  quartam;  cuiusmodi  integrale  Eulerus  olim  docuit,  adhibita 
substitutione 

m-i-ny 

in  simplieius  transformari  posse  hoc 

in  quo  sub  radicali  impares  dignitates  variabilis  non  inveniiintor.  Substitutionem 
autem  adhibitam 

Ol.  Legendre  demonstravit  omnibus  casibus  realem  accipi  posse,  atque  inte- 
gralia  ita  reducta  facillime  revocari  ad  dictam  formam 

'  yt^k'sm^i] 
idque  variis  modis  pro  indole  ipsarum  q,  r,  s.     E  quibus  modis  est  substitutio 


MJy 


y^y-f-tang^jj, 
qua  adhibita  prodit: 


/- 


dy 


yj+rj'+si,*  2y^ 


quod  integrale  forma  assignata  gaudet,     Junctis  substitutionibus,    quibus  inte- 
grale propositum  in  formam  illam  transformatum  est,  invenimus,  siquidem  loco 

"V     )  P\       simpliciter  n,  p  scribimus,  substitutionem  formae  propositae: 

*^^^         H-ptang^ij 

2. 
Ut  substitutio  assignata  realis  sit,  in  antecedentibus  supponi  debet,  q,  s 
eodem   signo    affectas    esse.     Quod   facile    probatur  locum  habere,    quoties    ex- 
pressiones  sub  radicali  aut  pro  nullo  aut  pro  quatuör  valoribus  realibus  variabilis 
evanescant. 
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Expressiones  eniiii  blnae 

a -{-b  cos  qi~\-c  sin  (f+d  cos"  yi-i-ecoä^smip-^fain^fp 
atque 

q-\-ry''-\-sy' 

eodem  tempore  evanescunt,  idque  pro  eodem  numero  valomm  realiuin  et  ima- 
ginariorum  variabilium.  Quoties  vero  q,  s  signa  opposita  habent,  evanescit  haec 
pro  valoribus  realibus  ipsius  y^  uno  positive,  uno  negative;  unde  valores  varia- 
bilium y,  w,  pro  qaibus  expressiones  illae  evanescunt,  eo  casu  duo  reales,  duo 
imaginarii  forent, 

Porro  facUe  probatur,  altero  casu,  quo  expressio  sub  radicali  pro  nuUo 
valore  reali  variabilis  evanescat  sive  valorem  semper  positivum  servet,  modulum 
integralis  elliptici,  ad  quod  integrale  propositum  revocatur,  semper  realem  unitate 
minorem  effici  posse. 

Quem  in  finem  observo,  substitutionem  nostram 

°^*         1+jitangi»? 
formam  non  mutare,  ubi  loco  tang-l-j;  ponatur 

1— tang^-ij 

l+tang^Jj  ' 
sive  loco  Tj  ponatur  90" — r;.     Quo  facto  integrale  reductum  abit  in 


ita  ut  quadratum  modüli  invenias 


aut    k'^  =  -^^       ■■     aut    k''  - 


-2]/gs 


Quoties  vero  expressio  sub  radicali  in  integrali  proposito  valorem  semper  posi- 
tivum habet,  radices  }/  aequationis  quadraticae 
q+ry^+^y*  =  0 
aut  imaginariae  liunt,   aut  eerte  negativae.     Casu  primo  fit  rr  <  ^qs,   ideoque 
modulus 

)       AMqs 
realis  unitate   minor.      Casu  seeundo  fit  rr  >  Aqs  simulque  r  positiva,   ideoque 
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eo  casu  modulus 


realis  unitate  minor.  Unde,  qaod  probari  debuit,  siquidem  expressio  sub  radi- 
cali  valoreni  seinper  positivuin  habet,  per  dictam  substitutionem  omnibus  casibus 
ad  integrale  ellipticum  pervenire  licet,  cuius  modulas  realis  imitate  minor  est. 
AJtero  casu,  quo  denominator  integralis  pro  quatuor  valoribus  realibus 
variabdis  evanescit,  fit  rr^Aqs  simulque  r  negativa.  Quo  casu  ut  modulus 
realis  unitate  minor  existat,  cum  ad  novas  substitutiones  eonfugiendum  sit, 
plerumque  eum  casum  alia  ratione  tractare  praestat. 

3. 
E  relatione,  quae  inter  tang-^-^p,  tang-^»;  obtinet, 

^^^  l+^tang^i) 

valores  ipsorum  cosy,  sin^p  fluunt  hujusmodi: 

8 — j3'cos7i — ä"siin3 

cos«  =^-^ — —. * —  „  ■        , 

a — «cos*; — a  sini) 

y — y'cosM — y"sin^ 

sm  tf  ^=  — '-i '- — '  ,  ■    '    ■ 

a— «  cosTj — a'sioij 

Quibus  in  expressionibus  inter  coöfficientes  «,  /i  etc.  certae  quaedam  aequationes 

Gonditionales  locum  habere  debent,  cum  identice-  fieri  debeat: 

(a—a'  cosfj—a"  siutjy  =  (ß — |3'oos?; — ß"äm7jy-\-(y — /'cost; — /"sId»;)". 
Quod  etiam  inde  patet,    quod  omnes  a  tribus  m,  n,  p   pendent.      Vice  versa 
facile  probatur,  quod  infra  videbimus,  quoties  per  relationes,   quae  inter  a,  ß 
etc.  locum  habent,  identice  sit: 

(a — a'cosi; — a"smri)^  =  (|5—^' cos  )j—|3"  sin )))'+()' — /cosjj— )'"sin)j)', 
ideoque  simul  ponere  liceat: 

S — ^jS'cos-ij — S"&mri 

CÜSCp  =  -^^ — C-i '■ — — 11-  ■—  —  1 

'  a- — a  cosj^ — o;  smij 

__     y — ^/cosij — /'sin»; 

a— a'cosjj — a" smfi  ' 

inde  etiam  relationem  illam  linearem  inter  tangentes  semiarcuum  demanare: 
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Oui  insuper  videbimus  formam  conciliari  posse  ad  calculum  idoneam: 

ubi  5p',  t]',  /*  constantes. 

4. 
Patet  ex  antecedentibus,  substitationem  illam 


etiam  per  binas  aequationes  inter  se  iunctas  repraesentari  posse: 

S—ß'coav — S".sin)j 

cos«)  =-c — c_^ '- — "  „  .    '■■■ 

'         ß — «  cosij — «  sini; 

y— /eosw — /'sinn 

sm«  =  — ^ — —, ' „  ■      -, 

'         a — a  cost; — «  smij 

in  quibus  inter  coeflicientes   certae  relationes  locum  habent,     Quae  forma  sub- 

stitutionis  non  sine  elegantia  ad  transformationem  propositam  adhibetur,  quamvis 

in  locum  trium  quantitatum  m,  n,  p  novem  a,  ß  etc.  in  calculum  introducantur, 

aut  certe    octo,    cum  unius  ex    earum  numero  valorem  pro  arbitrio  assumere 

liceat.    Id  quod  licet  In  casu  paullo  restrictiore,  ad  quem  tamen  generalior  facile 

revocatur,  a  Ol,  Gauss  factum  est  in  commentatione  DetaminaHo  attractionis  etc. 

Analysin   transformationis    propositae   dictum   in   modum   institutam  ob- 

servavi    olim    (Diar.  Grell.  Vol.  IL  pag.  228.     Conf.  Vol.  III.  h.  ed.  pag.  48), 

prorsus  convenire  cum  problemate  algebraico,  per  substitutiones 

w  =  as-i'a's'-\-tt"s", 

y  =  ßs-\-ß's'+ß"s", 

3^ys-i-y's'-i'y"s", 
quae  identice  efficiant 

ä:3!-\-yi/-i-zs  ^  S8-t-s's'-t-s"s", 
simul  expressionem 

in  hanc  simplieiorem  transformare: 

GGss+G'G's's'-{'G"G"s"s"; 
quod  seimus  problema  investigationem   axium   principalium  ellipsoidarum  con- 
cernere. 

Supponamus  enim  in  problemate  illo  algebraico 
tex-i-yy-i-zz  ^  ss4-s's'-|-s"s"  ^  0; 

HI.  13 
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quibus  statutis,  siquidem  i'^l/— 1,  ponere  licet: 
w  .  s'        . 

-t^  =  — iCQSff,      ~  ^tCOätj, 

—  =  — iäinyi,    —  =  «sinij, 

unde,   ubi  ut  ad  expressiones  reales  perveniamus,  loco  «',  te",  ß,  y   scribamus 
ia',  ia",   — iß,  — ^y,  substitutiones  propositae  in  has  abeunt: 

g'cosjj— j3"siD^; 


C0S5P  = 


a—acostj — «  sin  1/ 
7— y'cosj) — /"sin?; 


Porro  aequationem: 

ax^-l-bxy-i-cxz+df+ei/s-hfz'   _    GGss+G'G's's'+G"G"s"s" 

xx  («s-l-H's'+a"s")'^  ' 

ubi  rursus  loco  h,  c,  d,  e,  f  scribamus    ib,  ic,   —d,   — e,   — /,    in  hanc  abire 

videmus : 

,,  ,.       ,.,  -       ,,-=  GG— G'G'cos '«—(?"  G"fim'« 

a-{-oc<}sqi-\-csmw-]-dcos'w'^-ecQS<fSii]qi-\-fsm'<p  = > —  ■■■  , — —^ — t^-. — ,„  ■   ■'-■■ 

^  7       j-     y        j-  (-^ — a'cosi; — «"sinij)' 

Unde  cum  facile  probetur,  esse 

d,,= — ,''''„.    , 

a — ßcosi; — a  smij 
sequitur  transformatio  illa: 


J  v^ 


■l/es-|-ico3  5p+csmy-|-rfcos'(p-Heeos5p3in5p4-/sm'5p 

drj 


'  yOG— (J'G'cos'j)— G"e"8m'ij         Vöö— 


-"'"■ff: 


GG—G'G' 

ubi   integrale   reductum    formam   assignatam    babet.     Hinc   videmus,    utriusqui 
problematis  solutiones  alteram  ex  altera  obtineri,  ubi  loco 

<^'i  ^"i  ß)  Yi  h  "?  'if  ßj  f 
scribatur  respective: 

ia',  ia",  — iß,  — iy,  ib,  ia,  — d,  — e,  — f, 
posito  i  =  y — 1. 

5, 
De  natura  substitutionis 

cos«  =  -^ — S '■■   '^rr-      -, 

a — acosij — a  sin)j 

y — /cos« — y"sin^ 

sm«  =    ■     ■  -■'■ ; * — ■ :,  .  ■  '■— 

a — a  COS); — a  suuj 
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et  reductione  integralis,  cui  inservit,  fasius  egi,  cum  per  eandem  substitutionem, 
sed  binis  simul  variabilibus  applicatam,  etiam  reductio  proposita  integralis  du- 
plicis  succedat.     Videbimus  eiiim  sequentibus,  propositirai  integrale  duplex 

r d^dip  

J  A-\-Bco»if-i-C»ia<f-i-(A'~i-B'cosff!-\-C'sm<f)cosip-\-(A"'^B"aos<f-hC"a'mq))smip 
per  substitutiones 

ß—ß'cosij — ß"smri 

™  a^a'cos-tj- — a"s\ri')j 
y — y'cosj; — j'"smi; 


dcosi; — a  sinij 


cosi/*  = 


^f  = 


— ficosi^ — csinit- 
—b"co&d' — c"sm5- 


a — J  cos  5- — c  sinö' 


simul  adliibitas  transformari  posse  in  formam  simpliciorem 


J    G—G'cosijcosd- — ö"sin)jsitt-9' 
Quin  adeo  videbimus,  ipsam  hanc  integralis  duplicis  transformationem  ad  eius- 
modi  binorum  integi'alium  simplieium  reductionem,    qualem  supra  exhibuimus, 
revocari. 

Et  haec  de  transformando  dupliei  integrali  quaestio,  uti  transformatio 
üla  integralis  simplicis,  cum  problemate  algebraico  convenit,  ita  ut  ex  alterius 
solutione  alterius  solutionem  levissimis  mutationibus  factis  petere  liceat.  Quod 
problema  algebraicum  hoc  est,  per  substitutiones 

ä;  ^  as+a's'+a"s"        w   =    at-^-bu  -^cv 
y  =  ßs^ß's'+ß"s"        w'  =  a't-hb'u -hc'v 
z  =  j-a+^s'+j-"«"        w"  =  a"t'\'h"u-\-c"v, 
quae  identice  efficiant 

cex  +  yy  -{-    zz    =  3s-l-s's'-|-s"s", 
iBw-\-iß''m'-\-v>"'m"  ^=  tt-{-uu-^vv, 
simul  transformare  expressionem 

iÄx^By^Cz)w+iA!x+B'y+az)w'+iA"x^B"y+C"z)w" 
in  hanc  simpliciorem: 

Cuius  problematis  solutionem  suscipiamus  vel  antequam  ad  transfor- 
mationem integralis  duplicis  accedemus,  atque  monstremus,  quomodo  üla  ab- 
soluta, confestim  etiam  hanc  obtines:  cum  ut  exemplo  luculento  transitum  Ulum 
memorabilem  ab  altero  ad  alterum  problema  demonstremus,  tum  quia  problema 
algebraicum  elegantia  quodammodo  et  symmetria  calculi  praevalet,  et  per  se 
dignum  est,  in  quod  inquiratur. 

13* 
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6. 
Expositis  variis  relationibus,  quae  in  problemate  algebraioo  inter  octo- 
decim  coSflicientes  substitutionum  et  ti-es  quantitates  G,  G',  G"  locum  habent, 
inveniimtur    primum    harum    quadrata    GG,   G'G',   G"G"    ut    radiees    diversae 
aequationis  cubicae: 

ä!'—ä;XAA-h-BB-i-CC-hÄ'Ä'-hB'B'+C'C'-i-A"A"-i-B"B"-+'C"C") 
(     iB'C"~B"Cy+(B"C—BC"f+{BC'—B'Cy^ 

+w\  +lc'Ä"—c"Ay-v-\c"A—CA'y-{-{CA'—c'Ay 

^+{A'B"—A"BJ+{A"B—AB'y+{AB'-^A'By\ 
-^\A{B'C"~B"C')^A'{B"C--BC")^A"(BC'—B'C)Y^Q. 
Quibus  erutis,  quadi'ata  coefficientium  substitutionis  nee  non  producta 
ßy        ya        aß         a'a"     a"a    aa' 
ß'f      y'a'      a'ß'         b'b"     b"b     bV 
ß"y"    /"a"     a"ß"        c'c"      c"c     cc' 
per  formulas  rationales  exhibentur.    XJtriusque  autem  substitutionis  coefficientes 
ope  ipsarum    G,  G',  G"  alterae  per  alteras   idque   variis    modis    lineariter    es- 
primuntur. 

Observabitur  porro,  expressiones 

(Aä,+By+Csy-hiA'x+B'y-\-C'zy-h(A"a!-{-B"y^C"zy, 
(Aw+A'w'-hA'  '■w'y-+  (B  w  -hB'w'-hB'  'w' ')'+ (Cw  -hC'm^'+C'wj'  y 
per  easdem  substitationes,  singulas  singulis  applicatas,  transformari  in  has  sim- 
pliciores : 

GGss-hG'G's's'~hG"G"s"s", 

GGtt-hG'G'uU'i-G"G"vv. 

In  utraque  expressione  reducta  memoratu  dignum  est,   eo6fficientes  GG,  G'G', 

G"G"  easdem  esse,   quod  etiam  inde  patet,    quod  aequatio   cubica,   cuius  ülae 

radiees  sunt,  iinmutata  maneat,  ubi  constantium 

ABC 

A'     B'     C 

A"    B"    C" 

series   horizontales    et    verticales    inter    se   permutantur.     Quod   theorema   geo- 

metricum  suppeditat,    ellipsoidas,    quae  ad  coordinatas  orthogonales  relatae  de- 

finiantur  per  aequationes 

{Aa;+By+Czy+iA'x-\-B'y-\-C'zy+{A!'x+B"y+C"zy  =  KK, 
iAw-\-A'w'-\-A"w'y+{Bw+B'v,'+B"w"y+{Cw+C'w'-\-C"'w'y  =  KK, 
easdem  esse  nee  nisi  situ  in  spatio  diversas,  quippe  utriusque  inveniantur  semi- 
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axes  principales  -i=r,  777,  -pyr-  Qua  observatione  problema  propositum  alge- 
braicum  revocatur  ad  indagationem  axiiim  principalium  ellipsoidaram,  quae 
aequationibus  assignatis  continentur. 

Per  easdem  substitutiones  invenitur,  etiam  expressionem 
[(B'C"^B"C')x-h(C'A"—C"A'):!,-h(A'B"—A"B')z]w 
+[(B"C  —BC")^  -^(CA^CA-'^y  +(A"B  —AB")z}w' 
+  [(BC'   -^B'C)a,  +(CA'  —C'A)y  -\-{AB'  —A'B)  z]w" 
abii'e  in  haue  simplieiorem 

G'G"st+G"Gs'u-\-GG's''v; 
nee  non  ellipsoidas,    quae  ad  coordinatas  orthogonales  relatae   definiantur  per 
aequationes : 

[{B'C"~-B"C')a!+(C'A"-C"A')}/-\-(A'B"^A"B')sY 
-i-[(B"C  -~BC")ie+(C"A—CA"')y-h(A"B-^AB")zf 
+[(£6"  —B'C  )x-h(CA'  —CA  )y-\'(AB'  —AB  )zY  =  KK, 

[{B'C"  —B"C')w-^(B"C—BC")y'MBC'  —B'O^'y 
-^[(C'A"—C"A')w+(C"A—CA"')w'-h(CA'  —C'A)w"y 
-h[(A'B"—A"B')v}-{-CA"B—AB")w'-h(AB-  —A'B)w"y  =  KK 
per  easdem  substitutiones  ad  axes  earum  principales  revocari,    quäe  cum  pro 
utraque  inveniantur 

K  K  K 

-gT^rr,     -qttq:,     -öqt. 

et  haec  ellipsoidae  eaedem  erunt  nee  nisi  situ  diversae. 

7. 

Absoluto  problemate  algebraico,  ut  inde  transformationem  integi-alis  du- 
plieis  propositam.  eruamus,  ponamus  rursus 

aJX-h-yy-^-zz  =  ss+s's'+s"s"  ^  0 
nee  non 

atque,  ut  supra,  statuamus: 

y    


icostj 
isiui) 


-  =      icosi)' 


—  =      isini)-. 
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ünde,  ubi  rursus  loco' 

,'        '      ,       ,,}    sciibatur    }*"'    *"  '    ^*7      ^ 
ö,      c,      a,    a    >  [  zo,      tc,     — iM,      — 

e  siibstitutionibus  §.  5  adhibitis  prodeunt: 

S'cosij' — ■jS"siii^ 


vuait —  -T     77—^ uuoif  — ■ — i 77— — -. — ir~ 

a  —  a  cosjj — a   smij  ^  a  — 0  costf — c  sin* 

7 — ^/cos*; — y"sin»       1     .              a" — i"cos-^ — c"s'md' 
äm(})=~- i '- — '  „  ■    '■  ■     1    smü'  =  — ^ — r— ~a- ^— s:  ■ 

Porro  aequatio 

<iÄ^+By+Cs)w^(A'x+B'y-hC's)w'+(A"a^-hB"y-hC"z)w" 

_  Gst+G's'u+G"s"v 


(as-ha's''+-a"s"Xat+f)u+cv)    ' 
ubi  rursus  loco 

A,      B,      C,      A',        B',         C,      A",        B",         C" 
scribatur 

A,    iB,    iC,    iA,    —B\    —C,    iA",    —B",    ^C", 
iD  lianc  abit: 

A-\-Bmsq>-\-Csiatp-\-(_A'+B'  cQsgi-\-C'  s;'m<p')(iostp+(A"'\--B"  cos(p-i-C"  smif)äirnlj 

^^    G — G'cosijcoa-g-— Csiinisin* 

(a^ß'cos^ — a"siBrj)(a — icostf — cain^) 
Unde,  cum  sit: 

<i9  = ,      ''''      „  . 

a—acosij  —  u  sin»; 

dip  = j— - — — — 

a — ocos^ — csm-tf 

pi'odit  transforinatio  quaesita  integralie  duplicls  propositi: 

C  dfpdip 

J  (^+£cos5p+6"'smy}+(-^'+B'cosy+6"smy)cosV+(-d"+iS"cosy+C"smy)siin// 

J  G — G'cosijcos-fl- — G"simjsiii* 

8. 
QueiiiadmodLim  problema  algebraicum  ad  aliud  revocare  licet,   quod  in- 
vestigationem  axium  principalium  ellipsoidarum  concernit,  ita  etiam  transformatio 
duplicis  integralis,  quae  üli  respondet,  eo  revocari  potest,  ut  integralia  simplicia 
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r tZy^  ^ 

J    ^(A'i-B  cos  y-H  Csin  (f)''—  (A'-\-B'  cos  y-h  C  sin  y}'— (j4"H-iJ"  cosy-t-  C"  sin  y)= 

r  ^ ^■Z'  _^  , 

J  y(A-i-A' cos-ip+A'' s\üipy~(B-hB' cosip-hB" smil;y—(C-\-C' casip-i-C'' sinxljy  ' 

per  substitutiones  assignatas  transforraentur  in  haec: 
r ■'^*' 

J  fee— G'e'cos^)/— G"G"siQ^»j  ' 

r  rf^. 

/  yee^G'G'cos'^— G"(?"siE"^  ' 
quae    videmus    nonnisi    argumento    differre,    quemadmodum  in  illo  problemate 
ellipsoidae  propositae  nonnisi  situ  differebant. 

Hine  Solutionen!  pi-oblematis  propositi  semper  realem  fore  sequitur,   ubi 
expressio 

A+Bcosq!+Cäm<p-h(A'-{-B'  cos(p-\-C'  sm<fi)<:oä'tp-i-(A"-i-B''  cos(p-\-C''  &itigi)äiutp 
pro  nullo  angulorum  y,  yj  valore  reali  evanescat,  qui  casus  prae  ceteris  appli- 
cationem  invenit.     Posito  enim 

A"-i-B"cosqi-irC"&mg)  

A'  -i-B'  COS5P7I-C"  aiü^p 

Ch- C cos !/(+  C" sinijf    

B+B'cQay'+B"sin<ilJ    ~   ^"^  ' 
expressio  illa  ita  repraesentari  potest: 


4+J5cosy+Csiny-Hy(.4'+S'cosy+C''sm^)^+(^"-|-ß"cosy-|-6"'siny)^co.s(i^— -£) 
sive  etiam 


A+A'coäxp+Ä''siRtp+y(B-+-B'c(>sil/+B''ainfy+(^C+C'cc>sip-<rC''amipy.ca&(^—Z), 
quae,  ne  pro  ullo  valore  reali  ipsorum  <p,  tp  evanescant,  expressiones 

(JH-ßcosy+Csiny)"— (J.'+ß'cosy+C"siny)'— (^"-i-B"cos9)+C"siii5p)', 
{A+A'cQs-^--\-A''smipy—(B+B'cmip+B''amiljy-~(C--\-C'c(>silJ+C''svayjy 

semper  positive  valore  gaudeant,  necesse  est.    Quo  casu  substitutiones  assignatat 
reales  fore  probavLmus. 

Per  easdem  substitutiones,  quibus  aequatio 
A-h-Bcosg)-\-Caintf!-{-(A'+B'cosg!-\'C'Biüg>)co&7p+(A"-\-B"Gos<f-\-C"singi)siQip  =  0 
in  hanc  abit: 

G — G'cosJjcoa^ — (?"siiii;siti5-  =  0, 
videmus,  etiam  aequationem  differentialem 
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hanc  transformari: 


Facile  autem  probatur,  aequationes  illas  finitas  aequationum  differentialiuin 
integralia  completa  esse.     Unde  theorematum  inventorum  verificatio  obtinetur. 
Nee  non  observabitiir,  posito 

P  =  B'C"—B"C'—(C'A"—  C"A')cos  <f  —{A'B"^A"B')&ia  y 

— cos  V[S"C  —BC"  —\C"A—CA"  )m&q>  ~(A"B  —AB"  )  sintf] 

—sinip[BC'  —B'C  —[cA'  —CA  )cüü<p—{ÄB'  —A'B  )siny], 

2  =  [B'C"—B"C'—(C'A"—C"A')costp—(A'B"^A"B')sm<fY 

—[b"C—BC"  —Ic'A—CA" )c(,s9—iA"B  — ^£"  >in^f 

—  [BC  —B'C  —(CA'  —CA  )coay— (^S'  —A'B  )sm<pY, 
T:  =  [B'C"—B"C'—(B"C  --BC"  )cmtlJ-(BC'   —B'C  )smipY 

—  [C'A"—C"A'—(C"A—CA"')cmip—(CA'  —CA  )smipf 

—  [A'B"—A"B'-(A"B—AB")coüip—CAB'  —A'B  )sm?//]\ 
per  easdem  substitutiones  nostras  obtineri: 

/dipdip  r  drjd& 


-G"'iG'cos''ti —  G^G'^sio^ij 

dd- 

'  VG'^G'"— G"'G^s=^— G^G"sra=^  ' 
Qaae  antecedentibus  iunctae  sex  transformationes  memorabiles  suppeditant,   ad 
quas  per  easdem  Substitution  es  pervenimus, 

9. 
Problema    de    dupliei   integrali   transformando   propositum  etiam  absque 
functionibus  trigonometricis  exhiberi  potuisset.     Facile  enim  iiitelligitur,  eius  in 
locum  substitui  posse  sequens 

P  1-  0  b  1  e  m  a, 
„Integrale  duplex  indefinitum 


J  ^+i/^-H6V+(A'- 


'-h(A'+B'ä;-\-C'x^)y-\-(A"+B"ä;+C"x')y''  ' 
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per  substitutiones  formae 


transformare  in  hoc: 


1-hpi  ' 


l-\-p'u 


cujus  denominator  terminis  dimensionum  imparum  caret." 

Praeplacuit  tarnen  forma  trigonometrica,  C[uae  in  alüs  quibusdam  quae- 

stionibus,    de  quibi^  in  postemm  agam,    obvenit.     Quamquam  forma  illa  alge- 

braica  eo  quoque  nomine  se  eommendat,   quod  solutione  semper  reali  gaudet. 
Jam  ad  solutionem  quaestionum  propositarum  accedamus,  et  primum  de 

problemate  algebraico  agam,    e  cuius  deinde  solutione  propositam  petamus  du- 

plieis  integralis  transformationem. 


Problema    I. 
„Proponitur,  per  substitutiones  lineares 

x  ^  as-i-a's'-i-a"s"        vi   =  at-\-  bu-\-  co 
y  =  |9s+|3V+^"s"        w'  =  a't-ir  b'u+  c'v 
z  =  YS-{-Y's'-hy"s"         w"  =  a"t-hf>"u+c"v, 
quae  identiee  effieiant 


-n  - 


=  ss+s  s 
=  tt-{-uu 


transformare  expressionem 

in  hanc  simpliciorem: 

Gst-hG's-u-hG"s"v.'' 

S  o  ]  u  1 1  o. 
10. 
E  theoria  transformationis  systematis  axium  eoordinatarum  orthogonalium 
in  aliud  ejusmodi  systema  notae  sunt  relat.iones,   quae  inter   coefficientes  sub- 
stitutionum 

=   at^  bu^cv 


(1) 


1-2=  ys-i-y's'-\-Y"s" 


=  a"t-\-b"u-]-c"v 
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locum  habere  debent,  ut  identice  sit 


(2) 


.  ss+s's'+s" 


|8S+sV+s"s"  =  {as-\-a's'-\-a"s"y-^(ßs-\-ß's'-^ß"s"f-\-(ys-\-y's'-\-y"s'y 
1    tt-^UU+vv  =  (at-^hu-hcvy-\-(a't-i-i'u-\-c'vy-+-(a"t-\-i"ii-i-c"vy; 

id  quod  aequationes  conditionales  poscit: 

i  -+-  ßß  +  YY  =1  aa~^a'a'+a"a"  =  1 
i'  +  ß'ß'  +  yY  =1  hb-\-b'h'-\-h"b"  =1 
t"-\-ß"ß"-hY"Y"  =  l  cc-\-c'c'  -ho"c"  =1 
e"+  ß'ß"+  y'y"  =  0  b€  -hb'c'  -i-b"c"  =  0 
t  +|3"j3  H-/V  =0  Ga-\-cW-\-c"a"  =0 
['-H  ßß'-V-  Yl'  =0        a5+a'J'+<x"^"==0. 

Quanim  relationum  ope  facile  probantur  aequationes: 


(3) 


W 


(5) 


=    ax-V-  ßy-\'  Y^    \     *  ^^  a«)4-a'w'H~a' V 


quippe  quae   substitutis  valoribus  ipsarum  x,  y,   z  et    w,  vi',  w"    e  (1)  petitls 
propter  (4)  identicae  fiunt,     Hinc,  cum  e  (2)  fiat  identice 

a:-h  yy  -h    zz    =(ax-hß}f  +  ys)'  -hCa'x+ß'y  -+-  fsf  +(«' 


(6) 

sequuntur  etiam: 


'ic+ß"y+Y"^y 
0  +c'w'+c "«)")', 


ro 


\ßy+ß'f+ß"r' 

lya-\-/a'-i-y"u' 
1  aß+tt'ß'+a"ß' 


Expressiones  ipsarum  s,  s',  s"  per  x,  y,  z  atque  ipsarum  t,  u,  V  per  w,  w',  w", 
quas  formulae  (5)  suppeditant,  etiam  e  (l)  per  methodum  vulgarem  resolutionis 
aequationum  linearium  petere  licet.  Expressionibus,  quae  inde  sequuntur,  cum 
illis  comparatis,  posito 

r,  =  c,(ßY'-ß'Y)^ß  (j'a"—y"u')+j  (a'ß"~-a"f) 
U  =  a(b'c"--b"c')+a'(l>"c  —  bc")+a"(bc'  —SV), 


(8) 
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«o 

=  ßY'-ßy 

eo 

=  Vc"^V' 

'ß 

=  y'a"—y"a' 

ea 

=  h"c—le 

er 

=  ar-a"ß' 

ea 

'  =  hc'  —b'i 

««' 

=  ß"r-ßr" 

eh 

=  <]'«"— o" 

•? 

■=y"a-ya" 

et 

=  <^'a  — c<x 

ey' 

=  a"ß—aß" 

eb 

=  ca'  —c'a 

EO! 

=  ß/  -ßy 

ee 

=  a'b"-~t,' 

'f 

=  ya'  —y'tx 

ee 

=  a"h^ai 

ef 

=  aSf  -a'ß 

ee 

=  ab'  -a' 

obtinemus : 


(9) 


Ipsas  £,  e  invenimus  e  fonnulis  identicis 

(y"a-yu")(aß'-a'ß)-(ya'-y'aX«"ß-i'ß')  =  «e 
(c"o-»<.")C»»'-«'»)-("' -«'«)(»"*— S")  =  "!, 
quae  e  (9)  in  has  abeunt; 

ee{ß'y" — |3'V)  =  e'ß  =  ea 

ee(b'c"  —  b"c")  =  cV  =  ea, 

sive  SS  ^  ee  ^  1,  unde,  cum  Signum  ipsarum  «,  e  pro  arbitrio  assumere  liceat, 
statuejnus: 

(10)  «=1;    «=1- 

Quae  abunde  nota,  ne  quid  desit,  liic  apposuimus.    Ante  omnia  autem  tenendum 
est,  quo  in  sequentibus  saepe  utemur, 

theorema, 
„naturam    coefficientium    substitutionum    propositarum    eam    esse,    ut 
datis  aequationibus  linearibus 


X  =  aG+a'G'-\-<i"G" 
r^ßO+ß'G'+ß"G" 
Z  =  yS+fO'+y"G" 


nde  sequatur: 


W  =a  T+h  U+c  V 
W  =  a'  T+b'  U+c'  V 
W"  =  a"T-+b"ü+c"r, 


=  aW+a'W'+a"W" 


a  =a  X+ß  r+y  Z 

fi' =o'X+(i' r+r'z  I   ü=bw+b'W'+b"W" 

g"=a"X~t-ß'Y+/'Z   I    r=  e W+  J  W'+  c"W" 


et  vice  versa;  simulque  sit: 


XX+  YY  +    ZZ     =GG+G'G'+0"G" 
WW+W'W'+W"W"  =  TT+UU  +  vr." 
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11. 

E  substitutionibus  (1)  cum  prodire  debeat,  quod  est  problema  propositum: 

locum  habere  debent  aequationes  eonditionales: 

=  Goo  +S'a'b  +B-"a"c 
=  Gßa  +G'ß'l,  -l-G"ß"c 
=  Gya  -i-G'y'b  H-G"y"c 

=  Gaa!+0'a'l'+G"a"c! 

=  aßa'+G'ßV+G"ß"e! 

|c'  =G;'o'+eys'+e"/v 

"=  Siio"+GVS"+G"i.'V' 

I  B"  =  Gßa"+G'ß'b"+G"ß"c" 

'  C"  =  GYa"+  GyS"+  G'Y'c". 
Quae  novem  aequationes  jiinctae  duodecim  (4)  imam  et  viginti  efficiunt  aequa- 
tiones eonditionales,  .quibus  octodecim  coefficientes  substitutionum  propositarum 
et  tres  quantitates  G,  G',  G"  satisfacere  debent.  Quod  problema  est  determi- 
natum.  Jam  unius  et  viginti  incognitarum  aggrediamur  determinationem  atque 
varias,  quae  inter  eas  locum  habent,  relationes  exponamus. 


(11) 


(12) 


12. 


Per  tbeoi-ema  §.  10  e  formulis  (12)  prodeunt  sequentes: 


IG  a  =a  A+ß  B  +y  G 

\g  a'  =a  A'+ß  B'+y  C 

Ig  i<"=n  A"+ß  B"-\-]  C" 

G'  5    =a'  A  +|5'  B  +y'  C 

(13)        [g'U  =  o'  A  +ß'  B'  +/  C" 

G'  S"  =  o'  A"-hß'  B"-i-f  C" 

I  G"c    =  a"A  +ß"B  +fC 

G"c'  =  a"A'  -+ß"B'  +c"6" 

\  G'V  =  a"A"+ß"B"+y"C" 

Quibus  formulis  utriusque  substitutionis  coSfficientes  ope  quantitatum  G, 

alterae  per  alteras  lineariter  exprimuntur. 

Alteram  ejusmodi  determinationem  ex  ipsis  (13)  per  resolutionem 
tionum  linearium  petere  licet;   e.  g.  e  formulis,   quibus  a,  a',  a"  per  ( 


G  a  —  aA+a'A'+a"A" 
a  ß  =  uB+a'B'+a"B" 
G  y  =aC+a'C'+a"C" 
GW  =bA+b'A'+b"A:' 
G'  ß'  =bB+b'B'+6"'B" 
Gy  =bC  +  WC'+b"C" 
G"a"  =  cA  +c'A  +c"^" 
GY' =  «.B +«'£' +ci"B" 
G'y'  =  cC-(-(!'C'-l-c"C". 


aequa- 

h  ß,  Y 
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exprimuntur,  vice  versa  etiam  ß,  ß,  y  per  a,  a',  a"  determinantur.     Qua  ratione, 

posito  brevitatis  causa 

C14)  A  =  Ä(B'C"—B"C')+B(^C'A"—C"A')+C(Ä'B"^A"B'), 

obtiiies  e  (13)  sequens  formularum  systema: 

^  =  (B'C"—B"C')a+(B"C—BC")a'+{BC'—B'C)a" 
■^  =  (C'A"—C"A')„+iC"Ä^CÄ"-)t,'+(CA'-C'A)a" 
-^  =  (A'B"—A"B)a+(A"B^AB")a'+(AB'^A'B)a" 

^=(aA"—C"A')t+(C'A-^CÄ")t'+(CA'^C'A)b" 
-^  =  (A'B"—A"B')b+(A"B~AB"-)b'+(AB'—Ä'B-)b" 
^r  =  (B'C"~B"C'')c+(iB"C—BC"y+(,BC'—B'Cy' 
^C  =  (CA"-C"A':ie+(C"A—CA":ic'+(CA'-C'Ay' 
^,'r  =  (Ä'B'—A"B')<,+iA"B^AB"y-^(AB'^A'B)a" 


(16) 


=  {B'C  —B"Cy,+(B"C—BC")V+{BC'^B'C)b" 


-g-  =  a  (Br"—B'C')+ß  (C'A"—C"A')+y  (AI 

^  =a  (B"C—BC")+f  (C"A—CA")+y  (A", 

Ad" 
0 
Ab 
<?■ 

Ay 

O' 
Ab" 
G' 


A"B') 
AB") 
=  a  (BC  ~B'C  )+ß  (CA'  —CA  )+y  (AB'  —A'B) 
=  a'  (B'C"—B"C')+f  (C'A"~C"A')+y'  (A'B"—A"B) 
=  a' (B"C  —BC"  )+f ■  (C"A—CA" )+y' (A"B  —AB") 
=  a'(BC'  —BC  )+f(CA'  —CA  )+y' (AB'  —A'B) 
=  ii"(B'C"—B"C')+ß"(C'A"—C"A')+r"(A'B"—A"B'-i 
=  a"(B"C  —BC"  )+ß"(C"A  -  CA"  )+y"(A"B  -AB") 
=  a"(BC'  —B'C  )+ß"(CA'  —CA  )+y"(AB'  —A'B). 
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E  quibus  fonnulis  rursus  per  theorema  §.  10  derivantur  sequentes: 
jB'C"~-B"C'  aa       a'b    ,    a"c 


(16) 


A 

ff    '    ff'    'G" 

C'A"—C"Ä' 

ßa    .   ß'b  ■      ß"c 

A 

a  '  e'  '  ff" 

A'B"-A"B' 

ya        y'b        fe 
=  -G+Gr+-ff^ 

A 

B"C—BG" 

«^'      a'h'      a"c' 

A 

0    '    G'    '    G" 

C"A-CÄ" 
A 

C«'  1  C'»'  ,  C'V 

G    '    G'    '    G" 

A"B—AB" 
A 

Ya'       y'b'       y"c' 
"    ff  ^  ff'  +  ff" 

BC-B'C 
A 

aa"      a'b"       a"c" 

"  ^+ e'"^"e^ 

CA'— CA 
A 

ßa"      ß'b"       ß"c" 
ff  +  ff'  +  ff" 

AB'— A'B 

A 

=  -g-+ Gr+-g,r 

Valores  ipsarum  B'C" — B^'C,  C'A'-~C"A   etc.  etiam  directe  e  (12)  der 
licet.     Fit  exempli  gratia  e  formulis  (12): 


B'  =  Gßa'+G'ß'b'- 
C  =G]a'+G'y'W- 
B"  =  Gßa"+G'ß'b"^ 
C"  =  Gya"+G'/b"- 


-G"ß"c' 
-G"y"c' 

■  G"ß"c" 

■  G"/"«;", 

;  ductis  et  subductione  facta: 


prima  et  postrema,  secunda  et  tertia  i 

B'C"—B'''C'  =  e'G"(ß'y','—ß"y')(l'c"—b"e') 
-+G"G(ß"y-ßy")(c'a"-c"a'-) 
-t-ffff'  (ßy'  -ß'r)  {a'b"-a"b'), 
slve  e  (9): 

B'C"—B"C'  =  G'G"aa+0"Ga'b+GO'a"c; 

qua  comparata  cum  formula  (16): 

B'C" — B"C'  =  — g — \ g7 \ — g,.    , 

prodit: 

(l'I)    A  =  A(BC"—B"C')+Btfi'A"—C"A')+C(A'B"-A"B')  =  GG'G". 
lam  aecedamus  ad  alia  formularum  systemata. 
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Ponatur  brevitatis  causa: 


(18) 


unde  etiam  erit: 


(19) 


=  AA-hA'A'+Ä"Ä" 
1  =  BB-\-B'B'+B"B" 
i  =  CC+C'C'+C"C" 
'  =  BC+B'C'+B"C" 
i'=CA  +  C'A'+C"A" 
i'  =  AB+A'B'+A"B" 

-  l'l' 


=  AA  +  BB  +  CC 
=  A'A'  +  B'B'  +  C'C 
=  A"A'+BI'B"+C"C" 
=  A'  A"+B'  B'+C'C" 
=  A"A  +B"B  +C"C 
=  A  A'+B  B'  +C  C; 


Imn—ee  =(B'C"—B"C'y+(B"C  —  BCy+lBC  —  B'cy 
nl  —mV  =  (C'A"—C"A'y+(C"A  —  CA"y+(CA'  —  CA}' 
Im  — n'n'  =  {A'B"—A'By+{A!'B  —  AB")'+(AB  —  A'B)' 
p'p"—  qq  =(B'C"—B"C'y+liC'A"~C"A'y+(A'B"—A"B'y 
j,"p—  q'q'  =  (B"C  —  BC"y+(C"A  —  CA"y+(A"B  —  AB"y 
pr'—q"q"=(BC'  —  B'Cy-\-(CA'  —  C'Ay-t-(AB'—  A'By-, 


(20) 


mV — W 

=  (C'A"—C"A'XA'B"—A"B') 

t-{C"A  —  CA"XA"B—AB":i 

\+(.CA'  —  CAXAB'  —  A'B) 

n'V — Tnm' 

=  (A'B"—Ä'BXBC"-B"C) 

\+(A"B—AB")(B"C  —BC") 

^{AB'  —  AB)!B<J'  —  BC) 

i'm'— «»' 

[=  iB'C"  —  B"e)(C'A"—C"A') 

I  +iB'C  —  BC")(C"A  -  CA"y 

t(BC'  —  B'C)(CA'  -  CA) 


q'q"—pq 

=  (B"C  - 

-BC')(BC 

-  B'C) 

+(C"A 

-  CA")(CA' 

-  CA) 

A-(,A"B 

-AB")(AB' 
g"q-fq' 

—  A'B) 

=  (BC 

-  B'C)(B'C' 

—B"C) 

+(CA' 

-  CA)(CA" 

-CA') 

+iAB' 

-  A'B)(A'B 

—A"B') 

qq—p  q 
=  (B'C"—B"C)(B"G  —  BC) 
+(CA"—C'A')(C"'A  —  CA") 
+(A'B"—A"B')(A"B—AB"); 


(21) 


IAA  ^  Imn  —U'l'—mm'm'—  nn'n'  A-2l'm'n' 

[       =pp'p"—piq—p'q'q'  —p"g"q"+2qq'q". 
Quae  omiiia  rursus  per  ipsas  G,   G',  G"  et  cogfficientes  substitutionum  expri- 
mamus,  quod  ex  antecedentibus  sine  negotio  fit. 

Ac  primum  e  formulia  (12)  per  theorema  §.  10  prodit: 
(  l  =  gaiia-l-0'G'a'a'+G"G"a"t!" 
(22)     \m^  GGßß+G'g'ß'ß'+0"G"ß"ß" 
^n=gen+G'G'y'y'  +  G"G"r"r" 


eOaa 

+  G'a'bi    +G"G"ce 

OGa'a 

'  +G'G'i'b'  -l-G"G"c'c 

GGa" 

i"+G'G'i"i"+G"G"c"c 
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ac  simili  modo  e  (15): 


(23) 


)     AA 
/  bn — n'n 


ß'ß' 


'  e"G" 

ß"ß" 


■  ee  ^  G'G'  ^  G"G" 


AA 

AA 
pp'—q"q" 


'  e'G'  ■ 

b"b" 


Porro  e  (12)  facUe  derivantur  sequentes: 

r  f  =  G0ßy-\-G'8'ß'y'+G"G"ß"y" 
(24)   {>»'  =  GGya+0'G'fa'+a"0'Ya" 


ac  simili  modo-  e  (15): 


1^ 
G'G' 


'G"G" 


(25) 


GG 

«ß 


G'G'  ' 
^ß' 


(26) 


u"ß^ 
"G"G" 

Sequitur  porro  e  (22): 

IGG+G'G'H 


q  =  GGa'a"- 
q'  =  GG«"«  - 
S"  =  GGaa'  - 


AA 
q'—p"q" 


-G'G' 
-G'G' 
-G'G' 


•ff'o'c" 
G"c"c 
0"cc', 


GG 
~GG' 


G'G' 
b"b 


'G'G'' 

bb' 
■  G'G  " 


"  G"G" 
'G''W 


-G"G"  =  (+«.+  » 
\  =p+p'-\-p" 

eodemque  modo  e  (23),  cum  sit  A  =  GG'G": 

(S'G'G"G"+G"G"GG+GGG'G'=  m»+ »! +I.b— «'— )»W-»V 
^    -^    1  =p'i>"-hp"p-i-pp'—qq—q'q'—fq^'- 

Ädnotemus  adhuc,   e  formulis  (22),   (24)  rede  dispositis  per  theorema 
§.  10  erai  sequentes: 


(28) 


6  G  « 

=  la     +  n'ß  -^m'y 

G  G  o 

=  P"  +?"«'+9'»" 

GOß 

=  »'«  +».|»+fr 

e  G  <i' 

=  q"a-hp'a'  -^qa" 

G  G  y 

=  m'cc  -+-  l'ß  +»)• 

G  S  a." 

=  9'« +  5«'+?"«" 

O'G'a' 

—  i«'     +11'^'+».'/ 

G'G'b 

=  pb  +q"b'+q'b" 

G'G7' 

=  »V   +».fJ'+iy 

G'  0'  i' 

=  q"b+p'b'+gb" 

G'  G'  f 

=  m'a'  +  i'/)'  +«/ 

0'  G'  b" 

=  j'6  +  ql/  H-p"6" 

e"ä"«' 

=  la"    -i-m'j9"+mV' 

G"G"c 

=  fe   +5V+}V' 

G"G"ß' 

=  mV  -HWJ^"+;y' 

G"G"cf 

=  5"o+pV'+9c" 

e"G"/ 

=  m'a"+l'ß"+ny" 

G"a"e' 

=  9'c  +  §c'  +p"c' 
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Quarum  exempli  gratia  prima,  quarta,  septima  alterius  systematls  per  dictum 
theorema  ex  his  fluunt,  quas  e  formulis  (22),  (24)  eligimus: 

;=«.GGa-l-a'.G'G'a'+«".G"GV' 
«' =,5.GG«+|3'.G'GV+^".G"G'V' 
m'  =  / .  G  Ga+Y'  ■  G'a'a'-\-y".  G"G"a", 

similiqiie  modo  reliquae  (28)  eruuntur. 

E  (28)  rursus  per  idem  theorema  fit: 

ll-h n'n' -i-m'm'  =  G-^aa    -\-G'^a'a'  -{-G"*a"a" 

mm^  VI'  +  n'n'  =  G'ßß     -^G"ß'ß'  +G"'f'ß" 

nn-\-m'm'-\-  VI'    =  G'yy     +6"/)''  -\'G"*y"y" 

f  f  -^q"q"+q'  q'   =  G*a  a  -{-G"b  b  -+-G"'c  c 

p'p'  -hq  q  -hq"q"  =  G'a'  a'  -{-G'^b' h' +  G"*c'  c' 

p"p"-j-q'  q'  -hq  q     =  G^a"a"-JrG''b"b"-hG"*c"c". 

Quibua  aliae  variae  addi  possunt.  Similia  formalarum  systemata  e  formulis 
(23),  (25)  derivare  licet.  Qua«  tamen  ex  antecedentibus  etiam  fluunt  ope  theo- 
rematis  generalis  sequentis.  Comparatis  enim  inter  se  formulis  (12)  et  (16), 
quarum  alterutris,  advocatis  insuper  (4),  coSfficientes  substitutionum  et  ipsas 
G,  G\  G"  determinare  licet,  sponte  prodit  tlieorema: 

„e  qualibet  formularum  propositarum  derivari  posse  alteram,  si  in 
locum  quantitatum 


J, 

B,                 C, 

Ji', 

B,              C 

A", 

B",             C 

G, 

0',              G 

bstituantur  respective  seq 

uentes:  . 

B'C"-B"C' 

C'A"—C"A'      . 

A        '  a 

B"C—BC"         CA— CA" 


A'B 

—A"B' 

A"B 

a 

—AB" 

AB 

A 
—A'B 

unde    e.   g.    etiam  pro   A  ponendum    y--     Quod  patet  reciprocum  esse, 
id  est,  ubi  illa  in  haec  abeant,  simul  etiam  haec  in  illa  mutari," 
m.  15 
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E  quo  theoremate  memorabUI  formulae  inventae  alteram  statim  ei  re- 
spondentem  adiungere  licet.  Quemadmodum  fonmüae  (22)  et  (23),  (24)  et  (25) 
per  theorema  illud  aJterae  ex  alterls  derivantur.  Cui  tarnen  negotio  singulis 
casibus  supersedemus. 

Per  substitutiones  propositas  e  formulis  (12)  fit: 
[Ax-i'B^-hCz]w-h[A'x+B'y'^C'z']w'+[A"x-hB"p+C"z]w"  =  Gst-{-G's'u-hG">!"v; 

per  easdem  substitutiones  e  formulis  (16)  sive   ex  aequatione  illa   per  dictum 
theorema  altera  sequitur  aequatio  ei  respondens; 

i[(B'C"—B"C')a;-h(C"A"—C"A')i/-i-(A'B"~A"B')z]w 
^l(ß"C^BC")ie'^(C"A—CA")y+(A"B—AB")z]w' 
+[(ßC'  — S'O  a;+(C^'  —CA}  y-\-{AB'  —A'B)  sjw" 
^  a[-^  +  -^  +  ^]  =  G-G"Bt+0"Gs-u-\-GG-s"v. 

Ita  per  easdem  substitutiones  binas  simul  effici  videmus  transformationes. 

14. 
Postquam  antecedentibus  relationes  praecipuas  et  elegantiores,  quae  inter 
quantitates  quaesitas  et  datas  locum  habent,  coUegimus,  iam  sine  negotio  idque 
variis  modis  ex  iis  ipsi  incognitarum  valores  fluunt. 

Formulis  (26),  (27),  (17)  quantitatum  GG,  G'G',  G"G"  summam,  summam 
productorurii  e  binis,  ipsarumque  productum  exhibuimus,  unde  aequationem 
eubicam  assignare  possumus,  cuius  quantitates  illae  radiees  sint,  eaeque  radices 
diversae.     Quae  per  formulas  allegatas,  advocata  (21),  fit: 

ix^—x^[l-i'm-{-n]-\-a)[mn-\-nl-\-lm—l'l'—m'm'—n'n'] 
'^^^^  [         -^[lmn—U'l'—mm'm'—nn'n'-\-2rm'n']  =  0, 

sive  etiam: 

,  /^— *'b-+-i''+p"]4-^I>y-i-p"i'+i'i''— S9— sY— ff"«"] 

[  —[pp'p"—pqq—p'q'q'—p"q"q"+'iqq'q"]  =  0; 

quas  aequationes  etiam  hunc  in  modum  repraesentare  licet: 

(34)    (a;— ij)(*— J>')(«— /')— 93(^— ?)— 5'9'(«— /)— 3"2"(i«— f")— 233V'  =  0. 
Quae  e  formulis  (18),  (19),  (21)  in  hanc  abeunt: 
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ia;'-^'[AA-hBB+CC-{-A'A'-hB'B'-hC'C'-i-A"A"-hB"B"-hC"C"] 
i      <^B'C"— B"Cy -¥-{€■  A"^  C"A'y-i-(,A'B"^A"By ) 
+A  -h(B"C-^BC"y-hiC"A  —  CA"y-h(A"B^AB"y 
y^(BC'  —  B'Cy+(CA'  —  €'Ay-h{AB'  —  A'By. 
-^[A(B'C"—B•'C^)+B(C'A"—C"A')'^-CXA'B"^A"B')y  =  0. 
A  cuius  aequationis  cubicae  resolutione  totum  maxime  problema  pendet;  quippe 
cuius  inventis  radicibus  GG,  G'G',  G"G",  quadrata  cogfficientiam  substitutioniim 
propositarum  rationaliter    exprimuntur ,   unde,   ut   ipsi  earum  emantur  valores, 
tantum  radicis  quadraticae  extractione  opus  est. 

Eligamus  e.  g.,  ut  valorem  ipsius  aa  eruamus,  e  formulis  (7),  (22),  (23) 
sequentes : 

aa  -+-         a'tt'  -+-  a"a"    =  1 

GGaa  -]-G'G'a'a'  -\-G"G"a"a"    =1 

aa  a'a'  a"a"  mn^l'V 


GG~^       G'G'  ~^         G"G"        "  AA     ' 
quarum  postrema  etiam  hunc  in  modum  repraesentari  potest: 

G'G'G"G"aa-hG"G"GGtt'a'+GGG'G'a"a"^mn~l'l'. 
Gui  addatur  pruna  ducta  in  —GG(G'G'-\-G"G"\  sectmda  ducta  in  GG;  prodit: 

\G*^G\G'G'-\-G"G")+G'G'G"G"'\aa=GH—G\G'6'+Q"G")+inn—l'l', 
unde  cum  sit 

GG+G'G'+G"G"  =  l+m^n, 
obtines: 

„„  _      {GG-mXGG^n)-l'l' 
^  (_GG—G'G'XGG~G"G") 

In  locum  aequationis  tertiae  etiam  haec  substitui  potest,  e  (29)  petita: 

G*aa-\-G'*a'a'~\-G"*a"a"  =  U-{'m'm'-{-n'n', 
qua  iuncta  primae  ductae  in  G'G'0"G"  et  secundae  ductae  in  ^(G'G'+G"G"), 
obtines : 

(GG—G'G')(GG—G"G")aa  =  (G'G'-lXG"G"^l)^m'm'-^n'n', 
sive: 

■     (l-G'G'Xl-G'-G'')+Wm'^n'n' 
t^bj  aa  —         ^gg_ G'~G'XG G- G"G")  . 

Utrique  autem  ipsius  aa  valores  inventi  e  (26),  (27)  faeile  inter  se  conveniunt. 
Hac    ratione,    cognitis    ipsis    GG,   G'G',    G"G",    quadrata    coefficientiura 
quaesitarum  nanciscimur  per  formulas  sequentes: 

15* 
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(37) 


(Sg— «.)(e8— «)— «' 


(g'G'— «i)(g'8'— «)— i'f 

(g'g'-g"g")(g'e'— gg) 
(g"g"— »i)(g"g"— «)-  f  (' 


■  g'g') 


"(e"g"— gg)Cg"g"- 

(gg— »)(gg— 0— m'ro' 

'  (gg— g'g'Xgg— g"g") 
(g'g'— «)(g'g'— 0- 


"  (g'g'- 


■e"g")(g'e'— gg) 
')(g"g"-0-'»''»' 


-  (g"g"-ge)(g"g"- 

(Se— i)(gg— m)- 


(g  g— g'g')(gg— g"g") 

(g'S'— 0(g'g'— m)- 


"  (g'g'— g"g")(g'g'— gg) 

(g"g"— 0(g"g"— m)- 


(gg-f.')(gg-y")-gg 
(gg— g'g')(gg  — g"g") 
(g'e'-p')(g'g'-y")-g^ 

■  (g'g'— g"g")(g'g'— gg) 

(g"S"-p')(g"g"-y")-g} 

-  (g"g"— Gg)(e"g"— g'g') 

(gg-y")(gg-y)-.;'.;' 

■  (gg- 
(g'g'- 


g'g')(Sg  — g"g") 
p")(g'g'-p)-a'i;' 

(g'g'-e"ff")(g'g'-gg) 

(g"g"-y")(g"g"-y)-g'}' 
"   (g"g"-gg)(g"g"— g'g') 

(gg-y)(gg-y')-^"g" 

■     (gg— g'g')(gg— g"g") 

(S'g'-p)(g'g'-p')-i;"9" 

"    (g'g'— g"g")(g'g'— gg) 

(g"g"-p)(g"g"-p')-,,"," 

'  (e"e"-gg)(g"g"— g'g')  ■ 


(g"g"— gg)(g"g"— g'g') 

Uti  quantitatem  ff«  sub  alia  forma  (36)  exhibuimus,  ita  etiara  reliquis  formam 
simiiem  assignare  licet,  cui,  cum  in  promtu  sit,  supersedemus. 

His  inventie,  ipsas  cogfiicientes  quaesitas  per  extractionem  radicis  qtia- 
draticae  eruimus;  signa  autem  radicum  non  omnia  pro  arbitrio  assumere  licet. 
Videbimus  enim,  non  modo  äff,  sed  etiam  producta  ffjüf,  «^,  ope  ipsarum  (j(?, 
(?'(?',  G"G",  rationaliter  exprimi  posse,  unde  patet,  signo  unius  e  quantitatibus 
ff,  /?,  ;'  pro  arbitrio  assumto,  reliquarum  signa  determinata  esse. 

Producta  illa  aß,  ay,  ßy  eorumque  similia  ex  antecedentibus  facile  in- 
venimue.  Exempli  gratia,  ut  eruatur  productum  ßy,  eligimus  e  (7),  (24),  (25) 
sequentes  formulas: 

fl+        (j'/+  ff  =  0 

OQfl+G'G'ß'y'+0"a"ß''y"  =  t 
ßr     ,        ßV     ,  ß"v"     _~V-U' 

gg  '^     g'g'  ^        g"g"  AA      ' 

quarum  postremam,  cum  sit  A  ^  GG'G",  rursus  ita  exhibemus: 
G'g'G"e"ßr+G"G"GGß'/+GGG'G'ß"r"=  «'»'—  W. 
Qua  addita  primae  ductae  in  — GG(G'G'-i-G"G")  et  secundae  ductae  in  GG,  prodit: 
(gg— g'g')(gg-g"g")/)?  =  f  (gg— O+ro'»', 


ßr- 


l'(GG—l)+mV 
(gg— g'g')(gg-g"g")  ■ 
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Hac  ratione  sequens  nancisciiniir  formularuir 


(38) 


systema : 


(öö 

-e'S'XGG- 

a"a") 

—  B-G) 

-GG){G"G"- 
»'(Gg— »O-t 


-G'G') 


(GG— G'G'XSG-G"G") 
»'(G'G'-m)+«7' 


"  (G'G'— G"G")(G'G'— GG) 

m'(G"G"— ot)+«'Z' 

'  (_G"G"—OG)lG"G"—G'G'J 
n'(GG— »)+i'»i' 


(GG— G'G')(GG— G"G") 


«'|S'  = 


«"/' 


<.'CG'G'-.)+fr.' 


(G'G'— G"G")(G'6'- 
»'(G"G"— »)+;'» 


GG) 


"  (G"G"— GG)(G"G"— G'G') 


j(GG-p)+;';" 


(GG— G'G')(6G— G"G") 

j(G'g'-y)+g'}" 
(g'G'— g"g")(g'G'— GG) 

?(g"g"-p)+?'?" 

(g"g"— g  g)(G"g"- G'G') 

q\GO~p')+fq 

(Gg-g'g')(gg-G"G") 

g'(g'g'— y')+?"g 

(G'g'— G"g")(g'g'-GG) 

;'(G"g"-p')+}"g 
(g"g"-GG)(G"G"-G'G') 

;"(Gg-y")4-gj' 

"      "  "    -G"G") 


46'  = 


(GG— g'g')CGG- 

9"(g'g'— y")+<;g' 

(G'g'— G''G")(G'G'-GG) 

}"(G"G"-y")+w' 


(G"G"-gG)(G"G'""'— G'G') 
Ex  bis  formulis  videmus,  determinatis  signis  ipsaruin  «,  «',  «"  et  a,  i,  c,  reli- 
quarum  etiam  signa  determinata  esse.  Neque  dla  omnino  pro  arbitrio  assumere 
licet,  ubi,  ut  supra  fecimus  (10),  statuere  placet  e  ^  1,  e  ^  1;  quippe  quo  facto 
etiam  e  quantitatibus  «,  «',  «"  nee  non  e  quantitatibus  «,  Ä,  e  unius  Signum 
per  signa  duarum  reliquarum  determinatur. 

Adnotemus  adhuc,  quo  methodorura,  quibus  uti  licet,  varietas  demon- 
stretur,  omnia,  quae  ad  resolutionem  problematis  neccessaria  sint,  etiam  e  for- 
mulis (28)  peti  potuisse.  Eligamus  e.  g.  aequationes  tres  primas  alterius  sy- 
stematis,  quas  ita  exbibemus: 

0  =  (i— Gg)n,+  »',?+  m'y 

0=  »'a+(m— GG)?+  l'r 

0=  m'o+  r(f+(»-GG),, 

e  quibus,-  eliminatis  or,  /?,  /  per  regulas  notas,  primum  obtinemus: 
(i—GG)(m—GG)(7>—GG)—!'i'(!—GG)—m'm'(m—Gg)— »'«'(»— Gg)+2i'i»'i!'=0, 
quae  aequatio  cubica,  e  cuius  resolutione  GG  prodit,  eadem  est  atque  illa  supra 
inventa  (33).     Eadem  methodo  e  reliquis  formulis  (28)  inveniuntur  G'G\  (?"(?" 
eiusdem  aequationis  cubicae  radices  esse. 

Porro  ex  aequatione  secunda  et  tertia  sequuntur  proportiones: 
a:ß:-i=.ua:aß:ar  =  (m— GG)(»— GG)- fi' ;  J'rf— »'{»— GG) :  n't—m'im-GG); 
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e  tertia  et  ijrima: 

ß:r:a  =  ßß:ßy:ßa  =  (n—GGXl~GG)—m'm' :  m'-n'^VQ^G-G)  :  Vm'—n'(n^  GG)\ 
e  prima  et  secunda: 

y:a:ß  =  yr:ya:yß  =  (l—GG){m—GG)-n'n' :  n'l'^m'(m~^GG)  :  m'n'—V(l—GG). 
Unde  etiam: 

aa-.ßß-.r/  ^(j^~G<i){-n-GG)-n'  ■.(n—GG)(l-GG)-m'ra'  ■.Q—GGXw.—  GG)-n'n'. 
Jain  vero  est 

{m—GG)(n-GG)^(n-GG)(l-GG)^(l-GGXm—GG)—VV—m'm:-n'n' 
aequale  differentiali  expressioiiis 

=  ia,^GQXx—G'G')ix—G"G'% 
secundum  x  siirato,   siquidem  post  difFerentiationem  x  =  00  ponitur,    ideoque 
etiam  aequale  expressioni 

{GG—G'G'){GG—G"G"'). 
Unde,  cum  sit 

««+i3j3+}'j' =  1, 
ei'uimus ; 

_    (ßG^m){GG-n)-Vl' 

aa^  (^QG.^Q'Q'XGG-G"G"y 

quodcum(37)convemt;  eademque  ratione  etiam  reliquae  formulae  (37)  inveniuntur. 

Invento  aa,  e  proportionibus  assignatis  fit: 

nXGG-n)-^Vm' 

"P  ~  {GG—G'G'){GG-G"G")  ' 

quod  cum  (38)  convenit,  cuius  reliquae  formulae  eadem  metliodo  inveniri  possunt. 

15. 
Postquam    antecedeiitibus  completam  problematis  resolutionem  dedimus, 
sequentia    adiungamus ,    quibus    quaestio   nostra  haud  parum  illustratur,    eaque 
adeo  ad  problema  notum  et  tritum  de  indagatione  axium  principalium  super- 
ficiei  secundi  ordinis  revocatur. 

E    substitutionibus    enim    propositis  per  formulas    (13)  facile  probantur 
aequationes  sequentes: 

-^By   H-6V       ==  Gas  -^G'hs'  -hG"ca" 

■^B'y  -^C'z      =  Ga's^G'h's"  -i-G"c's" 

„  x+B"y-^C"z     =  <?a"s+(?'6"s'+G"c"s" 

^     ^  Av>-i-AW-hA"w"=^Gat-{-G'a'u+G"a"v 

Bw  +ßW+ß"«>"  =  Gßt  -i-G'ß'u  +G"ß"v 

Cw  +CV+C"w"  =  Gyt  -hG'y'w  -hG'Y'v, 
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ande  etiam  per  theorema  §.10: 

I  ^  GGss^G'G's's'+G"G"s"s", 

^^     I  (iAw+AW-hA"w'y+(Bw-hB'w'+B"wy-h(Cw+CW+C"w'y 
\  =^  GGtt^G'G'uu+G"G"vv, 

quas  aequationes  etiam  ita  repraesentare  licet: 

!lxx-\-myy-\-nzz  -\-2Vy  z^^m'zx  -{-2n'xy 
=  GGssA-G'G's's'+G"G"s"s" 
pww-\-p''U)'w'-\-p"ii>"w"+2qu)''u>"+2q'w"w+2q"iiJvy 
^  GGtt-hG'G'uu-{-G"G"vv. 
Quoties  vero  substitutiones  propoeitae  praeter  aequationes 
a!a!-\-yy+    zs     =  3s4-s's'+s"3" 
«jioH-wV-f-M'V  =  tt-\-uu-\-  vv 
etiam  aequationibus  (40)  sive  (41)  satisfacere  debent,  substitutiones  illae,  sicuti 
quantitatcs  GG,  G'G',  G"G"  determinatae  sunt.     Quod  cum  idem.sit,  ac  si  pro- 
poneretur,    ellipsoidas,    quae   ad   axes    coordinatarum    orthogonales  relatae  per 
aequationes  exprimuntur 

(^ie-\-By-hCsy+(_A'ä:-hB'y^C'zy'^(A"a!+B"y-hC"zy  =  KK 
{Aw^A'w'^Ä"w"y+{Bti}-\-B'w'^B"w"y-^(Cw^C'w'+C"v!"y  =  KE, 

ad  axes  principales  referre,  problema  ad  indagationem  axium  principalium  bi- 

narum  eliipsoidarum  revocatum  est,  quae  in  utraque  ellipsoida  fiunt  -^,  -^,  -^,-n 

et  quarum  situ  substitutiones  adhibendae  indicantur. 

Quo  melius  natura  et  situs  eUipsoidarum  perspiciatur,  adnotemus,  alterius 

tria  puncta  esse,  quorum  coordinatae  respective  sint,  posito  brevitatis  causa  K=  1, 

.    .         B'C"—B"C'        C'A"^C"A'       A'B"—A"B' 
primi:       -^ -,     ^ -,     —^ , 

,.      B"C^BC"         C"A—CA"        Ä"B—AB" 
secundi:    ——- 


tertu: 


A 
CA'— CA 


A  '  A  '  .  A  ' 

iisque  terminari  diametros  tres  inter  se  coniugatas,  quas  patet  perpendiculares 
esse  tribus  planis,  quae  aequationibus  definiuntur; 

Ax-^By-irCz  =  0,     A'x-hB'y+  C'z  =  0,     A"ie-\-B"y-i-C"z  =  0; 
alterius  superfieiei  tria  puncta  assignari  posse,  quorum  coordinatae  sunt, 
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pnmi: 
secundi : 


B'C 

-B"C' 

C'A"~C"A' 

A'B 

A 
-A"B' 

C"A  —  CA" 


A"B—AB" 


A 
AB'— A'B 

A 


A  '  A 

quibus  punctis  termmantur  diametri  superficiei  tres  intei"  se   coniugatae,    quas 
patet  perpendieulares  esse  planis: 

Aa+A'w'+A"w"  =  0,    Bw+B'w'+B"w"  =  0,     Cw-t-CW+O"«."  =  0. 
Unde  adeo  problema  revocatum  est  ad  indagationem  axium  principalium  super- 
ficieram,  quarum  diametri  tres  inter  se  coniugatae  dantur. 

Simili  modo  vel  etiam  e  (40)  —  (41)  per  theor'ema  §.  13  probantur 
aequationes: 

[(B'C"—B"C')ä:+(C'A"—C"A')g+(A'B"—A"B')2f 
H[(B"C  — ßC")a!+(C"4  —CA"  )s-+-(A"B  —AB")zf 
l-K-BC— B'C  )x+(CA'    —CA  )s+(AB'  —A'B  )z]' 

=  G'e'ff"S"ss+e"e"se!V+eee'evv', 

l(B'C"—B"C')w+(B"C—BC")w'+(BC'—B'C)iJ:"f 

+l(C'A"—  C"A')v,+(C"A—CA"^  w'+(CA'  —CA)«,"]' 

-+l(A'B"—A"B')w+(A"B—AB")w'~i-(_AB'—A'B)v^']' 

=  G'G'G"a"u-hG"G"BGuu+GGO'G'v<i, 

quibus  et  ipsis  aliarum  binarum  ellipsoidarum  continetur  reductio  ad  axes  earum 

principales, 

lam  transeamus  ad  problema  initio  propositum  de  transformatione  du- 
plicis  integralis,  cuius  solutionem  sine  calculo  de  quaestionibus  antecedentibus 
deducimus. 


(42) 


Problema   II. 
„Proponitur,  integrale  duplex  indefiiiitum 
/■  dtfdtp 

'  .4H-i?co9(p+6'8in9-f-(-i4'+ß'cos5p+Csiny)cosi/'+(,4"+ß"cos<f+6"'siii5p)9iii(^ 


per  substitutiones: 


a'cosi; — «"siaij 


K— HCOS); — a  sm»/ 


— J"co9  ^ — c'  'sin  &■ 
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transformare  in  hoc  simplicius 


dtjd» 


G — G'co&Tjcos^  —  Csinj^si 

16. 
In  formulis  §.  10  in  locum  quantitatum 

««'«■'     1  a         i 

ß      ß'      ß"    j  a'       ' 

Y    y     y"  I       «"    ' 

ponamus  respective: 

-iß      ß'      i 


gnante  i  quantitatem  imaginariam  | 
«a—  ßß  —  YY    ^      1 


(43) 


•'a"-ß'ß"-r't"   = 
K"a—  ß"ß  —  y"y    = 


11—  11 
ßl-  ß'l'  - 


-11 


-ß"l"  = 

aß-  a'ß'  -a"ß"  = 
ßY'-ß'Y  = 

ß"r-ßi"  =- 

ßl'-ß'l    =- 


1:  prodit  formularum  systema  sequens: 
bb—b'b'—b"b"  =—1 


-SV 

-b"c" 

= 

0 

—  c'a' 

—c"a' 

= 

0 

-JV 

—a"i' 

= 

0 

—  bb 

—  cc 

= 

: 

'—  b'b' 

—  c'c' 

= 

-1 

—b"b' 

—c"c" 

= 

-1 

-b'b" 

-  c'c" 

^ 

0 

—  b"b 

-c"c 

= 

0 

—  bb' 

—  cc' 

= 

0 

-  b'c 


a"ß-aß"   = 

aß'—a'ß    =      i"  ab'—  a'b   = 

a(ß'f'—ß"^)+ß(ya"—-/'a')+i{<i'ß"-a"ß') 
a{l'c"—  b"c')+a'{b"c—  bc")+a"(ba'  —  b'c) 
Quae  onmes  e  sex  primis  atriusque  systematis  sequuntur. 
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Ope  harum  formularum  nanciseimur  aequationes  identicas: 


(44) 


((«— a'coai) — «"siaij)" : 


-jS'cosi;  — (i"8in »;}'+()'  —  y'  cos  ^  —/'sin  lif 


\(a—b  COS&—C   sin&y  =  (a'—b' cos»—  c'siaif-y+(a"—b"co&i^-~c"sia»y, 
unde  simul  ponere  licet: 

ß — (?'cos^ — ß"siRfi 
a — a'cosij — a"siDij 
/— j''cosj;^)'"8iiii; 
l"'"^        a— (t'cos))— «"sim; 
E  quibus  naneiscimur  per  (43): 


(45) 


cosy  = 


cosi//  = 


—f>'  cos^ — c'  ain-i^ 
~b  cosi^ — c  sin^ä' 
—b"cosd- — c"smS- 
—b  cosJ- — c  aini*- 


(46) 


;'cos5p— /6 
a" — ^"cosy — /"siny  = 
unde 


1 


« — a  cos»; — a  sinjj 


K— «cos»; — «  smij 


(47) 


— acos); — a  sini) 

?'  cosy— /  sJBy 
J  C0S9 — /  siny 


S — ö'cosi/' — b"siRip  = 
c  —  c'cos^ — c"s{in^  ^ 


1 


a — bcosd-—  csin^ 

cos^ 
a—b  cos9 — c  sin■i^ 

sin^ 


sin»;  =  -  -  ■  ': 2: — '- — r-^ 

l  a  — -ß  C0S9) — y  smy 


cos5-  = r— -^- „  ■    ^ 

« — a'coaTp—a'^mip 

.    „ c — ■c'cos^l — c"s'milJ 

a — a'cosip — a"siDtp  ' 


quod  rursus  suppeditat  aequationes  identicas: 


(48) 


i(a—ßcos(f>  — Y  daq>y  ^  (a' — ß'costp  ■ — y'  sin <py-\-(a" — ß"cosgi — /'siay)' 


\(a — a'cQsip — a"sioyjy=(b — b'cos^i — b"siRipy-\-(<;  — c'  cosip — c"aini^)^, 
qua«  etiam  e  (43)  probantur. 

Formulas  (45),  (47)  etiam  e  formulis  (1),  (5)  primi  problematis  derivare 
licuisset,  praeter  mutationes  indicatas  posito  ibidem: 

xä:-\-  yy  -\-    zz     =  ss+s's'+s"s"  ^  0 
ww-i-ii>'w'-\-w"w"  ^  tt+uii-ir  vv    =0, 
atqae: 

y  .  s  .  .        \    w'  .  w" 

■^-  =  — tcosw,     —  =  — ismoi        ■ —  ^  — ^«cosü/,     —  =  —ismip 

—  =      icosrj,     — ■  =      mnij     j    —  =      icos»,     —-  =      isin». 

Pauca  adhuc,  quae  ad  substitationum  propositarum  naturam  pertinent,  adüciamus, 
quod  in  altera  fecisse  sufficiat, 

E  formulis  (45),  advocatis  (43),  brevitatis  causa  posito 
(49)  ßß+Y7  ==  a'a'+a"a"  =  aa—1  =  6S, 
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sequitur: 

(50) 

8cosw-\-Ysmw  =  — — ,    ■       ■  ■  ■  „  . 

1-       y      '       r            «— a'cosij— «"sinj; 

^  .                 a'simj— «"cosij 

j-cosöJ— Ssincp  = j—' ,,  .'■■  ■, 

'      '^       '        a — c'cosjj — «"sini; ' 

unde,  posito 
(51) 

(ß  =  Sco8<F',       a'  =^cosi;', 

l)-  =  Jamy',        «"=:  rfsiiiij'. 

aequationes  (50) 

in 

has  abeunt: 

(52) 


in(<p'— 5P)  -- 


am(7|— V) 


-rfcos(ij — j;')   ' 
quibus  addi  possunt,  quae  facüe  sequuntur, 

i,  /  (       N      /       IN    lH-cos()j— »') 

l_o„s(y  -»)  =  ("-■')  „-JcoK,-,') 
l+o.<.f'-rt  =  (<.+^)    l-c.s(,^,') 
^^         *'  ^  -"    c_tfcOB(lj— 1)') 

taBg-i(9)'— y)tang^()j— »;')  =  «— .?, 
quarum  postrema  anguli  tj,  <p  alter  ex  altero  facile  computantur;   e  qua  etiam 
patet,  quod  in  introduetione  diximus,  substitutioni  Uli  formam  creari  posse: 
m+Mtang-i^ 
l+jittang^ 
Ceterum  ponere  licet: 

(54)  a  =  secC,     S  =  tang£,     a~d=  tangCiö"— K)- 

E  (52)  fit: 

ß — KCosy'cos(i^ — i^')H-smy'sin(t;- — if) 

^  a — a'cosij — «"sini/ 

__   y — asiay'co3(j/ — );') — cos y'3in(i) —-);') 


c — (tcosij — a  smi; 
quibus  compai-atis  cum  (45),  prodit: 

Iß'  =  «cosy'cosjj'-t-siny'sinij' 
j*'  ^  asiny'cosij' — cosy'sio»;' 
/"  =  asiny'sinij'+cosy'cos);', 
quae  lunctae  (51)  monstrant,  quomodo  coefficientes  illae  novem  substitutionis, 
qua   utimur,    per   quantitates  tres  a,   <p\  rl  exprimantur.      Observo  porro,    in 
ellipsi,  cuius  excentricitas  =  —  =  sin,C,  designare  posse  angulos  ri—if  anomaliam 
excentricam,  <f-\-n — <f'  anomaliam  veram. 

16* 
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Differentiata  prima  ex  aequationibus  (46),  obtinemus: 

(S  &\ü<p^y   coswydw  =-; -. — ' — ■ — ,,  .'    .,  -a« 

^        '  '^   '         (a — « cosij— a  smij)'      ' 

,  ,  ,     ,        ,,         ,  ,  ccos^ — Äsin^ 

{a'smip — a  cosip)dip  = 

unde,  cum  sit 


a — a  cosi^- — a   smij 

,  .     ,        ,,  CGOsd- — fisin^ 

a'smi^— «"cos(/'  = r -~ ^— -, 

^  ^        a—ocmd- — csm& 

prodit: 

(56)  dq^  =  ,        ^"^        „    ■ ,  d,p  =  ^-4?^ r^- 

^    '  ß — a  cos»;— tt  sini;  ^        a — ocosi) — csm-fl- 

Observo  porro,   eam  esse  naturam  coßfficientium  substitutionum  propositarum, 
aliter  valeat 


T  h  e  0  r  e  m  a  , 

„datis  aequationibus 

»  = 

ß-lfB'-ßV 

a'~Vu-c', 

a— oV— o"." 

"         „_s„_,  „ 

«- 

o-o's'-o"." 

„        a"—h"u—c"v 

fieri  vice  versa: 

, 

„'-ß'g-fz 

h—b'w'—b"a" 

a^ßy-rs 

a—a'w'—a"w" 

=" 

""-fy-y"' 

c— »'»'—«"»" 

a—ßy—yz        i  a—a'w'—a' 

(a^ßy—yz)    («-«V-a'V)  =  1 
(a^a'tv' — a"w")(fi- — hu —  cv)    =1, 
simulque 


porro  fieri,  quae    sunt  inter   differentialia  partialia  relationes  memo- 
rabiles: 

dy       dz  dy        Bz     1 

ös'     ds"         ds"     ds'  (ff — ct's'—a"s"y 

dw'    dw"         dw'    dw"    1  (^ 

du      dv  dv    -du  (a — bu~cvy 
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Jam  ad  eas  venimus  relationes,  quae  inter  cogfficientes  substitutionum 
propositarum  locum  habere  debeiit,  ut  transformatio  integralis  duplicis  indicata 
succedat. 

17. 

Quem  in  finem  in  fonnulis  §.11  in  locum  quantitatum ,  quae  ex- 
pressionem  transformandam  afficiunt, 


C, 


C, 


C" 


lamus  sequentes: 

Ä,    iB,    iC,    iÄ',    —B',    —C",    iA",    — 

quibiis  rursiis  i  =  V— 1.     Quo  facto,  ubi  etiani,  uti 

niTntiii' 

ILLilljLI.1 

ia',    ia",     —iß,     —iy;    ib,    ic,    —ia', 

■mulae  (12)  in  has  abeant: 

A   =Ga<i-&Vb  -GW 

—B   =  Gßa  —G'ß'b  —e"ß"c 

— c  —  ffro  — eys  —a'Y'c 

—A'  =  Gaa'  —Q'a'V  —G-"a"</ 

(67) 

B'  =  Oßa'  —O'ßV  — G"/)'V 

c  =Gy«'— öys'  — s'yv 

—A"  =  ffo«"— GVS"— G'W 

B"  =  Bß«:'-0'ß'l/'-G"ß"c" 

C"  =  &ia"—G'fb"—G'Yc" 

quibus    aequationibus    novem    iunctis    aequationibus    duodecim,    a    quibus    for- 

mulae  (43)  pendent,  octodecim   coSfficientes   substitutionum   et  tres  quantitates 

G,  G\  G"  determinantur. 

Ope  aequationupi  (57),  adhibitis  formulis  (46),  prodit  aequatio: 
M+-Bcosy-l-Csiny+(^'-H-B'cos5p-i-6"siny)Gosi/(-|-(jl"+ß"cosy-i-(7"siny)sin^ 

(58)        )  _  G — G'cosijcos*— G"sin7;siii> 


L  (ß — a'costj — a"s\ürj)(a — icoa^- 

unde  e  (56)  obtinemus  transformationem  quaesltam: 

IJ    A  -i_RiiAsni-l-^'«iTi«j-l-^/l'-l-R'c.n>im-l 

(69) 


-csm-!t)  ' 


I  A-\-Bc(js(fi-hCtiiii<p-\ 


Aequationem  (58)  eadeii 
derivare  licet. 


J  G  —  G'cosijcos^ — G"sm'»iBm-3- 
,  quam  supra  iiidicavimus,  ratione  etiani  e  formula  (11) 


is9)-l-6"sm5p)cosi/'+(-4"+£"cosy-|-C"siny 
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Occasione  data,  adnotemus  transformationem  memorabilem  integralis  qua- 
druplicis,  quae  prorsus  eodem  modo  succedit.  E  theoremate  enim  paragraphi 
antecedentis  facile  probatur  sequens 

Tlieorema, 
„designantibus  quantitatibus    «,  ß  etc.,    G,  G',  G"  idem,    quod  in  ante- 
cedentibus,  posito 

-b'u- 


Y—fs'—Y"s" 


fieri 


a"- — b"u — c"* 


/   (l-,'-2>)Cl- 


d^dsdw'dw" 


ds'ds"dudv 


C'e)w'+(A"+B")+C"l)«,"] 


J  (i-,v-,"»")(i-«,.-,,)[e_ffs'«-(j",".]  ■ 

Quod  adnotare  sufficiat. 

Jam  relationes  coUigamus  praecipuas  inter  quantitates  quaesitas  et  dat^, 
quae  e  (43)  et  (57),  quibus  i]]ae  determmantur,  sequuntur.  Quas  omnes  e  pro- 
blemate  antecedente,  factis,  quas  indicavimus,  mutationibus,  sine  calculo  de- 
suinere  licet. 

18. 

Primum  e  formulis  (13)  deiivamus  sequentes,  quibus  coSfficientes  utrius- 
que  substitutionis  alterae  per  alteras,  cognitis  ipsis  G,  G' ,  ö",  lineariter  expri- 


— e 

O'b 
-G'i' 

G"e 


A  a  +B  ß  +C  y 
A'  ti  +B'  ß  +Cy 
A"a  +B"ß  +C", 
A  a'+B  ß'+C  / 
A'  a'  +B'  ß'  -l-C  / 
A"a'  ~tB"ß'  +C'f 
A  a"+B  ß"+C  f 
A'  a"+B'  ß"+C'  r" 
■'  —  A"a"+B"ß"^C'Y 


G  a 
-Gß 
-Gy 

G'a' 
-G'ß' 
-G'-/ 

G"a' 
-G"ß" 


=  Aa+A:a'+A:'a" 
=  Ba+B'a'~\-B"<," 
=  Ca  +Ca'+C"a" 
=  Ab+A'i'+A"b" 
=  Bb+B'b'+B"W' 
=  Cl+C'b'+C"b" 
=  Ac'VA'c'-i-A"c" 
=  Bc+B'c'+B'V 


In  formulis  §.  13  praeter  mutationes  indicatas  loco 
ponantur 


-G"y"  =  Cc  +CV-hC'V". 
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=  AA—BB  —C  C 

=  A'A'—B'B-~C'C' 
=  A"A"—B"B"—C"C" 
=  A'  A"^B'  B"^C'  C" 
=  A"A  —B"B  —C"C 
=  Ä  Ä'—B  B'—C  C. 

G  Q  a   =  j>a+q"a'-^q'a" 
-G  G  a'  ^q"a-\-p'a'-\-qa" 
^G  G  a"=  q'a  -+-  qa'  -hp"a" 
G'G'h   =jpb  -^ql'b'-\-q'h" 
-G'  G'  b'  =  q"b-hp'b'  -hqb" 
-G'  G'  b"  =  q'b  -hqb'  -^-p"b" 
G"G"o  =fc  +j'V+2'c" 
G"G"c'  =q"c-^p'c'  -^qc" 
-G"G"c"^=q'c  -irqc'  +p"c". 
i  memoratu  dignae  sunt,  alias  varias 
vel  etiam  e  problemate  antecedente 
I  promtu  sint,  supersedemus. 
!  theoremate  §.13  proposito  fluit 

Theorem  a. 

„E    qualibet    formularum    inventarum    derivari  potest  altera  ei 
respondens,  si  in  locum  quantitatum 

A,         B,  C, 

A',     b:,      c; 

A",        B",         C", 
G,  G',         G" 

substituuntur  respective  sequentes: 

B'C"—B"C'  CA"— CA'  A'B"~A"B' 


i=aa—a:a:—a"ä' 

r 

m=BB—SB'—B"B" 

?' 

(61) 

n=  CC~-C'C'-C"C" 

f" 

l'  =  BC—B'C'—B"C" 

i 

m'=CA-C'Ä'-C"A" 

}• 

n'  =  AB—A'B'—A"B" 

4" 

Quibus  positis,  e  formulis  (28)  obtinemus: 

G  G  a    =    la  -^n'ß  -hm'y 

-~G  G  ß    =  n'a  -i-mß  +  ly 

— 

-G  Gr    =m'a+Vß  +  nr 

— 

G'  G'  a'  =    la'  +n'ß'  -hm'y' 

(62) 

-G'O'ß'   =  n'a:+mß'+  l'f 
-e'S'/   =m'a'+l'ß'+nr' 
G"G"a"  =    la"+n'ß"+m'y" 
—G"G"ß"=^  n'a"^mß"+  l'y" 
-G"G"y"  =  «•■«"+  l'ß"+  nf 

- 

Formulis  (57),  (60),  (62),  quae  prae  ceteris 

addere  licet,  quae  ex  illis  facile  sequuntur. 

derivari  possuiit.     Quibus  apponendis,  cum 

A 

ddimus  theorema  sequens,  quo 

1  e 

A 

A 

A 

B"C—BC" 

C"A—CA" 

A"B—AB" 

A 

A 

A 

BC'—B'C 

CA'^C'A 

AB'-A'B 

A 

A 

A 

1 

e' 

1 
G" 

1 
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unde   e.  g.   etiam   pro  A    ponendum    -r-     Quod   patet  reciprocum  esse, 
id  est,  ubi  illa  in  haec  abeant,  simul  etiam  haec  in  illa  mutari." 
Designamus  autem  rursus  per  A  expressionem : 

A  ^A(B'C"—B"C'')+B(C'A"—C"A')-hC(A'B"—A"B'). 
quae  per  mutationes  iiidicatas  immutata  manet,  unde  etiam  in  hac  quaestione: 

(63)  A  =  GG'G". 

Ope  theoreinatis  propositi  e  formulis  (57),  (59),  (60),  (62)  statim  alia  formu- 
larum  systemata  derivare  licet.     Ita  videmus,  posito: 

P  =  B'C"'—B"C'—(C"A"—C"A')co&q,  —  (A'B"—A"B'yini}) 

—  [B"C—BC"  —  (C"A—CA")cosy—(A"B—AB")sm<p]cosip 

—  [BC'—B'C  ^(CA'  —CA  )co&tp-(AB'-—A'B  )siQy]sini/', 

sequi  e  (59)  haue: 

fd^d^  ^  r drjdd- 

^  ^  J       P  J    G'G"—G"Gcos'iicos^^GG'siQ7j&mD-  ' 

Simili  modo  per  theorema  idem  e  theoremate  paragraphi  antecedentis  alterius 
integralis  quadruplicis  transformationem  obtinemus,  Jam  ipsos  incognitarum 
valores  adstruamus. 

19. 

E  formulis  §.  14  sequitur,   GG,  G'G',  G"G"  esse  radices  diversas  aequa^ 
tionis  cubicae  sequentis: 

-ie''[AA—BB—CC—A'A'+B'B'+C'C'—A"A"+B"B"-j-C"C"] 

(      (B'C"—B"Cy—(C'A''—C"A'y—(iA'B"~A"B'y\ 

(65)  -hxl  —{B"C  —Bü"  y-\-(C"A  —  CA"  y+{A"B  —AB"  y  \ 

\—{BC'  —B'C  y+(CA'  —CA  y-h(AB'  —A'B  y] 

—  [A(B'C"—B"C)+B(CA"-  C'A')-hCXA'B"—A"B')f  =  0, 

quam  etiam  bis  binis  modis  repraesentare  licet: 

K^— 0(«+'™)(^-i-»i  )—l'l'(x—l)-+-m'm'(ai-{-m)-\-n'n'(ä:+n  )  —  2l'm'n'  =  0 
\(x—p)(x-\-p'X'^-hp")—qqix—p)-V-q'q'  (x-^p')-^q"q''('«-\-l>")—2qq'q"  =  0. 
Inventis   GG,    G'G',    G"G",    nancisceris  quadrata    coefficientium   substitutionum 
qaaesitarum  per  formulas  sequentes: 
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(67) 


(ea+m)(ge+«)— jT 


fß' 


(GG—0'G')(GO—G"G") 
(G'G'+mXG'G'+ny 


'   (G'G'—0"G")(G'G'—GG) 
{G"G"+m)(G"G"+n)-  tl 


'  iG"a"- 
jGG^ 


{(JU- 
(g'g'- 


0  0)(0"G"- 
i}(GG~l)^ 


G'G') 


'  (G'G'- 

(e"e"H 


0'0'XOO—G"G") 
-n)(G'G'—l)- 


G"G"XG'G'~Gg) 
n)(G"0"~t)+m' 


'  (g"«"— ee)(G"G"— CS') 
_    (Gg— i)(ee+m)+«'..' 

(ge— g'G')(GG— G"®") 
(g'g'— 0(g'G'+m)+>i'»' 
(g'g'—  g"g"Xg'g'~  g  6) 
(G"g"— 0(g"g"+»»)+«V 


(GG+p'XGG+p")-^q 
(GG—G'G'XGB—G"G") 
(g'G'+p')(g'g'+p")— 9} 
(G'G'~G"G")(G'S'— GS) 
_  (g"g"+p')(g"g"+p")— }; 
(g"G"-SSy(S''G''— S'g') 
,  _  _(fiG+£)(GG--p)+jM_ 
(gg— g'G')(gg  — Ö"G") 
(g'G'+p")(G'G'-y)+}'}' 

—  (G'0'-G"G"XG'G'—aG) 

—  (S"g"+p")(g"g"— rt+?'}' 
■■CG"G"— GG)(S"g"— g'g') 

(gS-y)(GG+p')+j"^" 


S"J" 


"  (g"g"— gg)Cg"g"— g'g') 

Producta  porro  sequentia,  cognitis  ipsis  (?(?,  (?'(?', 

i'(Sg-0+. 


(68) 


/<!• 


«',9' 


(gg— S'G')(gS- 

f(G'g'— 0+»i'. 
(g'G'— g"g")(g'g'- 
i'(g"g"— i)+m 


■0"G") 
■GOT 


'  (G"G"— Gg)(G"G"— G'G') 
»■'(GG+m)-»'f 

^  (SG-S'G')"(gg-g"g") 
m'(S'g'+m)— »'f 


(g'S'-S''S")(g'g' 

rf(g"g"+m)- 

(G"G" 


-GS) 


n'/' 


G"G)(g"g"— G'G') 
ii'(gg+n) 


—  i'6"  = 


(G  G— S'S')(g  g—  g"S") 
«'(G'g'+w)— /'jw' 


(G'g'-g"g")(g'g'_SS) 
n'(G"G"+n)—l'm' 


'     (gS— G'g')(gg-g"g") 
(g'g'-y)(g'g'+p')+;"<," 
'    (g'g'— Ö"S")(g'g'— gg) 

(g"g"-p)(g"g"+p')+;";" 
■   (g"g"—gg)(g"g"— G'G')  ■ 
G"G",  rationaliter  eruuntur: 

}(GS— p)+j'g" 
(gg— G'G')(Gg— G"G") 

q(G'G'^p)~l-q'q" 

(G'G'— g"  g")(G' G'— G  G) 

j(G"g"— y)+}'j" 
(g"G"- G  G)(g"g"- g'g') 
c/iGG+^)—q"q       _ 
(GG-g'g')(gg— G"G") 

'tiG'G'+p')—q"q 

(S'S'— G"G")(S'G'— SS) 

?'(S"G"+p')— }"; 
(G"G"— GG)(G"g"— g'G') 
q"{GG+r")-qq'        __ 
(GG—  G'g')(gg-  g"G'0 
_       q"(G'G'+p")—qq' 
(G'S'- 


-gg) 


■^         (G"G"— gg)(g"g"— g'G') 
in  locum  formularum  (67)  etiam  has  substituere 

(       _  (i-  G'G')(i-  g"g")— »i'W— »' 
(69)  °°  (GS-S'G')(gg— g"G") 


-g"g")(G'G'- 

;"(G"G"+p")- 

(g"g"— gG)(G"g"— g'G')  " 


1£L 
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B  (67)  ipsae  coöfficientes  quaesitae  per  extractionem  radicis  quadraticae 
proveniunt;  signa  ipsarum  «,  «',  a,  b  pro  arbitrio  assuml  possunt,  quibus  deinde 
reliquarum  signa  determinantar  per  (68),  advocatis  aequationibus : 

a{ßY-ß"y')-^ßir'<^"~r"a')-^y{a'ß"—a"ß')  =  1 

a(b'c" —b"c')  -i-a'(b"c^bc")-ha"(bc'~b'c)     =  1. 

Cognitis  coSfficientlbus  substitutionum,    ipsae  <?,  G',  G"  rationaliter  ex- 
primuntur  ope  formularum  (60),  unde  de  signis  ipsarum   G,  G',  G"  nihil  arbi- 
trarii  restat.      Quarum  insuper  una  e  reliquis    determinatur  per  aequationem : 
G(?'G"  =  A. 


Allatis,  qiiae  problematis  propositi  resoliitionem  completam  concemunt, 
adiungimus,  quae  sequuntur. 

E  formulis  (45),  (60)  facile  fluunt  sequentes: 


(70) 


A  +ß  cosy  -rC  sioy  = 
A'  -\-B'  costp-^C  äJQif  ^= 
A"-hB"cos^-i-C"sm<p  = 
A  -{-A'  c()sip^A"s.m^  = 
B  -f-B'cosi// 
C  -JrC  cos  <p-i-C" sin  <p  = 


Ga —  <t'6cos)j —  G"csm  rj 


«-»■cos,- 

a"s 

J"i 

Sa 

—  S'i'cos,- 

-G 

"'«"1 

u—a'cmTj— 

a"ä 

n, 

So 

-e'i"co.. 

-G 

Vsinjj 

a—a'm&rj^ 

a". 

mj 

Sa 

—  G'tt'costf- 

-s- 

«"sin* 

a— 6cos^- 

csi 

^ 

Gß 

—  G'^'cos-^- 

-G' 

^"sin* 

'sio ip  = ,    ■  ■^'    ■ — ^-5— 

a — bcos-ü-^csmif 

a—bGOsi)-—csinif- 


unde  e  (43): 


(71) 


(A'\~Bcosg:'+-Cäinff)' — (A'  -\-B'coaip-i-C'siTiqiy — (^"-|-S"cosy-t-C"siny)' 
^    GG—G'G'cos'ri—G"G"äm'n 
(ff^a'cosi; — a"sini;)^  ' 

(A-{-A'tostp-hA"sinxpy — (ß-|-ß'cosi//+B"siii(/;)^ — (C-\-C'c()8tp-{-C"s'mipy 
GG  ~  G' G' cos' -d— G"G"sm'i>- 


(a  — ficos-y'— 


formulae,  cum  sit 


dip  = 


—bcosi)- — csin^  ' 
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;uppeditant: 

f* ___^ ^ 

/(^H-ßcosy  +  CsiDy)'— (^'H-jy'cosy+Z/siny)'— (^"H-ß"cos^+C"siny)^ 

J  YG  G—  G'G'ca^hi—  G"G"lm'ti 


d^, 


^/{Ä-^A'cm1p^Ä"syü.\pf^{B'^-B'(iQ9:^p-\-B"'äu^>y — (6'+6"cost//-f-6"'sini/')' 

_  r  _    di>_ 

~J  yGG—G'G~'cos'-!)-^G"G" sin'»  ' 

quae  iDtegralia  etiam  hiinc  in  modum  repraesentare  licet: 

r tfy  

J  yi~i-mcos''^-i-ns'nx^^-i-2l'cosg>smif-i-^m'aiD.(p-\-2fi'cos(fi 

Utraqiie  videmus  per  (72)  in  eiusdem  formae  integralia  traiisformari,  quae  non- 
nisi  limitibus  inter  se  differre  possunt. 

His  addimus  considerationes  sequentes,  quibus  theoreniatum  inventorum 
insignem  confiniiationem  nanciscimur. 

Sit  brevitatis  causa 

ß  =  A-\-Bco&fp'\-C  sin(jp+C^'+-B'cos<p-HC"  siny)cosi/>+(-d"+B"cos(f +  f7"sjny)sini// 
=  A-\-A'c(i%ip-\-Ä"fimip-]-{B -^-B'cos^p-\-B"s\a1f)coäep -\-{C  +6"  cosi/'-4-C"sini//)3iny; 

proposita  aeqaatione 
eruitui": 
-^-    =  — (j5H-B'cosi/'4-ß"siiii/')siü5)+(C-4-6"cosi//H-C"aiii^)cosy 

=  l/(ß+ß'cos  ip-\-B"  sm  lpy-\-(C-\-0'coä^}-{-C"s\a^)y—{A-^Äc<is^)^A"&\a  xpy 
-TT—  =  --{A'^B'cmg>-\-C'sm(p)sya.^l+{A"-\-B"cos^p-\-C"äva<f)cüs\p 

=  y(-d'+ß'cos5pH-6"sioy)'+(.d"--!-Ö"cos5p-|-C"siD5p)'^(jl-hScosy+Csiny)*. 
DiÖ'ei'entiata  autein  aequatione  i?  ^  0,  prodit: 


sive  ex  antecedentibui 


17* 
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y(Ä'-\-B'cosi;!']-C"sinify-\-(A"-i-B"cos<f+C"smqi)''—(A-\-Bcos^-^Csm(py 
dip 


}'(B-\-B'cmip-hB"siinpy+(C-\-C'coaip-\-0"smipy—(A-\-A'co»fp-^-Ä"smipy 
Cuius  aequationis  diftereiitialis  integrale  est  aequatio,  e  cuins  illa  difFerentiatione 
nata  est,  B  =  0,  et  facile  patet,  integrale  esee  completum. 

Eodem  modo,  proposita  aequatioiie 

G — G'costjcos^—  G"miiijsmi)-  =  0, 
fit  differentiando: 

(i-n  ^ <^^  ^  0 . 

G'cosijsini*'— G"sinijcos>         G'sintjcosil  —  G"coajjsin^  ' 

ex  aequatione  autein  proposita  sequitiir: 


ö'cosjjsin-ä- — G"Miiujcosd'  ^  yG'ff'cos'ij  +G"G"slii'jj — GG 
G'sin  ij  C09-3-—  G"cosjj  sin  ■?  =  yG'G'cos^^+G"G"sm^— GG, 
unde  aequatio  differentiaUs  fit: 


yG^"'cos')j  +  G"G"sin')j— GG         VG'G'cos^^4-G"G"sii?»— GG 
cuius  igitur  integrale  est: 

G  — G'cosT^cos^— G"sm»;sin*  =  0, 
et  facile  probatur  integrale  completum  esse.  Jam  quoties  per  certas  quasdam 
substitutiones  aequatio  differentialis  proposita  in  alteram  abit,  per  easdem  etiam 
integralia  earum  completa  in  se  invicem  abire  debent,  et  vice  versa.  Videmus 
autem  per  (72),  aequationes  illas  differentiales,  adbibltis  substitutionibus  nostris, 
in  se  invicem  abire;   per  easdem  igitur  aequatio  /?  =  0  in  hanc  mutari  debet: 

G — G'cosijcos^ — G"simjsini*'  =  0, 
quod   e  (58)  fieri  patet. 

Alterum,  quod  adnotare  placet,  hoc  est.     E  formuia  (53) 

tang-4C5p'— (p)tangi(ij— )jO  =  «— "^ 
sequitur,  angiilos  ^(^ — y*'),  4"('J~*?')  eodem  semper   tempore  crescere   vel  de- 
cr^cere,   atque  utrumque  simul  quantitate  n  augeri,  ideoque  ipsos  y,  i]  simul 
quantitate  2n  augeri.     Idem  de  angulis  j/j,  d-  valet.     Hinc  fit  e  (59): 
if,   ry+"' du,       f,  f^^'''  d» 


G—G'cos  ij  cos-3' —  G"  siiujsin  y 
J      J  ^  R         J      J  ^  G  —  G'cosijcos  y-  —  G"  simj  sin  ■& 


''''     <■    .-^ 
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E  notis  aiitem  calculi  integralis  praeceptis  fit: 


y(A-\-Bcoä(p-\-Csm^y'—(A'+B'cos<f+C"sm<fy—{A"-\-B"cos^-\-C"s\n- 
"  d<p 
"R 


27rJ„ 


]/(A-hA'coäi/j-^A''sm>py—(B-\-B'coiitf<-\-B''amipy—{C-i-C'cos^-i-C''iAuiljy 

J_  /■*"+'" d» 1 

2/rJs        G— G'cos^cosij— ff"sinj;Biii^  ^  y"GG— G'G'cos'ij— G"G"sinV;  ' 
dij 


1  /■ 


G— G'cosijcosJ-— G"siiii)sm^         -\/GG^G'G'coä'i}—G"G"sni^» 
Quibiiö    substitutis    in  (73)    formulae    (72)  proveniunt,    quas    igitur  ambas  via 
maxime  directa  de  unica  (59)  decurrere  videmus. 

Ut  integrale  duplex  propositum  respectu  utriusque  anguli  y,  i^  per  totam 
periphei'iam  extendi  possit,  expressio  It  pro  nullo  valore  reali  ipsorum  (p,  yj 
evanescere  debet,  quo  casu  substitutiones  nostras  semper  reales  fieri,  a  priori 
in  introductione  comprobatimi  est. 

Per  transformationem  binorum  integralium  simplicium,  quam  formulae 
(72)  suppeditant,  substitutiones  propositae  omnino  detenninatae  sunt,  unde  trans- 
formatio  integralis  duplicis  ad  illorum  transformationem  revocatur,.  quod  est 
problema  notum. 

Quemadmodum  per  theorema  §.18  de  transformatione  integralis  duplicis 
propositi  alterius  integralis  duplicis  transformationem  deduxiraus,  ita  etiam  de 
formulis  (72)  binorum  aliorum  integralium  simplicium  transformationem  derivare 
licet,  quam  in  introductione  adstruximus. 

Eadem  ratione,  qua  formulae  (72)  demonstrantur,   compi'obatur  sequens 

T  b  e  o  r  e  m  ä. 
„Posito 

"        a—a's'—a"s' 

y  — yV— r'V  _____ 

—  a_a's'_«'V'  ■"    —   a  —bt 

designantibus  cogffieientibus  a,  ß  etc.  idem  atque  in  antecedentibus,  fit: 
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f  dyds 


-I-, 


(GG—G'G's's'^G"G"s"s")yT^ 
dw'dw" 


J   [(Ä-i~A'w--\-A'\v"y^(B-hB'w'-hB"w"y—(C^C'w'-hC"w")']]/l^w''^w"' 

r  dudv 

~  J  (GG—G'G'uu^G"G"vv)yi~uu^^  ' 
quae   integralia  duplicia,    adhibitis  (61),    etiam   hunc  in  modum   exhi- 
bere  licet: 

r dydz     


J  (l-{-myi/-^mz-{-2l'ys-\-2m'z-+-2n'y)yi — yy—zz 

/dw'dw" 
(p-\-p'v>'w'-i-p"w"w"-{-2qw'v!"-\~2q'w"-i-2q"io')yi~'w'w'—ic"'w" 

TJtraque  videmus,  uti  integralia  (72),  in  eiusdem  omnino  formae  inte- 
gralia transformari,  quae  non  nisi  limitibus  inter  se  differre  possunt." 

Per  theorema  §.  18  ex  hoc  theoremate  duorum  aliorum  integralium  du- 
plicium  transformationem  derivare  licet,  quibus  adscribendis  supersedemus. 

Dedimus  antecedentibus  solutionem  problematis  propositi  completam; 
simul  demonstravimus,  eandem  analysin,  qua  ad  solutionem  illam  usi  sumus, 
problemata  maxime  diversa  amplecti,  duorum  integralium  quadruplicium ,  sex 
integralium  duplicium,  quatuor  integralium  simplicium  transformationem. 

His  alias  paucas  annectimus  observationes,  quae  cum  maxime  ad  quae- 
stiones  cognatas  pertineant,  et  bas  nostras  quaestiones  aliquantuium  illustrare 
credimus. 

21. 

Quaestiones  antecedentes  solutionem  completam  continent  problematis, 
ad  quod  adeo  problema  propositum  revoeatur,  integrale 

r     ■     ^  <i9 

J   y/,'^-mcoV^qi-\-nMa'qi-h2l'coag)mü^-\-2m'sm(p-h2n'cosif 
per  substitutioiies 

__    ß—ß'costj — ß"s\ni] 
a — ^ß'oosij— a"sin)j 

Y  —  y'coatj — ^''^ni; 

a — k'cosi) — a"smij 
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transformare  in  hoc  simplieiiis 

r '^v  _         . 

inveniuntur  enim  L,  M,  N  ut  radices  aequationis  cubicae  (66);  quibus  inventis 
e  (67),  (68)  coefficientes  aubstitutionis  adhibitae  determinantur. 

Observare    convenit,    per    substitutionem  eiusdem  forinae  integrale  ülud 
etiam  in  hanc  formam  transformari  posse: 

J  YL — i/cosjj  ' 
quod  quibusdam  casibus  non  sine    usu  fit.     Transformationem  illam,   in  intro- 
ductione  probavimus,  realem  in  modum  succedere,  quoties  expressio  sub  radicali 

l-'rincos^q>-i~nsm^^-\-2l'cosg)sm^-\-2m'smq)-l-2n'cosy 
aut  pro  nullo  valore  reali  aut  pro  quatuor  valoribus  realibus  angidi  <f  evanescat. 
Hanc  autem  transformationem  realem  in  modum  succedere,   probatur,   qiioties 
expressio   illa  aüt  pro  nullo  aut  pro  duobus  tantum  valoribus  realibus  anguli 
evanescat. 

22. 
PoiTO  vi<limus  antecedentibus,  transformationem  Ulam  convenire  cum 
problemate  geometrico  de  axibus  principalibus  superficiei  secundi  ordinis  investi- 
gandis.  Quo  utriusque  problematis  consensu  fit  quidem,  at  utrique  idem  sit 
calculi  decursLis,  eadem,  levi  mutatione  facta,  expressionum  analyticarum,  quibus 
incognitae  exhibentur,  fonnatio;  quae  tarnen  ea  est  mutatio,  ut  nullo  modo 
valores  numerici  incognitarum  alterius  problematis  ex  altero  desumi  possint, 
cum  adeo,  quae  in  altero  reales  sunt,  quantitates,  in  altero  imaginariae  existant. 
Aliud  autem  exstat  problema  geometricum,  quod  analytice  tractatum  cum  illo 
ita  convenit,  ut  nulla  omnino  mutatione  facta,  eadem  analysis,  eaedem  formulae 
utrumque  absolvant,  iidem  incognitarum  valores  prodeant.  Quod  problema,  e 
perspectiva  sive  proiectione  centrali  petitum,  hoc  est: 

„datis    in    eodem    piano  duabus    sectionibus  conicis,    determinare 
„situm  oculi  (centri  proiectionis)   et  tabulae  (plani,  in  quod  pro- 
„iicitur),   ut  sectiones  conicae   proiectae  fiant  eoncentricae  atque 
„insuper  altera  circulus." 
Simifi  modo  altero  problemati  de  transformando   integrali  proposito  in  formam 

J   ]/// — jI/cosjj 
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respondet  problema  geometricum  hoc: 

„datis    in    eodem    piano    duabus  sectionibus   conicis,    determinare 
„sitam  oculi  et  tabulae,  ut  utraque  proiecta  fiat  circulus." 

Quorum  problematum  solutionem  geometricam  apud  Gl.  Poncelet,  virum  miri- 

fice    in    quaestionibus  geometricis  versatum,    videre  licet  in  opere  celeberrimo 

„De  proprietatibus  figurarum,  quae  figuins  proiectis  fnanent." 

Problemata  autem  Ula  geometrica  cum  nostris  convenire,   facile  hune  in 

modum  patet. 

Sint  y,  z  coordinatae  puncti  in  piano   figurae  propositae,  s',  s"  coordi- 

natae  puncti  proieeti  in  piano  tabulae,  facile  probatui',    inter  ntrasque  coordi- 

natas  obtineri  relationes  sequentis  formae: 


quarum  coSfficientes  a  situ  oculi  et  tabulae  pendent,     Ponamus,  in  piano  ipsarum 
y,  z  datum  esse  eirculum,  cuius  aequatio  sit 

siniulque  sectionem  conicam,  cuius  aequatio 

l-^inyy-^'nzz-\-%'yz-V-^'nh'z-\-%tiy  ^  0. 
Quibus   in    aequationibus    substitutis  valoribus    ipsarum  )/,  z,   quos  apposuimus, 
prodeunt   aequationes    sectionum   conicarum ,    in   quas  datae  proiiciuntur.      Sint 
coSfficientes    a,  ß  etc.   eaedem,    quas  in  quaestionibus  antecedentibus  determi- 
navimus,  fit: 

\^yy~ 


l+myy+nzz+%'yx+1'n^z-\-'iiiy  = ^^_^^_^-^y 

unde  figurae  proleetae  aequationibus  definiuntur: 

1-s's'— s"s"  =  0,      GG-G'G-s'h'-Q"G''»"&"  =  Ü, 
quae  sunt  aequationes  cireuli  et  sectionis  conicae  ei  concentricae,  ad  axes  prin- 
cipales  sectionis  conicae  relatae. 

Sint  rupsus  coSfficientes  sabstitutionis  a,  ß  etc.  ita  determinatae,  ut  liat 


^—yy- 


"  (ß— «V— «"s")'  ■ 
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ideoque,  at  antea,  circulus  proiectus  renascatur  circulus;  iam  vero  ponamus, 
etiam  alterius  sectionis  -conicae  proiectionem  circLilum  fieri;  cuius  aequatio,  si- 
quidem  axis  ipBarum  s'  per  utriusque  eirculi  centrum  ponitur,  fonna  gaudebit: 

P— Q(s'+«)'— Qs'V'  =  0, 
unde  obtineri  debet  aequatio: 

l-{'myy+mz-h2l'yz+2m'Z'\-2n'y  =     .  ~yS—^^^~.. ^^ ..!.- . 

Iam  quia  1 — yy — zs,  l^sV — s"s"  simul  evanescimt,  ubi  ponitur  ^  =  cos^p, 
3  =  smw,  simul  ponere  licet,  s'  =  cosij,  s"  =  siii?j,  unde  aequatio  proposita  in 
hanc  abit: 

er-  a    :  ^ il/COS»; 

^  ^  '       '  ^  ^         (a — a'cosij — ß 'sin»;)'  ' 

siquidem 

P-^Q(l+aa)  =  L,.    2Qa  =  M. 

Hinc,  cum  ex  aequationibus,  in  quas  siibstitutiones  propositae  abeunt, 


a — ß'cos»; — a"sinrj 
sequatur 


obtinemus : 


h 


'  ^l--\-mcos\-\-nsiu'q>-i-2l'co3g)ainq)-i-2'm's\ng>--\-2n'cosy)       J  y~L — Mcostj 
quae    igitur    transformatio    et    ipsa    e    solutione    problematis  geometrici  statim 
provenit. 

Neque  consensus  ille  quaestionis  geometricae  et  analyticae  tarn  singularis 
videri  debet.  Nam  cum  certis  quibusdam  configurationibus  eertae  expressiones 
analyticae  respondeant,  ubi  per  proiectionem  sive  aliud  quodlibet  instrumentum 
geometricum  configurationem  datam  ad  simpliciorem  vel  magis  regulärem  re- 
vocas,  simul  expressiones  analyticas,  quibus  configuratio  continetur,  per  sub- 
stitutiones  idoneas,  quae  instriimenti  geometrici  locum  tenent,  in  simpliciores 
transformatas  habere  debes.  E  qua  observatione  haud  raro  ab  elementis  geo- 
metricis  ad  graviores  quaestiones  analyticas  transitum  petere  licet,  qualem  ante- 
cedentibus  indigitavimus.  Ita  universas  de  proiectione  centrali  quaestiones, 
quales  Cl.  Poncelet  in  opere  laudato  instituit,  adhibere  poteris  ad  transforma^ 
m.  18 
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tionem  functionum  duaram  variabillum  y,  z,  quae  per  substitutiones 

"         et— ci's'— a"s"  '  a—a's'—a"s" 

obtineri  possit.     Nee  non  vice  versa  eiusmodi  transfortnationem,    uti  vidimus, 
ad  quaestionem  geometricam  transferre  licet. 

Quod  cum  nee  usu  nee  elegantia  eareat,  generaliter  coefficientium  sub- 
stitutionum  significationem  geometricam,  qua  in  proiectione  central!  gaudent, 
quam  breviter  licet,  exponamus.  Unde  singulis  casibus  sine  negotio  constrac- 
tiones  geometricas,  quae  calealo  respondent,  eruis,  sicuti  in  altero  problemate 
geometrico  exempli  causa  monstrabimus,  quod  via  analytica  construendi  nego- 
tium inextricabile  videbatur.  (Cf.  Poncelet  Traile  des  proprietes  projectives  etc. 
pag.  60  notam.) 

Tbeoria  analytica  generalis  projectionis  centralis. 
23. 
Sint  igitur,  ut  supra,  i/,  s  coordiiiatae  puncti  in  piano  figurae  propositae, 
s',  s"  coordinatae  puneti   proiecti  in  piano  tabtüae;    datis   aequationibus,    quae 
inter  utriusque  puncti  coordinatas  obtinent: 

y=    ß  —  ß's'—ß"s"  .^    y  —  Y's'—y"s" 

a — a's' — a"s"  '  «— k's' — a"s"  ' 

determinandi  sunt  per  cogfiicientes  a,  ß  etc.  1)  situs  tabulae,  2)  situs  centri 
proiectionis  s.  oculi,  3)  situs  axium  coordinatarum  in  piano  tabulae.  Situm  ta- 
bulae determinabimus  per  intersectionem  eins  cum  piano  figurae  et  angulum  in- 
clinationis  utriusque  plani.  Oculum  determinabimus  per  intersectionem  plani 
figurae  cum  piano  tabulae  parallele,  quod  ex  oculo  ducitur,  per  punctum,  quo 
perpendicularis  ex  oculo  in  hanc  lineam  ducta  ei  obvenit,  et  per  ipsam  hanc 
perpendieularem.  Axes  coordinatarum  in  piano  tabulae  determinabuntur  per 
pimcta  et  anguios,  quibus  iUae  intersectioni  tabulae  et  plani  figurae  occurrunt. 
Aequationes  inter  coordinatas  puncti  propositi  et  proiecti  cum  immutatae 
maneant,  coöfficientibus  «,  ß  etc.  omnibus  in  constantem  arbitrariam  ductis, 
statuere  placet: 

sit  porro  brevitatis  causa: 

ßY~ß"y'  =  <T,  ß"y—ßy"  =  -«',  ßy'~ß'y  =  — «", 
y'a" — y"a.'  =  — h,  y"a — ya"  =  h',  ya' — y'a  =  b", 
a'ß"—a"ß'  =  — c,         a"ß—aß"  =      c',         aß'—u'ß  =      c", 
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unde  vice  versa  etiam: 


SV' 

-h"c'  =      o,        b"e- 

-Sc" 

=  — =', 

bc'-b'c 

o'i." 

-ca" 
-ai" 

=       ß'. 
=      /, 

Quibus 

statutis, 

ex  aequationibus 

(!— |S's'— fj"s' 

r, 

.      r-/: 

,'-/'," 
j'~«"." 

sequitui 

«^Sy-c^ 

= 

1 

o-oV— o" 

." 

„"_y,,-c"2 

a     ßs— ft 

ideoque  vice  versa: 

,        a' — -b'y — c's  „         a" — h"y- — c"; 


a — iy — cz   '  a  — by  —cz 

Construatur  in  piano  figurae  triangulum  AA'A",  culiis  latera  A'A",  A"A,  AA' 
daiitur  per  aequationes: 

a — by — cz  =  0,     a' — b'y—c'z  =  0,     a" — b"y — c"s  =  0, 
unde  inveniuntiir  coordinatae 

ipsius     A  -■■-^,     

ipsius     A S-,     — F" 

^  a'  a 

■  ■      A"    ß"     y" 

ipsius      A    —iTi      — w 

Facile  patet,  axes  ipsarum  s',  s"  esse  proiectiones  linearum  AA,  AA^', 
ideoque  initium  coordinatarum  in  piano  tabulae  esse  proiectionem 
puneti  A.  Porro,  lineam  N^'  proieetam  in  infinitum  abire,  sive  de- 
signante  0  centrum  proiectioiiis,  planum  OAA'  esse  tabulae  pa- 
rallelum, 

Hinc  sequitur,  axes  coordinatarum  s' ,  s"  lineis  OA,  OA"  parallelas 
esse,  ideoque,  ubi  illas  orthogonales  statuimus,  angulum  J.'0j1"  esse  rectum, 
sive  oculum  in  sphaera  positum  esse,  cuius  diameter  A'A". 

18* 
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Contemplemijr  intersectionem    communem  plani  tabulae   et  figurae  pro- 
positae.     Quae  cum  sit  lineae  A'A"  parallela,  aequatione  exliibetur  formae 

a—h!/—cs  =  d. 
Quae  aequatio,  siibstitutis  ipsarum  y,  z  vaioribus,  in  hanc  abit: 

d{a—a's' — a"s")  ^  1, 
quae  est  aequatio  eiusdem  lineae,  in  piano  tabulae  ad  axes  coordinatarum  s',  s" 
relatae.     Sint  B',  B"  puncta,  quibus  haec  linea  axibus  coordinatarum  s',  s"  oc- 
cumt,  sit  porro  P  initium  coordinatarum  s',  s",  fit: 

da'     '  da"     '     PB"  a'  ' 

unde  etiam,  cum  triangula  OAA',  PBB'  similia  sint: 
OA'    _  a" 
OA"  a'  ' 

A  puncto  0  ducatur  perpendicularis  OA!"  in  lineam  A!A!',  fit: 

Ä'A"':A"Ä"'  =  OA'-':OÄ"''^a''a":a'a!, 
unde  cum  coordinatae  ipsorum  A',  A"  sint 

a'  '      et'  '       a"  '       a"  ' 
prodeunt  puncti  A'"  coordinatae: 


nanciscunur : 

A'A" 


a'ß'+a"ß" 

a'a'-t-u"(t"  ' 

yu+cc 

Determinatis  puncto  A'"  et  linea  OA"',  iam  videmus,  oculum  0  in  peripheria 
circuli  situm  esse,  cuius  centrum  A"',  radius  0A"\  planum  lineae  A'A"  per- 
pendiculare. 

Puncta  B',  B"  in  piano  figurae  propositae  etiam  considerari  possunt  ut 
intersectiones  lineae  B'B"  cum  lineis  AA',  AA";  unde  inveniuntur  in  piano  fi- 
gurae propositae  coordinatae 

.    .         ^,       ß'—c"d         y'^h"d 

ipaiUS         B     ■■^ ; , ; 
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unde,  cum  fit 

ßV'-f-c"c"  =  (tc,     a'b'-\--a"b"  =  ab, 
fit: 

'  aa' 

Alia  autem  via  invenitur: 

B'B"  =  YpW^^B"'  =  "'^~?  )/«'«'+«"«",- 
quibus  valoribus  inter  se  comparatis,  obtinemus: 


.^/^ 


bb-\-cc 

Inventa  d,  linea  ß'ß"  sive  intersectio  tabulae  et  plani  figurae  propositae  omnino 
determiiiata  est.  Unde  iam  omnia,  quae  proposita  erant,  determinata  sunt 
praeter  angulum  inclinationls  tabulae  et  plani  figurae  propositae,  Observo 
autem,  per  coordinatas  punctorum  A,  A',  Ä',  quae  sunt  quantitates  sex,  per 
punctum  A'"  in  linea  ^A"  positum,  cuius  determinatio  quantitätem  septimam 
requirit,  atque  per  distantiam  OA"  oculi  a  linea  A'A',  quantitates  novem  «,  ß, 
etc.,  inter  quas  iam  aequatio,  quae  arbitraria  erat,  statuta  est: 

prorsus  detenainatas  esse.  Unde  angulue  inclinationis  tabulae  et  plani 
figurae  propositae  arbitrarius  manet,   quippe  a  quo  cogfficientes  ce,  ß 

etc.  non  pendent.  Quod  etiam  facUi  consideratione  geometrica  patet.  Hinc 
simul  sequitur,  ex  ipsa  natura  proiectionis  situm  oculi  absolute  determinatum 
non  esse;  sed  locum  eius  fore  peripheriam  circuli,  cuius  centrum  in  linea  A!A" 
positum  et  cuius  planum  ipsi  A'A"  perpendlcLilare,  vel  etiam  superficiem  curvam. 
quae  rotatione  curvae  circa  lineam  A'A"  generatur. 

Jam  antecedentium  applicationem  monstremus  exemplo  sequente. 

24. 
P  r  o  b  1  e  m  a. 

^Datis   in  eodem  piano  duabus  sectionibus  conicis,   determinare 
situm  oculi  et  tabulae,  ut  utraque  proiecta  fiat  circulus." 

S  o  1  u  t  i  o. 
Antequam  ipsam  problematis  propositi  solutionem  aggrediamur,  pauca  de 
chordis  idealibus,  quas  Cl.  Poncelet  appellavit,  antemittamus,  necesse  est. 
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Data  iinea  in  piano  per  dua  eius  puncta,   saepius  fit,   ut  puncta  imagi- 
naria  fiant,  Iinea  reaJis  maneat.     Quod  semper  accidit,  quoties  coordinatae 
alterius:     p-\-iq,    p'-{-iq' 
alterius:    p^iq,    j/ — »2', 
designante  i  rursus  Y--i-     Quippe  ex  aequatione  liiieae  per  utrumque  punctum 
ductae  quantitates  imaginariae  abeunt,  quae  per  regulas  notas  invenitur: 

Nee    non    utriusque    puncti    centrum   invenitur  reale,    quippe  euius  coordinatae 
erunt  p,  p' .    Quadratum  autem  distantiae  invenitur  aequale  quantitati  negativae 

— 4(??+5V)- 
Proponantur  iam  in  eodem  piano  duae  curvae  algebraicae,  quae  n  puncta  sive 
realia  sive  imaginaria  communia  habent;  e  regulis  notissimis  algebraicis  puncta 
ima^aria  semper  bina  inter  se  coniuncta  erunt,  ita  ut,  quoties  alterius  coor- 
dinatae sunt  p-hiq,  p'-{-iq',  alterius  sint  p  —  iq,_p'^iq',  ideoque  Iinea  utrumque 
iungens  realis  sit.  Quam  lineam  realem,  omnibus  chordae  communis  proprie- 
tatibus  gaudentem,  neque  tamen  realiter  puncta  communia  iungentem,  Cl.  Pon- 
celet  cbordam  idealem  cummunem  vocavit.  Nee  non  ex  iis,  quae  supra 
diximus,  centrum  chordae  idealis  reale  fieri  vidimus,  quippe  euius  coordinatae 
sunt  p,  q.  Quantitatem  autem  Vqq  +  q'q'  Cl.  Poncelet  semichordam  idealem 
vocavit,  quippe  euius  quadratum  negative  sumtum  quadratum  semidistantiae  bi- 
norum  punctorum  imaginariorum  constituit. 

His    antemissis,   ad   problema  propositum  accedamus.      Sint   aequationes 
sectionum  conicarum  propositarum ; 

l-\-inyy-\-mz-\-2l'yz-\-2m'z+2n'i/  =0 
X-j-  (iyy-\-vzz-{-2X'yz--{-2(i'  z-^-Wy  =  0. 
Quibus  in  aequationibus  substitutis  ipsarum  y,  z  valoribus: 

^  ß—ß's'—ß"s"         ^  ^  y—y's'—y"s" 
a — «'3' — a"s"  '  ß — a's'—a"s"  ' 

aequationes    duorum    eirculorum    prodire  debent.      Ut  altera  proiectio  circulus 
evadat,  aequationes  conditionales  obtinemus: 

la'  a'  +mß'  ß'  +ny'  y'  -h2l'ß'  f  -h2m'y'  a'  -+-2n'a'  ß' 
^la"a"-i-mß"ß"-\-nY"Y"-i-2l'ß"Y"-+-2m'y"a"-h2n'a"ß", 

la'  a"+mß'  ß"-\-ny'  r"+;'(|3y'+|S'y)+m'(/«"+/ V)-H)i'(k'^"-H«"^')  =-  0. 
Quarum  in  locum  sequentes  duas  substituere  licet: 
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0  ==  l(a'-hia"y-\-m(ß'+iß"y-i-n(y'-j-iY"y 

+2lXß'-hiß''Xr'+if)+2m\y'-hiY'l(a'-hia'')-h2n'(a'+ia-'Xß'-hin 
0  =  l(a'~ia"y-tm(ß'~iß'y+n(Y'—iY"y 
-+-2l'(ß'-iß"Xy'-iY")+2m'(r'-ir"Ka'-ia")+2n'(a'-ia"Xß'~iß"). 
E  quibus  patet  ciirvae  propositae,  cuius  aeqaatio: 

bina  puncta  imaginaria  esse,  quorum  coordinatae  sunt 

dteriu»:      £±iß^,    ^'^, 
a-\-ta  a-\-ta 

alterius:      —. f-fj-,     —. r-rr- 

« — la         a- — ta 

Aequatio  Imeae,  quae  per  illa  transit,  fit: 

(j'a"—Y"a-)y+(a-ß"-a"ß')s~yßY-ß"7'  =  0, 
sive  e  denominationibus  siipra  adhibitis: 

a-by-cz  =  0, 

qiiae  erat  aequatio  lineae  A'A",  quam  igitur  videmiis  necessario  ehordam  idealem 

curvae  jiropositae  fieri.     Simul  centrum  chordae  coordinatas  habet: 

a'ß'-ha"ß"       a'y'-]-a"y" 

a'a'-\-a"a" '     a'a'-\-a"u"  ' 

quod  igitur  videmus  esse  punctum  A'".     Semichordam  idealem  nanciscimur: 

y^-ß"-a"ß'y-i-(y'a"^y^'  ^   yWT^ 

a'a'-\-a"a"  a'a'-\-a"a" ' 

quae  ex  antecedentibus  est  linea  OÄ!" .  XJnde  videmus,  ut  curva  proiecta  fiat 
circulus,  oculum  in  peripheria  circuli  statui  debere,  cuius  centrum  est  centrum 
certae  cuiusdam  chordae  idealis,  cuius  radius  est  semichorda  idealis,  et  cuius 
planum  chordae  ideali  perpendiculare;  tabulam  autem  accipiendam  esse  parailelam 
piano  per  oculmn  et  ehordam  idealem  ducto. 

Eadem  etiam  de  altera  sectione  conica  proposita  valent,  cuius  proiectio 
ut  circulus  fiat,  puncta  illa  imaginaria  in  hac  quoque  sita  esse  debent,  unde 
linea  per  illa  transiens  fit  utriusque  sectionis  conicae  chorda  communis  idealis. 
Quae  est  constructio  quaesita,  a  Cl.  Poncelet  loco  citato  exhibita. 

Jam  ad  observationes  alias  transeamus. 

25. 
Dedi  olim  in  Commentatione  de  singulari  quadam  duplicis  integralis 
transformatione  (v.  Diarium  Crellianum,  vol,  11.  p.  234.    Cf.  h.  vol.  p.  57), 
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theorema  memorabile,   designante  p  functionem  -  quamlibet  integram  rationalem 
seeundi  ordinis  quantitatam  cosi^,  aim/'cos^r',  sin^siny?  huiusmodt: 
Q  =  a-f-a'  cos'^+a"  sia'tpcQs'g>-\-a"'  ■sin'^sin^y 
--|-26'G09i//+26"8mt/;  cosy +26"'siin//  siay 
H-2c'sin*i/'cosysin9i+2c"cos^sini/'siny+2<:"'cos(/isiBt^cos9!, 
integrale  duplex  indefinitum 

J  Q 

transformari  posse  in  hoc  simplicius: 

/sinijdtjdd- 

idque  per  substitutiones  forniae 

a-^a'cosip-\-a"siiii[icosy)-i-a"'&iajpaing) 

ä-\-ä'cosxp-i-S"siDi/iciiäq)-{-S"'»iuipsmtj)  ' 

^ ß-{-ß'coärp-\-ß"&impCOsg)-\-ß"'smyj8mg> 

'  rf-i-^coa»^-|-(i"sini/'cos5p+iJ'"sini/'sm(jp  ' 

■    n         )'+y'cosi/)+/'siiiüicos«>-f-y"'siinC9incp 

sinij  sin*  =  ~ — ^V. \,t  ■      \.f„  ■        ■        ■ 

d-\-d  cos !//+  d  sin t^ cos  ff-\- ö    sm ip sm y 

De  quo  theoremate,  observo,  prodire  theorema  §.  20  propositum,  ponendo 

sini/JGOsy  =  )/,     sinJ/zsiny  ==  s,     sin»;cos5- ^  s',     sitiT^sind- ^  s", 

atque  insuper  in  expressione  ipsius  q 

quo  casu  e  formulis  loco  citato  traditio  fit: 

G'  =  0,     ß-  =y'  =  3'  =  a  =  a"  =  a"'  =  0. 

Pauca  hoc  loco  de  substitutionibus  illis,   de  quibus  loco  citato  brevius  actum 

est,  addamus.     Quemadmodum  enim  substitutionem 

j5— S'eosij— |3"ain)j  .  v — /cosk — y"siD)3 

coscp  =  —^ — —, — '-Tj-i — -,     amw  ^  — , '■—    ,,  . — '— 

a — a  cosjj — H  simj  a — «cosij — a  aiavj 

ad  relationem  simplicissimam  inter  tangentes  arcuum  -|-(5P  — ^'),  ^(^  — »;')  revo- 

cavimus,    ita  Ulis  quoque  multo  complicatioribus  reductionem  similem,    eadem 

simplicitate  gaudentem,  applicari  posse  videbimus.    Poito  monstrabimus,  quomodo 

sedecim  substitutionis    coSfficientes,  inter  quas  decem  relationes  locum  liabent, 

per  quantitates  sex  commode  exprimantur.    Relationes  inter  coSfficientes,  quibus 

eum  in  finem  utemur,  loco  citato  demonsti-atas  invenis*). 


*)    QuaiLtitatcJn  arbitraiiam,  ioco  citato  per  k  designatam,  bic  pooeuius  =^  1. 
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Statuatur 

MM=  SS—1  =  S'S'^S"S"-i-d"'d"'  =  aa-hßß-hYY, 
atque  eligantur  sex  quantitates  novae  e',  s",  s'",  Z' ,  t",  %'"  tales  ut  fiat: 
\S  S'  .  S"  .       .     V 

+  [e'  cos)/'+£"9mi/icos9)H-e"'  sini/ism^]" 
-t-[C'  coai/'-|-f"siiii/'coS5p+£'"  sint^siny]^  =  1; 
unde    cum    inter    eogflicientes    novem    relationes   sex  notissimae  locum  habere 
debeant,  e  quarum  numero  uni 

SS  S"a"         S"S"    _ 

MM  "^  M^^'~M^~ 
iam  satisfactum  est,    e  quantitatibus  sex  assumtis  s',  s"  etc.  unam  pro  arbitrio 
deterininare  licet,  quo  facto  reiiquae  etiam  determinatae  erunt, 
Statuatur  poiTo: 

e'a'-\-t"a"-i-£"'<i"'  =  a^ 
E'ß'-hs"ß"-j-s"'ß"'  =  ß, 
E'y'-\~e"y"-\-£"'y"'  =  y, 
t'a'-\-t"a"-\-V"<i"'  =  ßj 
t'ß'^V'ß"+f"ß"'  =  ß, 

t'y'^V'Y"+V"f.'  =  7s, 
unde,  cum  etiam  sit 


ideoque : 


M 

«-l-^an- 

M 

«     =^ 

TT' 

M 

?'+^r+ 

M 

r  = 

-h 

3' 
TT 

y+Tr>'  + 

r' 
TT 

/■'  = 

uadrat 

arum 

summatione 

facta: 

oo-Hl 

=  a'a'+a"a"+a"V 

■  = 

SS 

MM 

iß+ffi«j+((,^a, 

|9/J+1 

=  ß'ß'+ß"ß"+rß 

■  = 

SS 
~MM 

s^-t-AÄ+ftA 

yi+i 

=  /r'-i-y"y"+f"r' 

'  = 

SS 
MM 

v+riy.+w. 

^        MM  +"'° 

-i-a^a 

1      Z  +C.A+M 

^  =  -^^>''i+n' 
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MM 

l'y+ß,y,+ß,r,  =  ßr 

MM 

ytc+r 

«,+  )'3«3  =Y<i 

MM 

uß+a 

Ä+o,A  =  "ß 

0  = 

°TW 

+A  J'i+ft  y, 

0  = 

MM 

+?,  »,+)'■  o. 

0  = 

Im 

H-o,ft+o,(!,. 
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Porro  fit: 


ideoque: 


De  quibus  formulis  sequitur  aequatio  identica: 

-^[cc^   co&^-'r  ß,  siiujcos5'-t- Xj  smijsinS']' 
-H[ßj  cosi)+ (9,  sinijcos^-l- /j  sijujsin*]^  ^  1. 

Substitutiones  propositae  etiam  hunc  in  modum  repraesentantur  (1.  c.   p.  240. 

Cf.  h.  vol.  p.  63): 

cost/^  = 

siin/icosy  = 

sini/'siny  =  ■ — -^ 

de  quibus  per  formulas  traditas  derivantur  sequentes: 

,,     ,,        ,       (,.  ■     .               i.r;i  ■     ,   ■            /i      ij\  .^+acosM-i-Ssin7!cos^H-ysin)jsmtf 
jlif-H<S'coH)/(+(!^  sinVcosttM-.i"'siiii/'siny  =  (ä—M)—. '- — ^-,— * -—'   .    '  .    „  . 

,  „  .  ,(r  ■     .    ■  «,cosi;+S,smijcos^-t-v,9inJ2sirL-9 

«cos i/z+e  sin üi cos «>-[-£    smi/jsm«!  =  -r '- — '——' t-, — -^ — '  .    „  , 

r  T       r  r         ^ — a  cosi; — ^  simjcos^ — ;■  siin;ain> 

>/       ,      vri  ■     .  ,  !.ii:  ■     .   ■  axos«-HS,sin7!cos^+y„aiinjsin-a' 

gVosiif-Hi;  'sini/icosy+C    sint^/siay  ^^ ^- '- — ^t — '- tt — '-^. — '—■.-—--• 

^  o — a  cosij — j3  sinjjcos-3- — y  sinijsintf 

lam  ponere  licet: 

ä- 

e'  6081/)+  e"  8iDi/'cos(p+€"'smi/'9iiiy  = 


6' 

—  a'  'cosTf — ß'  s 

OljCOS-ä'  — / 

sin,  sin  9 

— a    cos»;— j3    a 
— a"  costj — ß"  s 

Qjjcos^— y 
ni/cosi^ — y' 

sin,  sin» 
sin,  cos» 

ö 
r 

— «   cos^ — ß   s 
-a"'cosri-ß"'s 

sin,  sin» 
'.in,sin#   . 

3 

—a    iMBUi—ß   s 

iUjCos5' — y 

sin,sin»    • 

\-\-tt-\-uu 
1t 
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quippe  in  utraque  aequationum  parte  summa  quadratorura  fit  =  1.     Similiter 
ponere  licet: 

irFCOSMH-^siQ>;cos.9--f-^rj^sini3sio>  ==  -rr-—!-, i—r 

M        '      M        '  M        '  i-{-(ft'-\-u'u' 

«j   cosij+|S|  sini;cos>H- j";  sinijsiiiö' ^  — ^, ,-p 

unde  iam  relationes,  quae  iiiter  angulos  ^fi,  ^  et  ij,  &■  propositae  erant,  ad  re- 
lationes  inter  quantitates  t,  u  et  t',  u'  revocatae  sunt.     Obtinemus  autem: 

(  «'cos»/)H-f"siin/icos9»-|-£"'smi/'siiiy 

M  M-\'ä^t.Q?,1p'^-ö"ämlpGüSfp+S"'mi^lsm<p 

u  ^cosip-{-Cs\nipcosq)-{-^"sm<psmy 

M  M-\-§'cii^'tp-\-d"sym\pC:Oäip-\-S"'sm.^>sai<f>  ' 

porro : 

M  J/+«cosJj-|-|3sini)Cös^+)'siinjsm^ 

M  Jtf-i-«tcos7;-f-j3sia7;costf+ysio)jsin^ 

Quapropter  relationes  illae  inter  t,  u  et  t',  u'  in  has  simplieissiiaas  redeunt: 

Quae  sunt  relationes  quaesitae  simplicissimae,  ad  quas  substitutio  proposita  re- 
vocatur. 

26. 
Expressiones  sedecim  cogfticientium  per  quantitates  sex  hunc  in  modum 
nanciscimur,     Ponatur : 


-ir-"'»^' 

e' 

=  mal}' 

oos-E' 

C   =  cosö'  sinjE' 

^  — 

." 

=  oosD" 

cosi"' 

E"  =  cosi)"  mnE' 

~  =  smD'" 

e" 

■=cmD" 

'COS-E'" 

C"'=mal)'"amE' 

Libi  propter  relationes,  quae  inter  novem  quantitates  Ulas  locum  habent,  fit: 
siüi)'   =— l/cotg(£"'— -E'  >otg(_fi"  —£") 
sini>"  =  — VcotgC£^'  — £"')cotg(£"— A"") 
sinZ)"'=  — ]/cotgC£"  — £"")cotg(£"'— £"  ), 
i^uas  aequationes,  posito 

oosC^'—E'Ocos  (£:"—.£' ")cosC£ '"—£')  =  — AA 

19' 
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ita  repraesentare  licet: 


tangö'"^  - 


Qaas  formülas  minus  usitatas,   quarüin  ope  novem  eiusmodi  quantitates,  inter 
quas  relationes  sex  mtercedunt,  per  angulos  tres  E',  E",  E'"  commode  expri- 
muntur,  Gl.  Euler  olim  adnotavit  (v.  Diar,  Ci-ell.  Vol.  II.  p.  188). 
Simili  modo  ponatur: 

-rr^siuA        a,  =  cosAcosA'         «,  =  cosj4sin-il' 

M  '  ^ 

■^-  =  sinS        ^,  =  cosßcosß'         ^,  =  cosßsinS' 
-j—  =  sin  C         Yi  =  cos  C  cos  6"         y^  =  cos  C  sin  6", 


siuB  =  —  ycotg(A'—B')  cotg(£'—  C) 
sin  C  =  — l/cöFgCß'— 6"")cotg(6"— ^'), 


sive  etiam,  posito 

cos(^'— -B')cos(-8'— C')cos(6"~^')  = 
fit: 

tang6'=- 

— A' 

lam  e  formulis  traditis  facUe  sequitur: 

ms(A'—B') 

'    =MM '->-'''+':    '' 

f  -lfl'+''^-+^'l>- 

ß"=^ß+'''h+t"f. 

ß"'='^ß+'"'ß,+rß. 

„,_  U" 
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Unde,  posito  insuper  Jf  =  tang,«,  sedecim  coöfficientium  expressiones  obtinew 
sequentes: 

ff  =  tang;(sinj4,        ß  =  taog^sinß,         y  =  tang/tsinC, 

(f  =  secn;     S'  =^  tang/isiul)',     S"  =  tang^siiii)",     d'"  =  tang/t sin i>"' 

ff'    =  secjtisini)'  äiRA-j-cosD'  cos^cos(.E'  — Ä') 

ß'    =  secjKsini?'  smS+cosZ>'  cosScos(S'  — B') 

y'    =sec^sini)'  siEC'+cosZ)'  cosCcos(£'  — C) 

a"  =  secfisrnB"  sin-^+oosD"  co8^cos(£"  — ^4') 

ß"  =  sec/isioT)"  ain-B+cosö"  cosScos(fi"  — ß') 

y"  ^  sec^wsiniJ"  sinC  +  cosö"  cos(7cos(S"  — C") 

ff'"  =  seC|itHini)"'aiiijl-|-cosi?"'c09^cos(jE"'~^') 

ß'"  =  sec(is\aD"'siaB  -{-cos  D"'e>os  B  coa(E"' —B') 

y'"  =  secftsinD"'smC  -^cosD"'cosC  cos(E"'- — C). 

Angulos  Z>',   D",   D'"  per   differentias  ipsorum  E',  E",  E'",   angulos  A,  B,  C 

per  differentias  ipsorum  A',  B',  C  expressimus,  unde  sedecim  cogfficientes  sub- 

stitutionum  propositai'um  per  angulum  /u  et  differentias  angiüoruin  E',  E",  E'", 

A',  B',  C,  quae  sunt  quantitates  sex,   expressas  habes;    quod  erat  propositum. 

27. 
Transfonnatio  integralis  duplicis 

C  am\pd\pd<f 
}'         ~(,  ' 

quae  per  dietam  substitutionem  obtinetur,  et  ipsa,  sicuti  transfonnatio  illa  inte- 
gralis simplicis,  introduetis  quantitatibus  imaginariis,  ad  aliud  problema  alge- 
braicum  revocari  potest,  quo  agitur,  per  substitutiones 

w  =  ös+8's'-^ä"s"^d"'s"' 

x  =  ai-\-a'a'-\-a"s"+(i"'s"' 

^  =  ßs+ß's'-^ß"s-'-hß"-s'" 

z  =  )'sH-)''s'H-/"s"-h/"s"', 
quae  identice  -  efficiatit 

V3w+xx-^yy^zz  =  ss-f-s's'+s"s"+s"'s"', 
simul  expressionem 

ass+a'sV-f-a'VV'-Ha"V"s"'+26'ss'+26"ss"+2^'"'ss"'+2c's'V"-4-2f"s"'s'+2c"Vs" 
transformare  in  lianc  siiiipliciorem: 
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unde  ponere  licet 

s' 
—  ^  «cos^ 

:^  «COSi; 

porro  loco  quantitatiim : 
ponatur  respective: 


-  =  isintj  eos^j 


isinipsivKf 
isiat]  siiii)-; 


et  loco  quantitatuin : 

a,      ß,      7,     ä,    «',     ß' 

ponatur  respective: 

ia,    iß,    iy,    6,    «',     ß' 

nee  non  loco  G\  G",  G' 


facta  divisione  per  ww, 


<  /?  " — *<^'?  «"i 
"  ponatur  —  G' 
i"'s"'-t2b'ss'-+'2b"ss' 

in  hane   abit: 


y",  ■ — id",     a'",     ß'",    /'",  — «<!'" 
(?",    — G'".      Quo  facto  aequatio: 
'+2i"'s3"'-H  2cV  's"  '-H  2c'  's"'s'+  2c"'s's" 
G"yy-^a"'zz, 


-^  G+G'cos^»;+G"si 


j*5-+G"'sin^7jsin^-ä'; 


[tf  +  «i'cos  1/;+ rf"sin  ti^  cos  5p  H- <J" 'sin  t//sin 

nee  non  substitutiones  in  supra  adhibitas  abeunt;  de  quibus  cum  facile  sequatur: 

.      { d'-q    dd-        Oll    ^^\__  sinV 

*\l)ip  dff        dg>   dtp)         ((J+.iJ'cost^+iJ"sini/'cosyH-d"'Hini/'sinff')' ' 
obtinetur  transformatio  proposita: 

C  smipdipdtp  __  r ____^__ siar]  di^dd- 

J  Q  J  G^-G'cos'7;+G"siIl^lJcos'■y■^-G"'si^^1J^jIl^■i^ 

Adnotabo,  pi-oblematis  algebraici  solutionem  nuper  admodum  dedisse  Cl.  Cauehy 
in  Commentatione,  cui  inscriptum  est:  Sur  Vequation  ä  Vaide  de  laquelle  on 
determine  les  inegalites  seculaires  des  mouvements  des  planetes  (cf.  Exerdces  de 
Mathematiques  Vol.  IV,  pag.  i40  sqq.);  quo  ille  loco  problema  ad  transfoi-ma- 
tionem  similem  functionis  homogenae  secundi  ordinis  cuiuslibet  numeri  variabUium 
extendit.  Nee  non  transformatio  integralis  per  eandem  analysin  ad  numerum 
quemlibet  variabilium  et  quemlibet  ordinem  integrationis  extenditur.    Generaliter 
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enim  probatiir,  designante  p  i'unctionem  quamlibet  integram  rationalem  secundi 
ordinis  quaiititatum 

üüsy,     siaycos^j,     sinysioyijCOSip,,     sinysinyjSinyjCOsipj,     .  .  ., 
sinysinyj...sin9)^_jC0sy^,     sing)siRgi,...sia^^_^iiia(p^, 
integrale  (n-hl)  tupluni: 

sin"  <f  sin""'  gi,  sm''"^^^ . . .  smq:^^^dq)ä<pj .  .-dip^ 


P 


transformari  posse  in  hoc  simplicius: 


P 


in  quo  functio  o  est  summa  quadratorum  expressionum : 

cosij,     sinijcos»;,,     siuT^sinijiCOSTjj,     ,  .  .,     siin;smj;j...sinij^_jCosj;^, 
sinij  ainiji  sinij^ . . .  sin)j^__^  sim;^ , 
singulis  in  quantitates  constantes  ductis;   expressiones  autem  eum  in  finem  in 
locum  quantitatum  cos^p,   sinjpcosjPi    etc.   substituendae  sunt,    uti  supra,   irac- 
tiones,    quaram  et  donominator  et  numerator  functiones  lineares  ipsarum  cos*;, 
äinfjco&r},,  etc. 

Unde  transformatio  integralis  simplicis,  de  qua  initio  locuti  sumus,  ab 
Eulero  olim  in  Institutionibus  caiculi  integralis  proposita,  iam  ita  amplificata 
est,  ut  perinde  de  integralibus  ntuplis  functionum  n  variabilium  valeat. 

28. 
Hisce  disquisitionibus  iinem  imponamus  proponendo  theorema  novum  ac 
memorabile,   quo  etiam  theoremata  §.  20  allegata,   aequationis  differentialis 
dqi 


]/(A'-\-B'cos<p-i'C'sia^y-i-(Ä"+B"cos<i>-hC"sia(py—CA-^Bcosg>-\-C8mg>y 
^ dip ^_^^____. 


=  0 


y(R^^'cos\fi-hB''tim\py+{C-j-C'cosip-\-C''sinipy—(A-^Ä'co3ip-hA"smipy 
integrale  esse  aequationem: 

J+Scosg)-|-CaiiiyH-(.4'-i-if'cosy-HC'smy}costi'H-(.4"4-ß"cos9'+6"'3in9))sin)//  — 0, 
vel  casii  speciali,    ad  quem  generaliorem  illum  revocavimus,   aequationis  dif- 
ferentialis: 


yG'0'cos^7i'+-a"G"sm^\—GG        ^  G' G' cos' H-i-G"G'' sin' ^—GG 
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integrale  esse  aequationem: 

G — G'cos^cos* — G"sinijain^  =  0, 
ad  integralia  daplicia  extenduntur.     Quibus  theorematibus   cum  theoria    de 
additione  integralium  ellipticorum  superetructa  sit,  quod  universae  theoriae  func- 
tionum  elHpticarum  principium  est,  extensionem  illam  attentionem  geometrarum 
mereri  credimus. 

Propositae  sint  inter  angalos  ip,  ip  et  tj,  3-  aequationes  duae  sequentes: 

a   -{-h    cos<f-\-c    sin^icosi/i-t-d   sinysini/' 
+[«'  H-6'  cosqi-he'  sia (p cos ^i-i-d'  sinysini^Jcosi; 
-t~[a"  -hb"  cosy+c"  äing>cosip-hd"  s'my)Suiip]smijcoBit 
H-[a'"+f"'cos5p+c'"siiiycos)/'-i-d"'sin5p8iii^]8in^sin-9' 
=  0, 
quam  brevitatis  causa  designamus  per 

F(<f,  ip,  r,,  ^)  =  0, 
et 

a   -+-ß    cos<p-j-y    sinycosi/'+d    sinysini/i 
-!-[«'  +ß'  coatp-hy'  siiiycosi/z-t-iJ'  siaqismipjcoarj 
-i-[a"  -\-ß"  cosq>-\-y"  sinycosi/'+d"  sinysini^Jsinijcos^ 
-{-[a"'~\-ß"'cos(p+y"'$m(pcostlJ-\-S"'sm^smilj]smi^Bin3' 
=  0, 
quam  brevitatis  causa  designamus  per 

n(<p,  V,  V,  ^)  =  0. 

E  quibus  aequationibus ,  cognitis  <f,  ip,  valores  ipsai'um  j],  d-  eruere  licet,  et 
integratio  secundum  (p,  tp  instituenda  in  aiiam  secundum  ri,  &  instituendam 
transformari  potest.  Generaliter  enim  e  theoria  transformationis  integralium 
duplicium  constat,  datis  inter  y,  ^i,  tj,  &  aequationibus  quibusHbet: 

F(^,  yj,  ij,  ^)  =  0,    flCy,  ip,  ij,  >)  =  0, 
fore: 

f üdgxiip f Udi]diy 

\  ^F^Bn^^dF^ön_  ~  j    dF  dn      bf  ■  en 

i;bi  in  altero  integrali  expressio 


BF    ön        BF    Bfl 

Btj     Bif         BS-     ÖJj 
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per  ipsas  (p,  ip;  in  altero  integral!  expressio 


ÖF  dn 


dF  an 

dtp     8(p 


per  ipsas  »?,  d-  ope  aequationum  propositarum  exprimendae  sunt. 
Ponatur  brevitatis  caasa 

a    +6   cos(p+c   sm<fC0äip-{-d   ^mqtsmip  =  A 
«'  -\-h'  cosy-j-c'  sin^cosi/'+d'  sinysin'/' ^  ^' 
a"  -\-b"  costf-^-c"  sinycosi/'-+-rf"  sinysini/i  =  A" 
a'''-\-b'''(!,i:>ä(f-\-c"'s\.H(fiGüs,ip-'rd"'sm<fsmtp  =  A"', 
porro: 

a  -\~ß  cosy+j'  sai<fcmip-'r-S  smifsmip  =  B 
a'  -hß'  cosy+Z  sinycos^+i?  sinysini/i  ^  ß' 
ß"  +^"  cosfp-l-)'"  siiiycosi/'-i-<S"  smysin)/'  =  B" 
tt"'-hß"'cosg)+y"'smg)cosip-\-S"'siri(psmip  =  B'" : 

aequationes  propositas  ita  exhibere  licet: 

F  =  ^+^'c03ij+.A"smijcos*+^"'siii}jsin*  =  0 

Simili  modo  ponamus 

c-Hc'cosiyH-c"sin);cos-ff+c"'sinJ)siii^  =  C" 

porro 

o;+ß'cosij+a"Hini)cos-ö-+a"'smjjSiii-9'  ^  .D 
(?H-/i'cosi)+|3"sini)G085'+|9"'sm)jsin-i*-  =  iJ' 
j'+/cos)j+/"siin)cos-&-4-)'"'siniisin^  =  i>" 
iJ+^cosi)  +  <y"8iin;cosä'-|-(J"'sin)jsiQ-#  =  D'" : 

aequationes  propositas  etiam  liunc  in  modum  repraesentare  licet: 

-F;=  C-{-C'(.m(f+C"5m(fC(is\p-\-C"'hiQ(fsm'\p  =  0 
J7=  Z> -i-i3 '  cos  yH-D"  sin  y  cos  i//-(-Z*" 'sin  y  sin  1/»  =  0. 

Quibus  statutis,  investigemus  primum  valorem  ipsius 


BF  en 


dF  dn 
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Fit 

3F 

-3—  ^  — ^'sin^H-^"cos);cosi*--t-^"'cosi;  sini^ 

öF 

-^^  =  — ^"aini;sin-3-+^"'sinj;cos> 

-^—  =  — B'siarj-\-B"costicos!^-\'B"'costjsmd- 

—B"sin'tjs\a^+B"'sin'tjcos&, 


811  _ 

Bit  ~ 


unde  prodit: 


1    ydF  du     BF  am 

=  (A"B"'—A"'B")cosii^(A"'B'-~Ä'B"')smricos^-h(A'B"—A"B'ym^jsm». 
Prorsus  eodem  modo  invenitur: 

1      ySFdn       äF  5771 
siny  Löy  dip        6tp  dgi } 
=  (C"B"'—C"'D")cosq>-h(C"'D'—C'I)"')amg>c6aip-\-(C'D"—C"D')6mqisia^. 
Quas  expressiones  iam  ope  aequationum  propositarum  alteram  per  5p,  tf,  alt 
per  tj,  1?  repraesentabimus. 

Posito  brevitatis  causa 

datae  sunt  aequationes: 

A-\-A'w-\-A"y-\-A"'z  =  0 
B-^B'^-^B"y+B"'z  =  0 
1—  xx  —  yy  —  zz    =  0, 
unde,  posito 

R  =  {A"B"'^A!"B"yA-{A:"B'^AlB"'^y^{_A:B"—A!'B")z, 
per  regulas  notas  resoliitionis  aequationum  linearium  sequitur: 

R!ß  =  J^'B"'—A:"B"'^y{AB"'—Ä"B')—z{ÄB"  —  A'B) 
B.y  =  A'"B'  —  A'B'"-\-ziAB'  —  A'B)—x{AB'"—A"'B) 
Rs  =  A'B"  —  A"B'+x(AB"  —  Ä"B)—y(AB'  —  A'B). 

De  quibus  aequationibus  deducimus  sequentem: 

\Rx—{Ä''B'''—A'''B")Y'^[Ry—{Ä'''B'—A'B"')f-^\_Rz^{ÄB''—A''B')f 
=  \:y{ÄB"'—A"'B)—z{AB"  —  A"B)f 
+[3(^ß'  —  A'B-)~xIaB"'^A"'B)Y 
-^\x{AB"  ^  A"B)—yiAB'  —  AB)f. 
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Alteram  aequationis  partem  facile  patet,  fore: 

—RR-h(A"B"'—A"'B"f-i-(A"'B'—A'B"'y-h(A'B"^A"By: 
altera  identica  est  cum  expressione  sequente: 

[^^^yy^zz][(AB'~A'By+  iAB"--A"ßy+  (AB"'^A"'By] 
—[^(^AB'—A'B)  +y(AB"—A"B)  -hz(AB"—A'"B)y, 
quae,  cum  ex  aequationibus  propositis  sit 

it(AB'—A'B)+i/(AB"—A"B)-]-3(Aß"'^Ä"'B)  =  0, 
xa:+i/y+zs  =  1, 
simpliciter  in  hane  abit: 

{AB'—A'ByMAB"—A"By-\'{AB"'—A"'By, 
unde  nanciscimur : 

RR  =  {A'B"'—A"'B"y^{A"ß'^A'B"'y^{AB''—A'By 
~{AB'    —    A'By—(AB"  —  A"By^(AB"'—A"'B)\ 

quae  expressio  investiganda  erat. 

Eandem  patet  etiam  liunc  in  modum  repraesentari  posse: 
RR  =  [A'A'+A"A"+A"'A"'—AA][B'B'-hB"B"+B"'B"'—BB] 
—  [A'B'+A"B"-hA"'B"'^ABY. 
Quam  formulam,    adnotemus,' etiam  per  formulas  notas  geometriae  analyticae 
obtineri. 

Ponamus  cnim,  0  esse  initium  eoordinatarum  orthogonalium,  P,  P',  P" 
tria  puncta,  quorum  coordinatae  respective  sint  x,  y,  z;  A,  A',  A";  B,  B',  B", 
ita  ut  distantia  ipsius  P  ab  initio  0  sit  =1;  notum  est,  fore  E  sextuplum 
pyramidis  OPP'P";  eandem  autem  quantitatem  per  formulas  trigonometriae 
sphaericae  habes: 

R  =  OP^OP''y^=^^^i^OP'— cos'POP"— cos'P^5P'■'^-2cosPOP^cosPOP''cosP'OP'' 
-=  OB'.OB"y(i—cos'FOP'Xl—ms''POP")—(cosPOF'cosPOP"—cosP'OP"y. 
Fit  autem: 


=  yAA'+A"A"-hA"'A"',       OP"  =  YB'B'+B"B"+B"'l 
OP'  cosPOP'  =  A'x-^A"y+A"'z  =  —A 
OP"msPOP"  =  B'a!+B"y-^B"'z  =  — S 
OP'.  OP"cosP'OP"  =  A'B'-^A"B"+A"B"', 
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quibuB  expressionibus  substitutis,  prodit: 

RR  =  [Ä'A'-\-A"A"-[-Ä"'A"'—AA][B'B'+B"B"-i-B"'B"'—BB] 
—  [A'B'^A"B"-hA"'B"'—ABY, 

quae  est  formula  supra  exhibita. 

Proreus  eodem  modo,  posito 

(C''D'''—C'''B'')cos<p-h(C'''I}'—C'D''')sin<pcos^>-h(C'B''—C''D')sm(fsmi!j  =  S, 

ex  aequationibus  propositis 

0  =  C  -i-C"  coH<p-\-C"  sinif,ci}ä>p-\-C"'  sm<fsiüip 
0  =  I)-{'I)'c(}sip-{-I)"äin<fi:os^i-tB"'sm^smif) 

sequitur: 

SS  =  (C"B"'-c"'D'y-[-(C"'i)'—c'B"y+(ci)"—c"D'y 
—iCD'—  cny  —  {CD"  ^  c'Dy  —(CD'" —c'Bf 

=  [C'C'-hC"C"-hC"'C"'~CC}iI>'D'-hD"J)"+D"'B'"—Dü] 
-[C'D'-^C"B"+C"'D'"—CB]\ 


Invenimus  autem: 


unde  ex  aequatioiie 


dF  an      dF  an       ,     „ 

atj     du'  8-d-     dJj  ' 

d<p    afp         8*p     dip  ' 


j  ^^dn__dF_dn_  ~j~ 


üdr,d» 


dF   du      äF  dn 

dtj      Bit  di)'      drj  *^       d<j)     dip  dip     d<f 


posito  insuper 

deducimus  hanc  valde  memorabilem : 


/- 


sin(fd<fdip    f  siarjdTjd!)- 

R  ~J  S 


Observ'^o  casu  speciali,  quo 

ß=.a',    Y  =  ß",     ^  =  «'",    f  =  ß",     ^'  =  ß"',     ^"  =  y"'i 
functiones  R,  S  easdem  oinnino'  functioiies  fore,  alteram  ipsai-um  w,  ip,  aitei 
ipsarum  rj,  &.     Quo  igitur  casu  habemus  theorema  memorabile,  integrale  duplex 

/siiKpdfpdip 
R         ' 


Iteram 
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substitutis  in  locum  variabilium  (f,  \p  alias  variabUes  i},  i9-,  quales  ex  aequatio- 
nlbus  F  ^  0,  11=:  0  prodetint,  formam  non  mutare ;  sive  quod  idem  est,  aequa- 
tlones  illae  F  =  0.  H^O,  certam  eontinent  ratlonem,  qua  integralis 

R 

lynites    mutari  possint,    ut  valof    elus    immutatas  maneat.      Cuius    rel  unicum 

liactenus  In  dupllcibus  integralibus  extabat  exemplum 
j  smqidqidip, 

quod  superficlem  sphaerae  exprlmlt;    quippe  quod,   loco  coordinatarum   puncti 

In  sphaera  positi  cos^p,  sinyjcos^,  smyslrn/'  allls  Introductis  coordlnatis  ortho- 

gonalibtis,  formam  non  mutare  scimus. 

Addamus  valores  expllcltos  ipsarum  cos»/,  smi/cosi9',  sinj^sini?',  quales  ex 

aeqiiatiombus  propositis  fluimt.     Quem  in  finem  brevitatis  causa  ponamus: 

'•  D'  =  m'" 
"'B  =  n"; 


A"J1"'—A" 

'B" 

=  m',     A"'B'- 

-A'B'"=m",    A'B" 

—A' 

A  B'  —Ä' 

B 

=  W,    A   B"- 

-A"B    =.  n",     A  B'" 

—A' 

ubi  adnotetur,  esse 

m'n'-i-m' 

V+»"V"  =  0: 

fit: 

COSJj  =  - 

m'R-^m"n"'~m"'n" 

nW--HWm"-4-m"W' 

™,C08»=- 

m"R-+-m'"n'-vi'n"' 

n'7n-+m"m"-hm"'m-" 

sm,sm*  =  - 

m"'R+7n'n"-m"n' 

■n'm'-j-m"m"-i-m"'m"'  ' 

ipsa  autem  R  fit: 

=  ym''m'-{-m"m"'^m"'t) 
Per  formuks    onmino    similes    ipsae  cosy,  sin^pcosy,  smyjsin»//  vice  versa  per 
Gosr;,  sinijcosi9-,  sinijsin^'  exprimuntur. 
E  theoremate  generali 

/ä\ü(fd^dip  r  smrjdrjd& 

'       R  ^J^~~S 

hoc  fluit  speciale. 

T  h  e  o  r  e  m  a, 
Datis  aequationibus 

a-\-a'cos<p.costj'}-a"smgimstp.smi]coä-3-'i'a"'sin^smip.s'm7jsia-d-  ^=0 
b-i-b' coayi .GOsi^-i-b" BiDgicos^i.siD.r}CQsi)--\-h"' siaysmip .siaiism&  ^  0, 
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posito  brevitatis  causa 

(a"b"'^a"'b"ysm*g>cos^ipsm'ip+{a"'b' —  a'f>"'y  sm^(fC0s^y:sm^tp 

-\-(a'b" — a"b'y  sin' (fcoH^cfcos^xj; — (ab'—a'iycoä^y) — {ab" — a"by  ain^gicos^^ 

— (ab'"- — a"'by sin' q^fim^jp  ^  RR 

(a"b"' — «"'6")'8m*j;cos^^sin^^H-(a"'6'— (i'6"'}'sin^);cos'i^siti^^ 

-\-{a,'b" — Ä"6')^siii°»;cos^ijco9^* — (ab'—a'byeos^ti — («&"— a"5)^sm^)jcos^-ä 

—  {ab'" — a"'6)'sm^i;siii'>  =  SS, 

fit: 

/s\a^d<f)d\p   r  i^inrjdrjdd- 
R~^~  ~J^     S 
Scr.  9.  Dec.    1831. 
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De    substitutioiie 

COätj 


ymmcos'^-\-nnsiu^rfcos^>p-\-ppäin'q>änx^ip 

ymmcos'<p-|-njjsiii'5pcos't//-|-ppsm'5psin'i/' 

.    „  «smtpsimi' 

siinjsm^  ^  —  '       ^       ^  ...  . 

"|/mmcos^5PH-mMain*ycos')/'+^j)sm'ysm'^ 


1. 

Expressio  geoeralis  elementi  superficioi  sphaericae. 
Ponamus,  x,  y,  z  designare  coordinatas  orthogonales  puncti  in  superficie 
sphaerae  positi,  cuius  centrum  initium  coordinatarum  et  ciiius  radius  =  1,  unde 

xx-\-yy-^zs,  ^=  1. 
Sit  porro  d8  elementum  superficiei  sphaericae,  notum  est,  cfS  per  binas  e  varia- 
bilibus  X,  y,  z  exprimi  hunc  in  modum: 

(  jQ  '^ydz  dzdx  dxdy 


1        vi-!/j-«j      y-i-zi-t^ 

yi— X« 

— ,w 

m               '  sive: 

^g_  di/rf2         dzd^         i]^di/ 
X              y               z 

Idem  elementum,  posito 

«  =  oos.,,    ,y  =  sint,co5»,     2  = 

:  Minijsill^, 

notum  est  tieri 

(2)                                                    dS  =  tmr,dr,i9. 

')  Oommentationes  primam  et  secundara  videas  p.  57  sqq.  et  p.  93  sqq.  hujus  voluminis. 

21 
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Ut  expressionein  generalem  elementi  superfieiei  sphaericae  obtineamus, 
supponamus,  datis  variabilium  <f,  ip  tribas  funetionibas  quibuslibet  ii,  v,  w,  fieri 
coordinatas  puncti  in  sphaera  positi: 


yuv-^vv-hww  "|/mm-|-u«H-«iw    '  yüü-hvv+ww 

ac  quaeramus,  quomodo  dS  per  variabiles  y»,  t^  exprimatur. 

Ac  primum  observo,   e  nota  theoria  transformationis  integralium  dupli- 
cium  formulam  (1)  statim  suppeditare: 

,„        [   dz      dx  dz      dx  1  ,     , 

ä"**  =  [  %r  ^^  -  Ti^  ü^J  ''^'«'f  • 

Tribus  illis  formulis  resp.  per  a;,  y,  z  maltiplicatis  et  additis,  provenit: 

Substituamus  in  hac  formula  loco  x,  y,  z  fractiones 

expressio  ad  dextram  aequationis  ea  singulari  gaadet  proprietate,  quod  post 
Substitutionen!  factam  differentlalia  partialia  denominatoris  i  in  ea  non  inve- 
niantur;  sive  generaliter  erit: 


(4) 


f   V  öv    Sw     _    dv    ew'\        y  dw   du        dw    du'\         X  du    dv        du    dvT] 

\~^  tttridip   d>p        dtp   oif  \      ^Idtp   dtp        dip   dg>l~^^\_d^  'dtiJ'~'dip~d^il' 
it  enim: 

^  dl/        dx  ^   1  r^  dv     ^  du  1 

öy  d<f  tt    \_     ä<p  d<p  y 

-^— 2-^  =  — r^— — w.~l 
"dip  dqi  tt    V     dtf  def  y 

_^!}x       ^  ^g    ^     1     r  .  du  8w~\ 

d<f  dif  tt    ]_     8(p  d<f  i' 

/■anescentibus  terminis  in  -w—  ductis.    Quibus  aequationibus  multiplicatis  resp.  per 

S3_^i^Sw_ ■w^dt_      _5^^j^_ÖM_ «__^      _^-_JlJE, «      dt 

dtp         t   dip         tt    dtp''     dtp         t    dtp         tt    dip'     dtp  ~~   t   dtp  ~~    tt    dip  ' 
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et  additione   facta,  termini   etiam  in  -3—  diicti  evanescunt,   unde  formula  (4.) 
provenit. 

Collatis  (3),  (4),  ac  posito 


iam  videmus,  siquidem  statuamvs 

^,      siDl)COS\*-  = 


— ,     sin»jsin^  = 


designanübus  u,  v,  w  tres  funcäones  qrmslibet  variabiHum  <p,  tp,  fieri  elementum 
superßciei  sphaericae: 

[dv    dw_ ^        ^ ^^ 

dip        dip    d^j'^^i.dtp    dip        dip    dq)j^^'"Ldq)    d<p        dip    dtp  \ 


f^5  r\  dw    dW        dUJ    c 


[u, 


Qnae  est  expressio  quaesita. 


Formulae    generalis    (5)    faciamuH    applicationem    ad    casum    simplicis- 
simum,  quo 

u  =  mcoätp,        V  =  jisiaycosi/',        w  =^  psin^siatp, 


(6) 


»WCOS^p 


nijcos-ö-  - 


nsingicostp 
'tf)-hnn&ia''<fCO&'(p-\'Ppsia^gisin'''ip 
psinqiamilJ 


]/m7«  c  OS "  y -t- Ji «  sin  ^(p  cos '  t/i -f-pp  s  i  n  "y  s  i  B '  V 
Quo  casu  facile  patet,  formulam  (5)  in  hane  abire: 
mnp  sin  qid<p  dip 


m 


sin  ij  drj  d&  = 


[mmcos^<f-{-7inäiQ^^cos^ip~\-ppsiii^rf)im-ipY 
Ad  quam  etiam  pei'venitur,  adhibendo  substitutiones  alteram  post  alteram: 

pts.ngip 


ymm-i-(nnoos''tp-\-pps\a'tp)t£Lag''gi 


tangö'  = 


quae  cum  antecedentibus  conveniunt,  atque  facile  suppeditant: 
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mnp  sin  q)dq>  dtp  npsintjdtjdtp 


npsinr^dijäfp 


=  sintidvd!)-. 


»' ip -\- pp  sin' tp 
Quae  iunctae  formulam  (7)  suggerunt. 

Exprimamus   viciasim    cos (f ,   sin yicos i/i,    sin f  sin  tp    per    cos»; ,    sin »j cos &, 
sinj^sin^.     Sit  brevitatis  causa 

R  =z  'm'mcQii'^if-\-nn&ia'tfms^ip-\-pp^m^ff/&in'ip; 
e  tbrmulls  (6) 

mcosw  .  ,  «fiincpcosi/i  .        .    „         üsintpsinii' 

Yr  '  Vß  Yr 

posito  rursus  brevitatis  cansa 

_,        cos^ji-        sin'j;cos''y         sin^sin^ö- 

p  =  ^_J-  H _.  J.. 1 L__ 

mm  nn  pp 

sequitur : 

(9)  fiP=l, 

unde: 

„_,  cos«  .  siiiKcosy-         .        .  BinijsihJJ- 

flu)      costp  :=  —  ■    '  ■,     sintpcos)/'  = '-r^ — ,      smtcsiDii'  = '-^= — 

^     ^  ^        m^fP'  ^      ^  n^P     '  ^      ^  pYP 

Formulae  antecedentes  integralibus  per  snbstitutionem  propositam  transformandis 
commode  inservinnt. 

3. 

Per  substitutionein  propositam  integrale  duplex 

rr  Usintpd^dip 

JJ  "^m mco&^g>-i-nnsiu'(pcos^-tp -\-pp s in 'y sin ^^  ' 

in  quo  ü  est  functio  rationalis  par  quantitatum  cos^p,  sinycost^,  siny^sinic,  semper 
transformaiur  in  aliud,  in  quo  elementum  foi~ma  rationali  gaudet.  Facile  enim 
patet,  functionem  U  etiam  per  cos»;,  sinj^cos^,  sinijsini?-  expressam  fore  ratio- 
nalem parem;  unde  integrale,  in  quod  propositum  transformatur, 


mnp  I  j    'i' 


UsinrjdTjdi)- 


mnp  j  j   cos^ij         sia'-f^cos'^         sin'ijsin'-ö- 
dictam  fonnam  habet. 
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Quod  attinet  ad  limites,  sequitur  e  formulis  siipra  exliibitis, 

in  ,,         ptxasüi 

costj  =     , ^:^- ,      tang-g-  =  -^--    ^^  , 

ymm,-{'(nnco'i'ip-\-pp&var>p)tsMg  <f  ^ 

et  angulos  tj,  <p,  et  angulos  S-,  ip  simül  crescere  inde  a  0  iisque  ad  -^■ 

igitur  integrale   propositam   extenditur  ad   octantem  sphaerae,    sive  a    <p  ^  0, 

if;  =  0  osque  ad   y^-g-,  yj^-ä-,  etiam  integrale  traitöformatum  ad  octantem 

sphaerae  extendi  debet,  sive  a  ij  =  0,  3-  —  0  usque  ad  r]  =  -^,  &  ^  -^^ 

Hinc  sequitur,  quoties  Ufunctio  rationalis  integra  ipsarum  cos^jp,  sin^jpcos^i/;, 
sui^^sin^ip,  integrale  duplex 

TJ»m<fd(pdip 


fh 


[mmcos^gi-i-nnsia'^cos'tp-i-ppsiB^gisia'ip]  " 
extensum  a  y=0,  ^c  =  0  usque  ad  <p  =  ^,  if^=-^,  semper  aut  per  integralia 
elliptica  exprimi  posse,  quae  ad  speciem  priinh,m  et  secundam  pertinent,  aut  adeo 
algehraice.     Integrale  enim  propositum  constat  e  terminis 


//- 


So  iß  iy 

(costf)   .(sin^cosi//)    .{%\n(p&\Qip^   .&ixiipd(pdip 


qui  per  substitutionem  nostram  in  sequentes  transformantni 

.(sim^sin^)   .siaijdijdd- 


^  ^  s«  Iß 

1  /  /      (cosij)   .(siarjcosd])    .( 

^So+l^S^-l-lpSy+L     I    I     rcos')^  sin 't^  COS '-i*' 

J  J    [  mm  nn 


pp        \ 

Quae  integralia,  inter  limites  assignatos  sumta,  quoties  n  >  a-h/i-V-y-h  1 ,  alge- 
braica  fieri,-  facile  patet;  eo  enim  casu  functio  integranda  integra  evadit.  Quoties 
vero  «+/jf+^+l>?i,  integratione  prima  secundum  S-  facta,  ad  integralia  du- 
cimur,  quae  ad  speciem  primam  et  secundam  integralium  ellipticorum  revoeari 
posse,  constat. 

Ex  bis  etiam  facile  sequitur,   quoties  R  praeter  quadrata  ipsarum  costf', 
sin^'cosi^',  sin(p'sini|y'   etiam  producta  binarum  contineat,  atque   U  designet  func- 
tioiiem  earum  quamlihet  rationalem  integram,  integrale  duplex 
"  üsmg:' d<fi' dtp' 


F 


R  ' 

ad  totam  sphaeram  extensum,  sive  algehraice  sive  per  integralia  elliptica  exprimi. 
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Naiii  p«i'  transformationem  coordinatarum  integrale  transformatur  in  aliud  foriiiae: 
Usintpdfpdtp 


Ih 


quod  et  ipsum  ad  totam  sphaeram  extenditur;  unde  e  numei-atore  U  reiici 
possunt  tennini  omnes,  C[ui  non  e  quadratis  ipsarum  eosyj,  sin^pcosi//,  sin^psiny 
conflantur,  quippe  qui,  inter  limites  assignatos  integratione  facta,  terminos 
evanescentes  procreant.  Qiiibus  igituv  terminis  reiectis,  integrale  formam  supra 
assignatam  induit. 


Per  considerationes  antccedentes  iacile  demonstratur  tlieorema  a  Cl. 
Cauchy  olim  propositum  (Sur  l' Integration  des  equatkins  lineaires  aux  differences 
partielles  et.  ä  coeffident»  constants;  Journal  de  l'ecole  polytechniqtie,  cah.  XIX, 
p.  529);  videlicet,  integrale  duplex 

acoäq)-\-bämq>  coäip^-csing>ä\Rtp       \ 


F 


ad  totam  sphaeram  extensum,  fieri 

unde,  posito 

erit  integrale  propositum : 


yABG 
Quod  ut  demonstremus,  sit 

A  =  mm,         B  =  nn,  C  =pp; 

integrale  propositum  per  Substitutionen!  nostram  in  hoc  transtbmiatur, 

mK.jj  JJ     \    m  n  p         / 

Quod,  uti  111.  Poisson  primum  observavit,  per  transfonnationem  coordinatarum 
facile  in  hoc  abit: 


if-ff  l/— **   + 1 — —  -coüw'mnw'  dw'  d!)-' , 

mn'pJJ     \'   mm        nn        pv  1 
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quod  integrattim  inde  a  ^'  =  0  usque  ad  &'  =  Sti  formain  indiiit,    qualem  Ol. 
Cauchy  proposuit. 

Vir  egregius  ad  formulam  assignatam  pervenit  per  applicationes  satis 
delicatas  theorematis  celeberrimi,  quod  a  conditore  Fourier  nomen  traxit. 
Haec  nostra  methodus  fortasse  magis  directa  videbitur;  qiiae  adeo  transfor- 
mationes  suppeditat  indefinitas. 


Ope  substitutionis  a  nobis  propositae  facile  etiam  succedit  areae   ellip- 

soidae  determinatio,  quam  primus  metbodis  longe  alüs  dedit  ill.  Legendre  in 

applicationibus  /wnctionum  ellipticarum  ad  geometriam,  quae  in  Exercitiis  calcuU 

integralis  sive  in  Tractaiu  de  functionibus  elHpticis  (vol.  I)  leguntur.     Sit  enim 

mmxat-{-nnyy-{-ppzz  =  1 

aeqiiatio  ellipsoidae,  designantibus  — ,  —  ,  - —  semiaxes;  ubi  ponitur 

cos»  sinmcosi/'  srnw^mip 

X  =^  ■ ^-,     V  ^  — —^ — ■-      ■     z  = , 

m  '^  n  p 

quod  iieri  posse  patet  et  notum  est,  facile  demonstratur,  areae  elementum  fore 


Quod  ex  Ü8,   quae  supra  diximus,   per  angnlos  fi,  &■  expressum  formam  induit 

rationalem,  atque  bis  integratum  sine  negotio  per  integralia  elliptica  exprimitur. 

Sunt  aut&m  cosiy,  smrjcosS-,  sinjjsin^,   quarmn  ope  elementum  areae  ellipsoidae 

rationaliter  exprimitur,    ipsi  cosinus  angulorum,    quos  linea.  normalis  in  puncto 

superficiei  ellipsoidae  cum.  axibus  eius  fonnat.     Quippe  quos  cosinus,  ex  elementis. 

geometrieis  notum  est,  fieri: 

mma:  nntf ^  ppz 

'\jm*xx-\-n''yy-\-j)''zz  '       '^m*xx-\-n''yy-\-f*zz  ym^wx-\-n^yy-\-p*zz 

sive  per  angulos  <p,  y  expressos: 

mcoscp 
— ,  ■  =  cos^i 

ymmcoa^giH-MMsin^gucos^l/'+pjüsio  yain  ip 

nsinajcosii' 
■ -i i ■ ^  sintiRds./-. 


ymmcos^<f-\~nnsui^ipco&^tp-\-ppäm^qisni'>p 

psintfsin^ 
ymmmä'ff'^-nnsm''(pc(ss^ip-\-pps\n.^<fsm'>p 
quod  demonstrandum  erat. 
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Äntecedentia  paucis  exemplis  illustremus;  in  quibus,  nisi  aliud  diserte 
adiicitur,  supponimas,  integralia  ad  octantem  sphaerae  extendi,  sive  a  5p  ^  0, 
ip  =  0  Sid  (f^  "H-,  V'^  ^!  ideoqOe  etiam  a»j^O,  ^^Üadjj^  -^,  d-^  -^■ 

6, 

E  X  e  m  p  1  u  m  I. 

^  ^  rr sinffdtpdtp 

Ädhibita  substitatione  proposita,  e  (7)  transformatur  A  in  sequentem 
expressionem  simplicissimam: 

.  _  ff  äini^dridO- 
jJ       mnp       ' 

ideoque  integrationibus  inter  limites  assignatos  transactis,  fit 


Quem  valorem  Cl.  Caucby  1.  c.   deduxit  e  formula  supra  citata  (§.  4),  fimc- 

tionem  praefixo  F  denotatam  ponendo  coiistanti    aequalem.      Idem   iam  prius 

iiivenit   ill.    Lagrange    (_Mem.  de  l'Acad.   de  Berlin  a.  1792  p.  261),    massam 
ellipsoidae  quaerens. 

7. 
E  X  e  m  p  1  u  m  II. 


B 


-Ih 


ymmcos^if-i-nnBm^gtcQä^ip-^-ppäm^tfäin'ip 
Dedimus  §.  2  formulas: 

-      j    7<.  ■       mnp»mq:d<f:dip 


Hinc  prodit: 


äinifdifdili  1       sintidridit 

Yr      ""  '»'"1'    ■  -P 


''"'ff- 


sinijrfijrf^ 


sin"»)  co9^#        sin^  t;  sin^-y- 
nn  pp 
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Altera  integratione  secundum  9-  transacta,  statiin  fit: 

smtidii 

.   ■mm  pp    ) 

Quod  integrale  ut  in  formam  usitatam  integralium  ellipticorum  rödigatur, 
distinguamus  inter  quantitates  m,  n,  p,  ac  statuamus  m'^n^p.  Quod  pro 
arbitrio  facere  licet.  Nam  integrale  duplex  propositum  valorem  non  mutat, 
CLuantitates  m,  n,  p,  vei  quod  idem  est,  quantitates  cosjo,  sm<pcoBip,  sinyisiny 
inter  se  permutando.  Quod  in  valore  invento  ipsius  B  facile  demonstratur. 
Posito  enim  aut  —  tangij,  aut  —  tangj;  loco  tang»j,  unde  lihaites  non  mutantur, 
transformationes  easdem  obtines,  ac  si  aut  n  aut  p  cum  m  commutentur.  Ge- 
neraliter autem,  quoties  integrale  duplex 

j  j  F(coiiqi,  sin^cosip,  siii(psiQtp)sin(pdq)dip 

ad  octantem  sphaerae  extenditur,  in  functione  ^quantitates  illas  cosy,  sinyco&ifi, 
sintpsmip  quolibet  modo  inter  se  permutare  licet,  valore  integralis  eodem  manente. 
Ponamus : 


sin', 

yi- 

-t'An'v, 

nn 

n 

l—ti  = 

*«7J 

-mcos. 

vdu> 

t     mm  pp  p     '       r    mm 

quod  licet,  siquidem  constans  kk  statuitur: 

C12)  kk^= — — ,     unde  etiam     k'/c'  = 

^    '  mm — pp 

Habetur  simul: 

mn'mw 

(13;  cosi;  =    ,> ' .     Mniidii  ^     ., 

'          ymm-^pp  '    '          ymm — pp 

Unde 

....       1  sinrjdiidd' —npcoswdwdd' 

mnp' cos' tj  ^    sin'ijcos'J^    ^    sin^iisin'^  ~ymm—pp[ppJ'(w)cos'»A-nncos'wsm^^] 
mm  nn  pp 

Quoties  jj  :j=  0,  fit  cos«.'  =  -^,  quoties  j;  =  — ,  fit  cos^r  —  1,  w;  =  0;    unde  li- 
mites  respectu  anguli  w  erunt  arc  cos  -^  et  0. 
His  adnotatis,  invenitur 

dw 


r"    dw     TT   /-"■ 


2"l/mm — pp  Jo  ^(w)  2  j,,   YjnmcQ&'w-\-nns\a^ii} — pp 

22 


Hosted  by 


Google 


170  DE  TRANSFORMATIONE  ET  DETERMIN ATIONB 

sive  e  notatione  ab  ill.  Legendre  adhibita: 


2'l/Mim 


siquidem  cosw!  =  — ,   i  =  |/— 


Expressiones  ipsius  B  per  integralia  simplicia,  quas  antecedentibus  de- 
dimus,  quamvis,  quod  fieri  debet,  valorem  non  mutant,  ipsis  m,  n,  p  inter  se 
permutatis,  forma  tarnen  symmetrica  respectu  harum  quantitatum  non  gaudent. 
Cuiusmodi  formam  habet  expressio,  quam  e  valore  ipsius  A  supra  invento  de- 
ducere  licet  per  considerationes  sequentes. 

Ponatur  in  exemplo  I.  mm-hx,  nn-{-x,  pp-hx  loco  ipsarum  mm,  nn,  pp, 
unde  invenitur: 

. /•/"  &\n<pd<pdtp 

-'•'  (x-\-mmcoä\-'rnnä'm\Gos^ilJ-i-ppBiii^g!&m^ipy 
Quod  multiplicatum  per  ^dx,  et  integratum  a  a:  ^  0  usque  ad  a;^oo,  suggent 
|r^i=  ff jnjHM^ =B. 

Jam  vero,  facta  mutatione  indicata,  fit  ex  exemplo  I: 

Unde  habemus: 

[ rr  &mg)d(pd)p 


(15) 


Ymmcös^-\-nns'm^g)COs^tp-hppsm'<fsiQ^^> 
"  4J0" 


y{x-{-mm)(x-k-nn){<c  -\-pp) 
Hinc  simul,  ubi  in  valore  ipsius  B  transformato 

„ 1      rr     ■ smijdridty 

mnp  j  I    cos*-»;         siti*ijcoa''-3-         sin *j; sin ^5' 
JJ      mm  nn  pp 

ponimus  — ,  — ,  —  loco  m,  n,  p,  atque  f,  -tp  loco  %  S-  scribimus,  prodit: 

,^„,       ff äiüfpdqidip  JT  1"" (fe  ^ 

^     '     JJ mmooä^q>-i-nnsax'q>cos'<p-^ppsia^^äm^tlj        iJ^  Y(l-i-mmai)(l-\-nnx)(l-h7}p'';) ' 
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integralibus  daplicibus  semper  a  yj  ^  0,  y  =;  0  usque  ad  ^p^  -^,  ip^~  ex- 
tensis,  Utraque  satis  elegans  est  formula.  Alterum  integrale  etiam  sie  exhi- 
bere  licet: 

da: 


Ceterum  e  (15)  valorem  supra  inventiini 

F(w,  k)     _  n_  r" dw 


B  = 


statim  deducis,  posito 

a!-\-pp 


mm — pp 


9. 

Exemplum    III. 

Determinatio  areae  ellipsoidae. 

C^  ij'^mmcos'g>+n'nsia'^cos^ilJ'i-ppsin'g)sm'il).smq)dgid<p. 

Ponamus,  coordinatas  orthogonales  x,  y,  z  puncti  in  superficie  positi 
datas  esse  per  duas  variabiles  5p,  ^;  notum  est,  generaliter  areae  superficiei 
elementum  dS  per  tf,  tp  exprimi  hirnc  in  modam: 

Sit 

cos<f  Kioycosi/'  smyoio^ 

w     '  M  '  P  ^ 

unde 

mmxa!-\-nnyy-\-ppzz  =  1; 

superficies   erit    ellipsoida,    cuias  semiaxes  — ,  — ,  — ;    atque   elementum   areae 
superficiei  fit  e  formula  generali: 


t    nrp'  p^m'  i>i'n'  t    r    -r  ^^^^ 

Quod,  ut  aream  integram  ellipsoidae  S  obtineas,  integrari  debet  a  <fi  =  0,  i/»  =  0 
usque  ad  <f  =  n,  ip  =  2ji;  unde 
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E  formulis  nostris 

prodit: 

jQ  ____  YR. sin (pd<pdip    __    siatjdrjdü' 
mnp  m^n^p^PP ' 

unde  e  §,  5  videmus,  designantibus  costj,  simjcosS-,  sinjjsin^  cosinus  angulorwm, 
quos  linea  normalis  in  puncto  ellipsoidae  cum  axibus  format,  fore  elementum  areae 
ellvpsoidae: 

,o  __  siafidridi)'  __    smrjdridd- 

V  mm  nn  pp         J 

Ipsius  C  expressionem  transformatam  eruimus: 


■'_     1      ff  sii"!'^»!'^^ 
mnp  JJ 


PP 

Ubi  loco  anguli  t}  angulum  w  introducimus,  fit  e  §.  7  (11),  (13): 

^  __        n^p^        rr coswdwdd' 

yJmJm — pp  JJ    [ppJ^ivcoä'-d-^nncos^wsia^^y 

Integratione  facta  a  ^^  =  0  uscjue  ad  d-  =-^,  habetur: 


d 


^y^m—pp  Jo  cosV^V 

TT  r       /"=  du)  /"" 

■■    ,     ^=-\nnl    -T, hpp  i    - 

i'ymm — pp  L     J n  ■^ '"'  Jq  < 


■ymm — pp  l 

Ad  rediictionem  ulteriorem  obserro,  differentiatione  facta,  facile  probari  formulas: 
/'sin  Ml  cos  w  \ 

, ,      \       r4w       )  ,         k'k' 

kk =:  Aw—  -^ — , 


4  "*"*'  \ 

V      sinw      / 


-1 


sm^wJw        J'iv 


E  prima  et  secunda  fit: 

r'"  div    E(w')        kk     sintocostc 

Jy  Ä^w  k'k'         k'k'  Jw 


J(,    GOSWjW 


E(w)_ 
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ideoque: 

In  qua  formula  est  e  (7) 

cosw^^^,       ^Mt  ^= — ,       kk^- ■ ,      k'k' = 

m  m  mm~pp 

unde  expressio  inventa  ipsius  C  in  sequentem  contrahitur: 


0 

pp 

sinwÄ 

—pp 

r  sm\ 


E(_w)^cos'wF(w) 


npsmw 

10. 
De  substitutionibus 


cos9^  ^  siahi1(h',  V),    \  cosij  :=  sijii^(i',  k'), 

siDycosi/'  =  cosÄcosÄ',  sinijcos^  =  coswosi', 

ainipsini/'  =  sioÄ'^(A,  A),      |    sinijsin-ö'  ^  siii*'tlC*,A;), 

Determinatio  antecedens  areae  ellipsoidae  cum  ea  convenit,  quam  olim 
il].  Legendre  per  duas  methodos  diversas  invenit,  quarum  altera  per  evo- 
lutionem  in  seriem  proeedit;  altera  methodus,  qua  vir  illustris  usus  est,  et  ipsa 
transformationi  variabilium  innititur.  Quam  eo  magis  memorabilem  esse  duco, 
quod  elementum  areae,  per  variabiles  novas  expressum,  in  duas  partes  discer- 
pitur,  quae  singulae  variabiles  separatas  kabent,  ita  ut  bis  integratae,  producta 
binorum  integralium  simplidum  evadant.  Forma  autem,  qua  variabiles  separatae 
inveniuntur,  sicuti  in  aequationibus  differentialibus  affectatur,  ita  etiam  integra- 
libus  multiplicibus  lucem  maximam  affundere  videtur.  In  finem  propositum 
dividit  vir  iU.  aream  in  elementa  infinite  parva  rectangularia,  quae  intersectione 
mutua  linearum  alterius  curvaturae  cum  lineis  alterius  formantur.  Quae  elementa 
exprimit  per  duas  variabiles  tales,  ut  alterutra  constante,  Variante  altera,  ele- 
menta in  eadem  linea  curvaturae  posita  obtineantur.  Integratione  facta  pro 
utraque  variabili  inter  limites  constantes,  inde  area  rectanguli  eruitur,  quatuor 
lineis  curvaturae  inclusi.      Quae  invenitur  generaliter  per  specieni  tertiam  inte- 
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gralium  ellipticorum  exprimi.     Calculi  momenta  praecipua  haec  sunt.     Sit 
^^^jpp(^nm—nn)_       ^,^,  ^  mm(nn—pp) 
nn(mm—pp)  '  nn(mm—pp)   ' 

atque  ponatur: 

mal  ^  C099  ^  s'mhJ(h',  J.'), 

ny  =  sintf  cosi/r^  cosAcosA', 

pz  ==  sinysini//  =  sinA'J(Ä,  A), 

desigiiantibus,  ut  supra,  x,  y,  z  coordinatas  puncti  in  superficie  ellipsoidae  po- 

sitij  cuius  aequatio 

■mmxx-^-nnyy^ppzz  =  1, 

sive  cuius  semiaxes  — ,  — ,  - —  Quibus  statutis,  probatur  e  theoria  nota  li- 
nearum  curvaturae,  quoties  A'  constans,  Variante  h  obtineri  puncta  lineae  alterius 
curvaturae;  quoties  h  constans,  Variante  /('  obtineri  puncta  in  linea  alterius 
curvaturae  posita. 

In  substitutione  proposita  et  ipsi  cos^p,  sinycost/',  sinyjsini/'  exprirauntur 
per  binos  factores,  qui  alter  alteram  variabUem  continent,  et  idem  invenitur 
accidere  de  functione  R  per  angulos  A,  Ä'  expressa.  Facta  enim  substitutione, 
prodit: 


^  — V»M«*sin%-4-MHCOs"A-1/»ifsin'A'4-MMeosW- 
n  '  '^^ 

Porro  obtinetur  elementum  superficiei  sphaericae,  per  h,  h!  expressum : 

,    ,  (XXwfi%-\-X'X'GOfi^h'^dJidh' 

"'"'''''*  = J(M)J(,K,X') 

Unde  videmus,    etiam   hoc  elementum   in    duas  partes  discerpi,    quae   singulae 

variabiles  separatas  habent. 

Per    aequationes-  omnino    simUes  iis,    quibus  cos(p,   sin^pcosi/',   sin^^sini// 

ab    angulis  h,  h'  pendent,    exprimuntur    cosij,  sinjjcos^,  sin»/sini9'   per  angulos 

novos  i,  i',  siquidem  statuitur 

tangi=  — tangA,       taug*'  ^  —taiigA'. 
Quibus  positis,  habetur 


Yr  = 


Tunp 


y«Mrtcos^*+nm8iQ'''s-"|/p^cos^i'+nwainV 


»^ft^' =  äii.k).  »y)       -=.>j;n 


"Ksm'A+wjicosVf  j/^j»siii*Ä'+MncosW 
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.„s,             ^'           .n.^ftn 

»„cos*              ^              c„,.c.„, 

smv>m»-P'""r"^  -sinf ^(i,k). 

nec  non: 

sintjärjäd-  - 


mnpsiay>dipdip   [kkcos''i-\-k'k' cos'i']ä 


siquidem  moduli  k,  k'  ponuntur,  at  supra, 


1  mm — pp  1   mm — pp 

Posito  insuper,  ut  supra,  cosw;  =^  — ,  ipsi  YR  etiam  hanc  formam  creare  licet: 

]/R=  ^  "  _  . 

yi — kksm'wsiü^i  •yi-^k'k'txag'v!sia'i' 

Unde  elementum  areae  ellipsoidae  dS  per  angulos  novos  ^,  z*  expressum,  lianc 

formam  induit: 

„ yR.am<fd^dyj   w"  kkcos^i-^-k'k'c 


mnp  m'p^     [1 — kksin^tomi^{]''[1+k'k'tAng'wsm*i'y     J(i,  k)^i(i',  k') 

Ita  videmus,  elementum  areae  ellipsoidae,  per  angulos  ^,  ^  expressum,  in  duas 
partes  diseerpi,  in  quibus  singulis  variabUes  separatae  sunt.     Posito  igitur 
kkcos'idi  ,  /"  di' 


M', 


di  M         f  k'k' cos" i' di'  ., 

-kkäm^wsin'iYJ(i,k)  '~~     '       J  [i+k'k'ta,ug'iDsia^i']''J(i',k')  ' 


Quoties  pro  utraque  variabili  inter  limites  constantes  integramus,  i^i^,  i^h 
et  i'  =  i[,  i'  =  i^,  erit  S  area  rectangali  in  superficie  ellipsoidae  delineati, 
quatuor  lineis  curvaturae  inclusi,  quarum  binae  ad  eandem  curvaturam  pertinent. 
Binae,  quae  ad  alteram  curvaturam  pertinent,  obtinentur,  quoties  in  valoribus 
coordinatarum  x,  y,  z  supra  traditio  h  ut  constans  consideratur,  eique  valores 
tangA  =  — -tangii,  tangA  =  — tangig  tribuuntur;  binae,   quae  ad  alteram  perti- 
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nent,  obtinentur,  ubi  K  ut  constaiis  consideratur,  eique  valores  tribuuntur 
tangA'  =  — tang^',',  tangÄ'  =  — tangi'ä.  Cuiusmodi  rectangulum  ex  expressionibus 
aiitecedentibus  apparet,  generaliter  per  integralia  elliptica  exprimi,  quae  ad 
speciein  tertiam  pertinent.  Quoties  octantem  areae  integrae  quaeris,  integralia 
extendi  debent  inter  limites  h  =  0,  h  =  ^;  h' =  0,  h'  =  ^,  ideoque  etiam  inter 
limites  «  =  0  et  i  =  ^,  i'^d  et  i'=-^-  Quo  casu  integralia  elliptica  in 
speciem  primam  et  secundam  redeunt,  unde,  variis  reductionibus  adhibitis,  ad 
expressionem  supra  inventam  delabimur.     Quae  apud  ipsum  Legendre  videas. 

11. 

Casu    quo    integratio    ad    octantem   areae  integrae  extenditur,    rerluctio 

expressionis  inventae 

S  =  ^^  [LM'-^Vm 
mjr  "■  -■ 

in  formam  simplicem,  supra  aliis  methodis  erutam,  non  sine  inventis  praecl'aris 

transigi   potest,    quae    ill.   Legendre    de  tertia  specie  integralium  eUipticorum 

condidit.     Vice  versa,  proprietates  integralium  eUipticorum  satis  reconditae  per 

transformationem    illam    integralium    duplicium    non    sine  elegantia  demonsti'ari 

possunt. 

Itä  e.  g.  de  formula  inventa 


Mcos'*H-A'4'c 


-  didi' 


casu  quo  pro  angulis  »j,  3-,  i,  i'  inter  limites  0  et  -„-  integratur,  statim  obtines 
theorema  egregium  ab  ül.  Legendre  inventum,  quod  relationem  sistit  inter 
integralia  elliptica  integra  speciei  primae  et  secondae,  quae  ad  modulum  k  ejusque 
coraplementum  7c'  pertinent, 

FXk)E\k')+F\k')E^{k-)^F'{k)F'ik')  =  |- 
Cuiua  etiam  demonstrationem  luculentam,  e  formula  generaliori  deductam,  dedit 
Cl.  Abel  (Vol.  n.  pag.  26). 

Vidimus  supra,  tres  quantitates,  cosij,  sinjjcos^,  sin»/sini9-  ipsos  esse 
Cosinus  angulorum,  quos  linea  normalis  in  puncto  ellipsoidae  ducta,  cum  axibus 
format.    Unde  patet,  smiidridS-  esse  elementum  curvaturae  integrae  areae,  qaam 
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Cl.  Gauss  in  Dtsq.  gener.  de  superf.  curvis  appellavit.  Hinc  ope  fonnulae 
inventae 

facile  invenis  curvaturam  integram  rectanguli  in  superficie  eUipsoidae  quatuor 
lineis  curvaturae  inclusi, 

[F(i,,  k  )-F(i„  k  )][£(*;,  F)-^E(i[,  k')] 

-[F(i„k  )-F(i„ky\[F(i;„  k')^F(i'„  k')i 

Erit  autem  curvatura  integra  rectanguli  pai-s  superficiei  sphaericae,  abscissa 
duobus  conis,  quorum  aequatio 

yjf  kktz     __     iva 

cos'i  A^(i,  k)         sin^i  ' 

posito  J  =  ^',  et  i^  4,  et  duobus  conis,  quorum  aequatio 

1/7  k'k' XX      zz 

cos'/  J'(i',k")          siü^/' ' 

posito  i'  =  i'i,  i'  =  i'2,  siquidem  conorum  apices  in  centro  sphaerae  statuuntur. 
Quod  e  valoribus,  quos  cosjj,  sin);cos5',  sin);sini9-  pro  limitibus  induunt,  facile 
denionstratur.  Quoties  *i  =  0,  i[  =  0,  duae  e  lineis  curvaturae  fiunt  ipsae 
sectiones  principales  eUipsoidae;  quo  casu,  siquidem  ('s  =  z,  4  =  *'»  fit  curvatura 
integra 

F{i,  k)E(i',  k')+F(i',  k')E(i,  k)—F(i,  k^FCi',  F). 
Observo  adhuc,  elementum  lineae  curvaturae,  designante  h'  sive  i'  constantem,  esse 


designante  h  siv 


pp[l—kksin'wsmH]^[l-\-k'k't&ng^wsmH'f     -^C*'»^') 

ütriusque    lineae  elementis  in  se  duetis,    prodit,    quod  fieri  debet,    elementum 

areae.     Rectificationem  lineae  curvaturae,    patet,    a  transcendentibus  Abelianis 

23 


m 

-yuc 

•m'h+X'l'cmV.ymmim'h+nni 

ios 

A<.h,X). 

nykkm 

■i+M'cos'i' 

di 

■e 
np 

im[l—kksm^wsm^ 
i  constantem, 

i]'[l+«'tang'«.Bin- 

.']* 

J(i,k)' 

■  yiic 

osV(+A'A'co9 

W.y^^sinW+nncof 

i'*'. 

jQi;  X') 

»Vit  cos' 

'i+Uk'cm'! 

di' 
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12. 

E  X  e  m  p  1  u  m    IV. 

j-  rr  sinqidtpdip 

•'■'  [m'm 


[vi'm'  cos*y-l-m'm'  sin^^pcos't/)  -\-p'p'  aia^y  sin')//]  YM 
Per  substitutioneni  nostram  integrale  propositum  ope  ipsorum  tj,  S-  hunc 
in  moduiii  exprimitur: 

smrjdiidi^ 


mnp  11^ 


—  cos  )^+- 


Unde  e  formulis  exemplo  secundo  propositis,    siquidem  ibidem  ponimus 

—r,  —r,  ^  loco  m,  n,  p,  obtinemus: 
m"    n"   p'  ' 

^^n       F(_k,  w) 

2     mn'p' äiaw  ' 
modulo  k  et  amplitudine  w  definitis  per  aequationes: 

nn{mmpp — mmpp)  mp  mn 

Sive  etiam  e  (16)  obtinetur  formula: 

smg)dq)dip 


[mWcosV+"'w'siQVcos'i/'+pydn'ydn^i/']y/nwcos'y-+-nKsin'5pco8'i/'-4-ppam'spsin*^ 


13. 
Exemplum   V. 

smipdifidijj 

~     vyii  ' 

XJ  =  a  CQü^Kp-rb  sio'gjcoa^i/'H-c  sin'ysin'i/' 

-4-2(^  sin'y  cos  i/i  sin  i/i -f-2e  cos  5p  sin  5p  sim^-+-2/ cos  y  sin  5p  cos  i/j, 
ü'  =  M'cos^9:+i'sin°ycos'i/'-4-c'sin^5psin^^(' 

+2(^'Hin^9)Cos(/)sia^H-2e'coaysin9)sin)/'-t-2/'cos(f  sinycosi/'. 

Limites     jp  =  0,     (f^n;     ip  =  0,     V  ^  ^ti. 

Integrale  hoc  exemplo  propositum   multo  complicatius  est  quam  id,   de 

quo  exemplo  antecedente  egimus,  cum  in  expressionibus  ipsaram   ü,  Jf  praeter 

quadrata  quantitatum  cos<jd,  sin^pcosi/',  sinjpsim/'  adhuc  binae  in  se  ductae  in- 

veniantur.     Nüiilominus  valorem  ejus  eruimus,   si  Substitution! ,    qua  usi  sumus, 
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transformationem  coordinatarum  orthogonalium  bis  adhibltam  jungimus.  Suppo- 
iiimuB  autem,  functiones  ü,  U'  pro  valoribus  certe  realibus  angulorum  y>,  ip 
valores  semper  positivos  servare;  quoties  enim  ü  valores  etiam  negativos  induere 
potest,  integrale  propositum  imaginarium  fit,  quoties  C/'  etiam  negativos  Lnduit 
valores,  integralis  valor  in  infinitum  abit. 

Ac  si  consideramus  7"cosy,  rsinjpcosy,  rsinysini^  tamquam  coordinatas 
orthogonales  puncti,  cuius  distantia  ab  initio  coordinatarum  =  r,  per  transfor- 
mationem primam  coordinatarum,  facile  inteUigitur,  E  lianc  formam  induere  posse: 
amy>'  dfp'  d>p' 


JJ  Ü'V 


designantibus  rcosjp',  rsinjp'cos^',  rsinyj'sim//'  coordinatas  transformatas,  relatas 
ad  axes  principales  ellipsoidae,  cuius  aequatio 

r'U=  1, 
et  cuius  semiaxes  principales  ^ri  -pr^-pm"      ^c   rursus   ermit  limites  integralis 
transformati  5p'  ^  0   et   ip'  =  n,  ^'  =  0  .et  i/i'  =  2n.     Functio  autem   ü',  per 
ff',  \p'  expressa,  formam  induit: 

+2rf"sm'y'cosi/f'sin^'+2ö"cos^'siny'sm^i''4-2/'"cos(/'sm9j'cos(/''. 
Integrali  ita  transformato  applicemus  substitutionera  nostram 

,         Gcosip'         .     ,       „,         G'shitfi'cosi!''  .     ,  .    „,         G".sin fp'sin U/' 

'  }^     '  '  ]/ß'  '  ]/R' 

posito 

i?'  =  GGeos^q''-i-G'6-'sm^y''coa'ip'-i-G"G"sm''fp'Ain''fp', 
quo  facto  integrale  propositum  induit  formam  sequentem: 

„ 1         rr  smrj'dt^'d!)-' 

GG'G"  JJ     "     U" 
siquidem  ponitur 

—  —QQ        I  Q'gj  ^'       G"W 

^'"V  WW  '  G^  '  GG'  J' 

Ac  rui'sus  liiiiites  erunt  ij'  ^  0  et  ij'  ^  n,  ^'  =  0  et  ^'  =  2/1. 

Jam  seeuiida  vice  consideremus  rcos»;',  rsinjj'cos^',  rsinjj'sin«^'  tamquam 
coordinatas  orthogonales  puncti,  cuius  distantia  ab  initio  coordinatarum  =  r; 
sint    rcosj;,   rsinj/eos^,  rsin»/sind   coordinatae   transformatae,    relatae  ad  axes 

23' 
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principales  ellipsoidae,  euius  aequatio 

rr  ü"  =  1, 
et  cuius  semiaxes  principales  siiit  m,  n,  p.     Quibus  statutis  integrale  propositura 
per  ij,  S-  expressum  hanc  formam  induere  patet  simplicissimam : 


L  mm  nn  pp        J 

limitibus    integralis    rursus    existentibue    )j=0   etJj^?i,    ^  =  0   et    S-  =  2n. 
Quod  in  exemplo  II  facile  ad  integrale  ellipticum  revocatum  est. 

14. 
Reductio  integralis  propositi  antecedentibus  indicata  requirit  binas  trans- 
formationes  coordinataruin  orthogonallum,  quae  singulae  a  resolutione  aequationis 
eubieae  pendent.  Nam  primum  ut  radices  aequationis  cubicae  inveniuntur  GG, 
G'G',  G"G",  a  quibus  pendent  coSfficientes  substitutionis  primae  adhibitae, 
ideoque  etiam  quantitates  a",  V,  etc.  ■  Per  quas  et  ipsas  G,  G',  G"  deinde 
exhibentur  co6fficientes  aequationis  cubicae  seeundae,   cuius  radices   sunt  , 

— — , At    factis    caleulis    observatur,    e    cogfficientibus    illis    aequationis 

nn        pp 

cubicae  secundae  quantitates  G,  G',  G",   omnino  abire,  unde  resolutioni  aequa- 
tionis cubicae  primae  supersederi  potest;  ita  ut  problema,  quod  a  duabus  aequa- 
tionibus  cubicis  pendere  videatur,   revera  ab  unica  tantum  pendeat.     Calculum 
paucis  indicabo,  forte  et  aliis  oecasionibus  utilem. 
Sit  substitutio  prima  adhibita: 

cosy  =  acf>&<f'-\-a'sm<f'cQsip'-\~a"sm<f'smip', 
sinycos)/'  =  ßc^^stp'-^ß'  siQtp'  cosip'^ß"  sintp'  smip' , 
avü(fsva.tp  =  y  ci:is<f'-\~y'  s\Q<f'  coB^)' -{-■/"  s\n<f'  sxaip' , 
unde  etiam  vice  versa: 

cosy'  =  a  aos(p-\-ß  sin<fcosi/'4-j'  sin^^siin/i, 
sin^'cos»//'  =:  a'  cosy-H/S'  siDycosi/'+)''  sinysini^, 
snKf'smip'  ^  a" cnsip-^-ß" smffcosrp-hf  ävatpsimp. 
Quibus  aequatiönibus  in  functione   V  substitutis,  obtinemus 

a"  =  a'a  a  -i-b'ß  ß  -hc'y  y  -<r2d'ß  y  +2e')'  a  +2f'a  ß, 
b"  =  a'a'  a'  -]-h'ß'  ß'  -hc'f  y'  -h2d'ß'  y'  -h2e'y'  a'  -h2fa'  ß', 
c"  =  a'a"tt"-\~b''ß"ß"+c'y"Y"+2d'ß"y"-{'2^Y"a"+2f'a"ß", 
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d"  =  a'a'  i/'+Vft  |S"+oy  r"+ä'(ß'  i"+fy  )+«'()•'  ■!"+)■"«' )+/'(«'  ?"+«"/!'■), 

«'.'  =  (.'o"o  +6'(J"()  +c'/ V  +<i'0)"l-  +1?  /')+«'()•"«  +)•  tt")+f'(<'"ß  +'  ß"). 

f"  =  a'ti  a'  +b'ß  ß'  +c'y  /  +d'(f  /  -i-ß'  y  )+c'(y  «'  +?'  "  )+/■'("  ß'  +"'  ß  )■ 

Inter  coefiicientes  substitutionis  propositae  habentur  relationes  notisaimae, 

quae  in  transformatione  systematis   coordinatarum  ortliogonalium  in  ahud  eius- 

modi  systema  valent.     Deinde  ut  systema  noviim  coordinatarum  idem  sit  atque 

axium  principalium  ellipsoidae,  cuius  aequatio  r'ü^  1,  siquidem  -^,  -^,  -^^7^ 

sunt  ipsae  semiaxes  principales,  haberi  debet  aequatio: 

unde  pi'odeunt  relatiojies: 

eG«in-(j'e'ii'o'^e"e"«"<i"  =  a, 

(}Gßß+0'ä'ß'ß'+6"G"ß"ß"  =  b, 

Gayr  +  a'GYr'^&"G"y"r"  =0, 

GGßi+G'G'ß'i'  +G"G"ß"y"  =i, 

aGya  +  GGY<c'+G"G"y"a"  =e, 

aOaß+G'G'a'ß'+G"G"a"ß"  =f, 

quibus  jungamus  sequentes,  quae  ex  antecedentibus  lluunt: 

G''  G"'  aa+G"'  G\'a'+G'  G''  a"a"  =  bc—dd, 

G''G"'ßß+G"'G'ß'ß'+0'G''ß"ß"  =  ca—ie, 

G''0"'yy  +  G"'G'y'r'+G'G''y"r"  =  ab— ff, 

G''G"'ßy+  B"'  a'ß'r'-h  G'G''ß"y"  =  'f  —ad, 

G'G"'ya+G''G'y'a'+G'G''y"a"  =  fd—be, 

G''G"'aß+G"'a'a'ß'+G'e''a"ß"  =de—ef, 

0'G''G"'  =  abc—add—bee—eff+2def 

Aequatio  ellipsoidae  secundae,  cuius  axes  principales  ievestigandae  proponuntur, 

haec  erat: 

a"  b"  c"  2<i"  2«"  2/" 

siquidem 

rcosij'  =  iE,     rs'inr/ cosd-'  ^  y,    r sintj' ninS-'  =  z. 

Unde,  si  m,  n,  p  denotant  semiaxes  principales,  e  theoria  nota  axium  principalium 

superficierum  secundi  ordinis,  erunt  — — -,  ,  radices.  aequationis  cubicae 

^  '  mm '    nn'    pp  ^ 

3        Ja"  b"  c"     \         (b"c"—d"d"         c"a"—e"e"         a"h"—f"f"  \ 

a"h"c"—a"d"d"—b"e"e"—c".f"f"-V-2d"e"f" 


G'G''a"' 


=  0. 
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Ipsarum  autem  a",  h"  etc.   substitutis  valoribus,  per  relationes  supra  appositas 

et    eas  quae  inter  ipsas  «,  /?,  y  etc.   habentur,    cofifficientes  substitutionis  per 

solas  quantitates  a,  6,  c  etc.  a',  b',  c'  etc.  exprimere  licet.     Quo  facto,  aequatio 

cubica  multiplicata  per  <^G'^G"^  haec  evadit: 

x^  [abc—add~bee—cff-ir'Mef\ 

_  J       a'ibc  ~dd)+h'  (c  a  -ee)-\-  c'  {ah  -f  f-jX 

*  U-2d'(e f^ad )+2eV d  —b e )-\-2f'(d e—cf)] 

f      a{b'c^-d'd')-\-  h(c'a'-  e'e')+  c(a'h'—f'f')\ 

~^*   U-U{e'f-^a'd')+'ie(fd'—h'd)-\-^f(d'e'—c'n\ 

—  a'h'c'-^a'd'd'-irb'e'e'-^-c'ff—^d'e'f  =  0. 

Cuius  aequationis  radices  ubi  sunt  ,  , ,  vidimus  8.  13,  invenu^: 

^  mm       nn     pp  '  '         ' 


E  = 


1  fl  smrjdridd- 


# 


yabc—add—hee^cff-+-2def  j  j    cos'^^    ^    sin'^^oos'^    ^     sin'>;smV 

nn  pp 

;  factis  a  »/  =  0,  ^^  =  0  usque  ad  )j  =  jr,  i?-  =  27r. 
Adnoto,  commutatis  inter  se  quantitatibus  a,  h,  c  etc.   et  a',  b',  c'  etc., 
aequationem  cubicam  in  aliam  abire,  cuius  radices  valores  reciprocos  nanciscuntur. 

15. 
De    s  u  b  st  it  u  t  i  o  n  e 

a  cos(p+A  sinepcosT/'-t-/  sintpaim/' 

o' co9ep+/i.' sincpcosii'H-j' sincpsinti' 

.    ,         o"coscp+Ä"sinöicosü/+/'siii«!sijn/' 

Methodus,  qua  antecedentibus   usi  sumus,   procedebat  per  tres  transfor- 
mationes  integralis  propositi;    afferam    sequentibus   methodum  novam  et  magis 
directam,   qua  per  substitutionem  imicam  pervenimus  ad  formam  simplicem,  in 
quam  integrale  £  redegunus.     Et  dum  metbodo  antecedente  ellipsoidae  binae, 
quae  ad  axes  ortbogonales   relatae  erant,  ad  axes  principales  referri  debebant, 
hac  methodo   investigandae  sunt  axes  principales  unius  ellipsoidae,   cuius  datitr 
:tio  ad  coordinatas  ohliquas  relata. 
Propositum  sit  problema  algebraicum,  per  substitutiones  lineares 
u=g  tE-\-h  y-\-i  z, 
v=g'  a:-^h'y+i'  z, 
w  =  g"x-hh"y-hi"z 
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expressiones  hinas  sequentes 

A  ^  aä:x-^byy'\-czz-^Myz-V-2ezx-{-2f  iey, 
A'  =  a'  wai-^h'yy +c'zz+-2d'yz  -^-te'zcn+^f  xy 
revocare  ad  fornmm  simpHcem,  e  qtui  producta  hinarum  variabilium  abiei-unt, 

A   =    UU  -\-  VV    +M)W, 
UU  VV  «IM) 

A'  = \— — I 

mm       nn       pp 

InvestigaTidae  sunt  coefficientes  substitutionis  adhihitae,  et  quantitates  m,  n,  p. 

'Problema  antecedens  nullis  difficultatibus  obnoxium  est,    et  facile  revo- 

catur  ad  problema  notum  geometricum.     Ponamus  enim 

Yä.x^  x',  Y^.y^y\  "j/cs^/, 

unde  fit 

A  =  x'  x'   +  y' y'  +  s's'  -|-2cosA)/'s'+2cos/i2V+2eosi'!>?y, 
A,        a'       ,      b',  ,      c'    ,  ,      2d'      ,  ,       2e-      ,  ,  ,     2f'        , 

Porro  substitutiones  adhibendae  erunt: 

q'     ,       h'     ,        i'     , 

q"     ,       h"     ,        i"      , 
10  =  -^—x-4-- v-\ =r3  . 

Sint  x',  y',  z'  coordinatae  obliquae  puncti,  quae  angulos  inter  se  efficiunt  Z,  ju,  v; 
ubi  u,  V,  w  sunt  coordinatae  puncti  ortbogonales,  eodem  initio  gaudentes, 
quadratum  distantiae  puncti  ab  initio  communi  coordinatarum  exprimi  potest 
sive  per  formulam  j4,  sive  per  «tt  +  yu-Hww,  unde  locum  liabere  debet  aequatio 
prima: 

A  ^  uu-\-vv-\-ww. 
Sint  porro  u,  v,  w   relatae  ad  axes  principales  ellipsoidae,   euius  aequatio,   ad 
coordinatas  obliquas  x',  y',  z'  relata,  est 

^'  =  1; 
baberi  debet  aequatio  altera 

MM  VV  ww 

A'  =  — — H 1 , 

mm         nn  pp 


Hosted  by 


Google 


184  DE  TRANSFORMATIONE  ET  DETERMINATIOKE 

siquidem  m,  n,  p  sunt  semiaxes  ellipsoidae  principales.     Unde  probkma  propo- 
situm  convenit  cum  proUemate  geometrico  investigandi  axes  priiicipales  ellipsoidae, 
cuius  aequatio  A'  =  1,  desigriantibus  x',  y',  z'  coordinatas  obliquas,  quae  angulos 
inter  se  efßciunt  X,  fi,  v.     Cuius  problematis  analysis  et  alibi  invenitur,   et  a 
me  exhibita  est  in  Diario  CrelUi  Vol.  IL  pag.  227.     (Conf.  h.  vol.  p.  47.) 
Loco  citato')  demonstravi,  siquidem  aequatio  ellipsoidae  sit 
Ax'x'-\-By'y'-\-Cz'z'-^^ay'z'+V)z'sd-\-^c.r:y'  =  1, 
esse  ,  ,  radices  aequationis  cubicae: 


C,r  — ^)(VC  — S)(-»— C)  — C^  — ^)(^COS;i— «)'^(*  — B)C^COS;M— J)' 

—{x — Qf^cos-v— <;}^H-2(iBC0sA — a}(i*;coS(it — 6)(a;cosi' — c)  ^^=0. 
Hoc  loco  igitur  in  locum  ipsarum 

Ä,       B,       C,          a,  b,             c 
scribendum  erit 

üL     !L     !L        '^'  _j' _         f 

«  '     5  '     c  '     yü  '  .y'ca''     V^  ' 
Unde  si  insuper  restituiraus  valoi'es: 

.          d                         e                         f 
cosA  =  — ;^^,     COS«  =  — ^^^,     cosr  =  — ' . 

yhc  ^ca  y^ ' 

aequatio  cubica,  multiplicata  per  abc,  fit: 

Quae   prorsus    convenit    cum   ea,   ad  quam  §.    aiitecedente   devenimus.      lisdem 
mutationibus  factis,   e  formulis  loco  citato  traditis  valores  coSfficientium  — ^, 

k     i       .         .    .  ^ 

—jf-i  —j^  etc.,  ideoque  etiam  ipsarum  g,  li,  i  etc.  nanciseeris. 

16. 

Observo  generaliter,  propositis  aequationibus  linearibus 

it^  g  x-\-h  y-\-i  z, 

V  =  g'  a:-\-h'  y+i'  z, 

II)  ^  ff"is-\-h"y--}-i"z, 

siquidem    considerentur    x,  y,   z   ideoque    etiam  u,   v,   w    tamquam    functiones 


*)    L,  c.  loco  x',  y',  a'  positum  est  j-,  y,  s;  parro  L,  M,  N  loco  - 
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duarwin  variabilium  5p,  y,  posito  brevitatis  causa 

8y    dz         81J  dz 

dtfi   Bip        8ip-  Stp  ' 

dz    dx         dz  dx 

dq>    dip        dip  dtf  ' 

^^d^dy__dx_  dy_ 

öifi   dtp        dip  dtp  ' 


fieri: 


3»    dw  dv   dw 

dtp   dip  d\p   dtp 

dw    du  dw    du 

drp  dip  dip   dtp 

du    dv  du    dv 

dip  dip  dtp 


-_  (A'  ü'-h!'i  )L-i-(i' f-i-y  )MM9'  h"~g"h')N, 

=  (h  i'  ~h'  i  )L-\-(i  y  -i'g  )M+(^  h'  -/  k  )N. 

Quibus  aequationibus  multiplicatis  respective  per  u,  v,  w,  et  summatione  facta, 
reiectis,  qui  destruuntur,  terminis,  prodit: 

)r  dv    dw         dv     Bii}~\         r  dw    du         dv;    du~\  \  du    dv         du     dv  "1 

^['d^'dyJ~ä<p'6^\~^''ld^^^'d^~69\'^'^l'^^'^~dip 
~"      rley   dip        61p   dg)l     ^ldg>   dip  "     ä>p  ög>}^    Idtp   dip        dip   dtp}}' 
posito  brevitatis  causa: 

His  praemissis,  sit  iam 

a!^=COS<p,     n  =  s'mtfcostp,     s  ^  sin^sinip, 
sit  porro 

sinj^cosfl-  =  ■ ,       sinijain-ä-  = 


yuu-^vv-hww  '  ]ruu+vv-{-V}w  '  y^+vv+ww 

Ubi  cogffieientibus  g,  h,  i  etc.  valores  eosdeni  atque  §,  antecedente  tribuiinus,  erlt: 
A  ^  Ü  =   uu  -\-  vv  -Y-  ww, 

mm        nn        pp 
ideoque: 

U  mm  nn  pp 

Aequatioiies  autem  lineares  inter  u,  v,  w  et  x,  y,  z  propositae  fiunt: 

cos,  =  LS 2^JL, 

q' cüntp+h' a\'[\tpmäip-\-i' iAatfümip 


siii»;sin^  = 


)stp-^k"ii\Dtpcosip  -[-i"  ^Satfsmip 
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Jd^d^_ 
idg>  dip 
r  dv    dv! 
\.dg>  dtp 

dy   dz-\      rsz  dw 
dip  d(fy^Vd(f  dip 

dv   dw  "1        V  dw    du 
~  e-ip  dq>\'^^  ld(p   d\p~ 

Bz    8x1          \  da:    dy 

d^  d(p}~^    id>p  dxp 

dw   öw  1         r  (9m    dv 
Bip  B(f  ]         LBq)   Bip 

B^    d^l 
Bip  dfp\ 

du    8v  1 
Bip  B<p  \ 

■ideoque 

\uu-^-vv 
e  formula  (17): 

smipdifdip          1 

-^wwf 
smrjdridd-, 

sintjdfjdd- 

unde  eti 

pä        p 

am: 

siütfdtfdip          1 

uos^ij       sm^i)Cos'5'        i 

-■i-'*  ■ 

dgidip  =  sivirjdTjdti; 


mm  nn  pp 

Singulis  valoribus  realibus  ipsarum  cos^p,  8inycosj|C,  sinysini/'  conveniunt  valores 
reales  iique  unici  quantitatum  cos»;,  simjcos^,  sinjjsin^;  ac  facile  patet,  singulis 
valoribus  realibus  ipsarum  cosij,  sm»)Cos^,  sinijsini^'  respondere  vice  versa  valores 
reales  eosque  miicos  quantitatum  cosyi,  sin^pcos]/',  sin^psinj/'.  Unde  liisce  tributis 
valoribus  omnibus  realibus,  etiam  Ulis  valores  omnes  reales  conveniunt,  neque 
üdem  plus  semel;  sive  integrationibus  factis  a  ^  =  0,  ^  —  0  usque  ad  jp  =  rr, 
ip^^n,  etiam  a  rj^O,  &-=0  usque  a.ä  tj  =  ti,  &  ^  2n  integrari  debet,  vel 
quod  idem  est,  integrali  proposito  ad  totam  sphaeram  extenso  etiam  integrale 
transformatum  ad  totam  sphaeram  extendi  debet. 

Restat,  ut  constantem  P  per  quantitates  datas  exhibeamus;  quod  facUe 
fit  considerationibus  geometricis  sequentibus.  Designantibus  enim,  ut  supra 
x',  y',  z'  coordinatas  obliquas,  m,  v,  w  coordinatas  ortbogonales,  ubi  fit: 


■w^w^w 


_s_ 


J+-: 


yf'  W  W 

ye'      \/e'      Tß 


angiilorum  inter  a;'  et  axes  orthoifonales. 
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P 

unde  ex  elementis  geometriae  analyticae  constat,  esse  —^^=-  solidtim  parallel- 

epipedum,    contentum   iiiter  axes  ipsarum   x',  y',  z',   euius  latera    =  1.      Idem 
probatur  esse 

üti'aque  expressione  aequali  posita,  et  siibstitutis  valoribus 
,  d  e  f 

COSA  ^  ■■  ^.   ,       cos«  =  ■    , ■         COST  =  — =, 

prodit: 

P=yabc—add—bee—cff-\-2def. 
Hine  taiidem  provenit,   Substitute  valore  ipsius  P  et  integi-atione  duplici  facta, 


^//^ 


DUS  ! 

aequationis 


mteeralibus  ad  totam  sphaeram  extensis,  ac  desimiantibus  ■ ,  — , radices 

"  ^  °  mm      nn    pp 


{aa:-a-)(ba^~b-)ica^~c-)~{ax-~a%d^^dJ-Q>a:-b')(ex-ey 

-^{cx—c'Xfx—fy-\-%dx-d')(ea;—e'){fx-f)  =  0. 

Quae    cum    supra    inventia   prorsus  conveniunt.      Quam  transformationem  erui 

videmus  per  substitutionem  unicam: 

__  g  cosy+A  sinycosi^+i  slEysini/' 
COS);  —        ■_  y^      —  , 

tf' costp+A' siotpcosü/-4-»' siacpsinU' 

'  yjj         ■  ' 

.    „         q"G(Miw-\-h"üiü(fC(i&ip-^i"s\.ütcsmü) 
coöfficientibus  g,  h,  i  etc.  rite  determinatis. 

17. 

Dedimus  in  exemplo  II  §.  8,  15  formulam 


mnp  I  I   I 


li.  VCM 


34* 
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188  DE  TRASSFORMATIÜKE  ET  DETERMiNATIOSE 

integrali  duplici  extenso  a   tj^O,    d- =  0    usque  ad    ^=^.   iA  =  ^  -     Unde, 
integrali  duplici  ad  totam  sphaerara  extenso,  fit 

ff siüiidridd'     . r" d^ 

■^•^  ^^-^ 1^ ' L J,     1/1+^1+^1+^- 

mm  nn  pp  "      C  V         mm)  \         nn )  \        pp  j 

Hinc  patet,   quantitutem,   quae  in  integrali  stmplici  sub  radicali  invenitur,  raiio- 

naliter  exhiberi  posse,  etiamsi ,  — ,  tantum  ut  radices  aequationis  cubicae 

mm      nn      pp  ^ 

datae  sint.     Quod    si   ad   casum  antecedentibus  propositum  applicatur,   dantur 


— — ,  — ,  ut  radices  aequationis 

m,m,      nn      »»  ^ 


■pp 

{a^—a')(bx—b')(Gx—c'^—(ax—a'){dx—dy—{hx—b'Xex^ey 
-(<^-c'Xß^f'y-h2(<h,-d'Xe<e^e'Xfx-f')  =  0. 
Unde  expressio  ad  laevum  identica  erit  cum  hac 

\        mm  J  \        nn  J  \        pp  J 

Posito loco  X  et  multiplicatione  facta  per  — x^,  inde  aequationem  identicam 

nanciscimur  sequentem: 

\         mm  j  \         nn  j  \        pp  J 
=  {a+a'xXh^b'w)(c+c'w)^{a+a-d)(d-^d-a:y-(h+h'x)(e+e\cy 

Unde  habetur  iam  theorema  satis  memorabile,  quo  integrale  duplex  propositum 
E  absque  ulla  aequationis  algehraicae  resolutione  per  integrale  simplex  exprimitur. 

Theorem  a. 
Ponatur 

ü  =  a  cos'^-hb  äin\eos'''ip-\-c  sm\äin^>p 

-i-2d  sm''q)Cosipsmip-\-2e  co&g)6\üqismtp-i-2f  cosysiny cosi/', 
ü'  =  a'cos'y+ö'sin^ycos^i/'+c'sm'if  sin'!// 

-t-2d'sm^(fco9i/)  sin  j^+2e' cos  5p  singe  sin  i/'+2/'cosysiii9)cosi//, 
X  =  (a+a'a!Xh-hb'x)(c^c'x)—(a-\-a'xXd+d'a,y^(b-\-h'w)(e-he'xy 
-(c-^c'xXf-hf'^y+2(d+d'^Xe-^e'xXf+M, 
erit 

integrali  duplici  a  y^  =  0,  ^^  =  0  extenso  usque  ad  (p  =  n,  ip  ~  2;i. 
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De  theoremate  antecedente  valde  generali  caslbuö  specialibus  haec  fliiunt: 
rr  smtpdyidtp 


yc<>+«)cs+^)c«+'^)-<i<'(«+^)-««(*+^)-/'?c<'+"^)+2^e/' 

j  rr  sin g>dqiäip 


n' äm<fid(f>dip   __ 


y(7"  yabc—add—l>ee^cff+2def 

Quod  ad  (2.)  attinet,   observo  generaliter,    commutatis  inter  se  a,  h,  c  etc.  et 
a',  b',  c'  etc.,  siniulque  —  loco  x  posito,  biiias  formulas 
rr  smipdifidip  ^       S"    dx 

/■/■  s'm<pd<pdtp  ^        /■*     d^ 

-'-'     uyw    ^  ^-'o  ]/^X 

alteram  ex  altera  sequi, 

Kegiom.    1.  Nov.   1832. 
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DE  BINIS  QÜIBUSLIBET  FDNCTIONIBDS  HOMOCxENEIS  SE- 
CDNDI  OHDINIS  PER  SUB8TITÜTI0NES  LINEARES  IN  ALIAS 
BINAS  TRANSFORMANDIS,  QUAE  SOLIS  QUADRATIS  VARIA- 
BILIDM  CONSTAiJT;  DNA  CUM  VARIIS  THEOREM  ATIS  DE 
TRANSFORMATIONE  ET  DETERMINATIONE  INTEGRALIÜM 
MÜLTIPLICIUM. 


I  n  t  r  o  (1  LI  c  t  i  0, 
1. 
Propositis  inter  variabiles 

^1)    ^-n    ■  ■  ■!    ;"„    6t    )/j,    f/j,    .  ■  ■,    y„ 
n  aequationibus  linearibus  huiusmo.di 

y^  =  a'-f  x.-^af  x,-\ h«!"''*^, 

facile  patet,  coSfficientes  «,"',  quorum  est  numerus  nn,  ita  determinai*!  posse, 
ut  data  functio  quaelibet  homogenea  secundi  ordinis  variabüium  x^,  x^,  .  .  .,  x^ 
transformetur  in  aliam  variabüium  y^,  t/2,  ■  ■  ■,  y„,  quae  solis  earum  quadratis 
constet,  simulque  summa  quadratorum  variabüium  non  mutet  valorem,  sive  fiat 

aT,aj,-H.*AH \-^A  =  y,y,-h^,i/,-\ i-i/„y„. 

Nam  baec  altera  conditio  sibi  poscit  aequationes  conditionales  numero  — ^— ^ , 
porro  cum  de  functione  transformata  supponatur  abiisse  producta  e  binis  varia- 
bUibus  conflata,  accedunt  aequationes  ^  .„ — ^;  itauthabeas  aequationes  con- 
ditionales numero  nn,  qui  est  numerus  cogfficientium  substitutionis  adbibitae. 
Unde  problema  determinatum  est. 

Pro  tribus  variabüibus  est  problema  tritum  illud  de  superficie  secundi 
ordinis  revocanda  ad  axes  superficiei  principales.  Problematis  generalis  solutionem 
nuper  dedit  Gl.  Cauchy  (Exerc.  de  Mathem.  t.  IV.  pag.  161.  sqq.).  Quaestioiies 
de  eadem  re,  a  praestantissimo  Sturm  üliistri  Aeadeiiiiae  Parisiensi  commissas, 
nondum  lucem  vidisse  dolemus, 

in.  25 
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Sit  functio,  in  quam  proposita  transformatiir, 

inveniuntur  quantitates  G■^,  G^,  .  .  .,  G„  ut  radices  divereae  aeqiiationis  algebraicae 
m"  gradus,  quas  Cl.  Cauchy  demonstravit  orones  fore  reales.  Quibus  deter- 
minatis,  coefficientiam ,  quamra  ope  y    per  variabiles  x^,  ^2,  .  .  .,  x    exhibetur, 

quadrata  et  binorum  producta  per  unicam  G^  rationaliter  exprimuntiir ;  atque 

invenitur,  coSfiicientes  ipsius  x^  in  valoribus  ipsarum  y^,  y^,  .  .  .,  y  , 

a[,     «;',     .  .  .,     «f>, 

quantitatum  G,,  G^,  .  .  .,  (?„  respective  easdem  lunctiones  esse. 

Coefficientium  quadrata  et  producta   iUa  modo  slngulari  sequentibus  ex- 

hibebo;  quo  saepius  calculis  complicatis  concinnitas  conciliatur.     Considero  eiiim 

quantitates  G^,  G^,  ...,  G„,  quae  per  aequationem  illam  n"  gradus  a  constantibus 

fuhctionis   propositae  pendent,    tamquam  functiones  harum  constantium,  atque 

demonstro,  quadrata  et  producta  illa  aequaHa  fore  ipsis  earum  differentialibus 

partialibus,    secundum  constantes  illas   sumtis.      Sit   enim  functionis    propositae 

tenninus  quiUbet  in  x^x,^  ductus  px^x^,  invenio 

„(->„(..)  _  3G^. 
'      *  dp 

Unde  vides,  unica  formata  aequatione  w"  gradus,  problema  confici.  Quippe 
cuius  radices  dant  expressionem  transformatam;  earumqae  differentialia  partialia 
sumta  secundum  constantes  functionis  transformandae,  quae  aequationem  illam 
afficiunt,  dant  cogfiicientes  substitutionis  adhibendae. 

Formulae  concinniores  evadunt  pro  formis  specialibus,  quas  functio  trans- 
formanda  induit;  quarum  unam  et  alteram  accuratius  examino.  Übi.etiampro 
tribus  variabUibus  aequationem  cubicam  ita  exhibitara  invenis,  ut  ipso  conspectu 
pateat,  radices  eius  omnes  esse  reales. 


Demonstravi  olim  in  commentatione  „de  transformxitimie  integralts  diiplicis 
mdefiniti  etc."  (Diar.  Grell,  vol.  VIII.  p.  253  sqq.  —  Genf.  h.  vol.  p.  93  sqq.), 
ad  investigationem  axium  principalium  superficiei  secundi  ordinis  —  qui  est 
casus  problematis  antecedentis  pro  tribus  variabilibus  —  usu  idoneo  quantitatum 
imaginariarum  facto,  revocari  posse  transformationem  quandam  integralis  sim- 
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plicls,  cuius  in  analysi  frequens  usus  est, 

r  d^ r  drj 

/  [l-\-mcos^^-i-nsiR^(fi-h2l' cos<fsm^-h2m' sm<fi-i-2n' contpy       j  VG — G,cos^ij  —  ö^sin^^ 

Quae  peragitur  transformatio  ope  substitiitionis  huiusmodi 

3 — ■8'cosii—3"siav 

coscp  ^  — — —. — ^-n—. — *-, 

tt — a  cosgj — a   smi; 

__    Y^Y'costj  —  Y"siaij 

a—a'cos'tj — a''sm7j 

Propter  quem  utriusqiie  problematis  consensum  fit,  ut  etiam  hie  locuni  liabeat 

determinatio    coefficientium    substitutionis    adhibitae    per    differentialia    partialia 

ipsarum  G,  Gj,  G^  surata  seeundam   constantes   l,  m  etc.     Quae  quantitates  in 

hoc  problemate  inveniuntur  ut  radices  aequationis  cubicae 

(^-OC^-l-m)C^+M)— «'(«— 0+'«''«'(^+w-)+»'"'('^+«)-2/W«'  =  0. 

Ita  e.  gr.  dedi  1.  c.  §.  19  fonnulas*) 

(e-G,xe-e,)   • 

_      _      n\0+n)-l'm' 
•  (e-G,)(C— G,)    ' 

qUüS  expressiones,  si  aeqnatioiieni  cubicam  allegatam  in  auxilium  vocas,  vel  ipso 
intuitu  patet,  fore 


Eodemque  i 


aG       ,     ,  as 

^do  pro  reliquis 

obtines: 

ae 

SG,       „  „          aG, 

«■=-4^.  «■■=-4^. 

aG 

BG,        „  „           aG, 
"          a»  •    "          an^' 

^-*4f^ 

ßY  =  -i^.    rr"  =  -i^, 

--*^.-. 

/.--i||^,  /v.-    i^2, 

»0  =  i^ 

.r--,^,   «T--i45- 

citato  pro  G,  G,,  G, 

scriptum  inveiiis  GG,  G'G',  G"6". 

Hosted  by 


Google 


196      DE  BINIS  FraCTIOXlBUS  HOMÜGENEIS  SECUNDI  OllDINIS  SIJIUL  TRANSFORMASÜIS 

Transformationem  plane  similem,  doeui  in  alia  commentatione  anteriore 
(Diar.  Grell,  vol.  II,  p.  234.  —  Conf.  h.  vol.  p.  57),  adhiberi  posse  ad  duplicis 
integralis  transtbnnationem.     Sit  enim 

^x-^yy-^zz  =  uu-hvv-hu-w  =  1, 
unde  X,  y,  z  nee  non  u,  v,  w  considerari  possunt  ut  eoordinatae  puncti  spliaerae, 
cuius  radius  =  1 :  demonstravi,  coSfficientes  sedecim  a,  ß,  y  etc.  ita  determinari 
posse,  ut  locum  habeat  substitutio 

"~  S+d'a:-\-6">/-\-S"'s'' 

S-\-d'ä!-i-ä"y+ö"'z' 

S-\-6'a!-+-S"y-\-ä"'z' 
simulque  functio  data 

a-j-a'ci!X-\-a"yt/-\-a"'zZ'Jr2b'x'i-2b"y-i-2l>"'g-\-2c'ys+2c"sx-i-2c"'a!y 
abeat  in  hanc  expressionem 

[G—G,uu~G^vv  —  G,ww][,i+d'«:+6"y+6"'s]\ 
ipsis  O,  (?j,  6^,  G3  rit«  determinatis.    Sint  dS,  dS'  elementa  sphaericae  superficiei, 
quae  coordinatis  x,  y,  z  et  u,  v,  w  respondent,  probavi,  e  substltutione  adhibita  sequi 
.10'  _  ^ dS 

Unde  habetur 


Sk 


dS 


-a'wX'^a"yy-^a'"zz+Wx+Wy-^W'z+2e^yz+2c"zx+%:"'xy 
dS' 


-fh 


J  G-G,uu^G,vv^G,ww' 
Quae  est  transformatio  integralis  duplicis,  de  qua  diximus. 

Et  hoc  problema,  adnotavi  in  commentatione  supra  citata,  ope  quanti- 
tatum  imaginariarura  idonee  adhibitarum  convenire  cum  problemate  algebraieo 
initio  proposito,  casu  quatuor  variabilium.  Unde  et  hie  locum  habet  determi- 
natio  cogfficientium  substitutionis  adhibitae  per  differentialia  partialia  ipsarum 
G,  Gi,  G^,  G^,  sumta  secundum  quantitates  a,  a',  a"  etc.,  quippe  a  quibus  eon- 
stantibus  illas  pendere,  1.  c.  demonstravi,  ut  radices  aequationis  biquadraticae : 
0  =  {a-a>)ia>+xX'"+'!)('"'+'!) 

-«V(o-»)(<.'+»)-»'V(<.-^X«"+'^)-«"'"'"'(»-"')C«'"+«) 
-6'JV'+*)(»"'+«)-*"S"(»"'+«)(«'+»')-*"'*"'{«'+«)C<'"+«) 
+2<>VV"(ii— «)+2c'*"*"'(«'+«)+2c"*"'S'(<'"+«)+2e"'*'''"(''"'+-») 
-hÄ'i'c'e'+i"&"c"c"+i'"6"'c"V"— 2Ä'6"c'(!"— 2&"i'"c"c"'— 26"'&'c"V. 
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Ac    reapse,    hac    aequatione    in    aiixilium   vocata, 
(1.  c.  §.  9)  ipso  intuitu  deducis  sequentes: 


foniiulis  a  nobis  traditis 


oo 

—  TT' 

i'i' 

36 
^    Sa'  ' 

i"ä' 

dG 

i'"ä' 

'  _ 

+  dl,'  • 

"  = 

■"= 

"■  = 

*    de'    • 

*  de"  • 

"  = 

i4%. 

aa    = 


K    ß     =  ■ — 


da  '■ 


äG, 
da'  ' 

ß'ß'    = 

oG.i 
da'  ' 

da, 

da'" 

|3"(J"  = 

dG, 

ß"'ß"'  = 

dG, 

*  dl,' 

ßß'    = 

*  db' 

if^ 

ßß"  ' 

-~   *f^ 

*S^ 

ßß'"' 

=   *l^ 

*  de' 

ß"ß"'. 

,dG, 

ß"'ß'    = 

,  ae, 
=  -*!# 

i|^ 

ß'ß"  = 

da   ■ 


Quas  formulas,  sicuti  antecedentes,  propter  usum  earum  frequentiorem  hie  in 
conspectum  exposui,  Transformationem  similem  adhiberi  posse  integralibus  raulti- 
plicibus  cuiusHbet  ordinis,  adnotavi  (§.  27  eomraentationis  in  initio  hujus  §.  citatae). 
In  qua  generaliter  constantes,  quae  integrale  n-tuplum  transformatum  afficiunt, 
inveniuntur  ut  radices  aequationis  algebraicae  (m+2)"  ordinis;  quarum  differentialia 
partialia  sumta  secundum  constantes,  quae  integrale  propositum  afficiunt,  suppe- 
ditant  substitutionis  •  adhibendae  coSfficientes.  Quae  transformatio  generalis.de 
problemate  algebraico  generali  eadem  ratione  derivatur,  quam  1.-  c.  pro  casibus 
,  n  ^  B,  n  =  4  indieavi. 


ut: 


Problema,  de  quo  dictum  est,  algebraicum  ita  generalius  eoncipi  potest, 
1  locum  summae  quadratorum  variabUium  proponatur  altera  quaelibet  funetio 


*)  ut  formnlac  1.  c.  traditae  cum  hia  eonveniaut, 
quantitas  arbitraria  k  poni  debet  ^  1;  porro 


-G3  loco  G',  G",  G'"; 
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homogenea  secundi  ordinis  transformanda ;  sive  proponatur,  binas  simul  functiones 
homogeneas    secundi    ordinis    cuiuslibet    numeri  variabUium    per    substitutiones 
lineares  transformare  in  alias,  quae  variabilium  solis  quadratis  constant. 
Sint  functiones  transformatae : 

exprimantur  porro  variabiles  propositae  a;;,  x^,  . . .,  x„  per  variabiles  y^y^,  ■■•,y„ 
ope  aequationum  huiusmodi: 

FacUe  patet,  problemate  proposito  tantum  determinari  rationes,  in  quibus  sunt 
quantitates  G^,  H,  et  coefficientimn  jf' ,  ßf ,  ...,  /?„"  quadrata  vel  binorum 
producta.  Nam  si  loco  y  ,  quod  licet,  scribis  pjl^,  designante  p^  factorem  con- 
stantem  arbitrarium,  quantitates  illae  simul  per  eundem  factorem  p^p^  dividi 
debent.     Quotientes 

_G,_       G,_  G^ 

H^'      _ö,  '     ■  "  "'       _ff„ 

et  Hie  invenis  ut  radices  diversas  aequationis  algebraicae  n"  gradus.  Deinde 
coSfficlentium  ß'^  ,  P2  ,  ,  ,  .,  ß^  quadrata  et  binorum  producta,  divisa  per  G, 
aut  //.,  per  unicam  -^  rationaliter  exprimuntur;  porro  quantitates 

-\/G,    '        !/(?,'■■''        ]/Gn 

inveniiintur  respectlve  ut  eaedem  fimctiones  quantitatum 

H,'     4  '    ■  "  ■'     i// 

Quantitates  -—-  si  rursus  spectas  ut  functiones  constantium,  quibus  datae 
functiones  transformandae  affectae  sunt,  et  bic  elegantissime  per  differentialia 
earum  partialia,  secundum  constantes  illas  sumta,  exprimi  possunt  co6fficientium 
quadrata  illa  et  producta,  divisa  per  quantitates  G,  aut  H^;  eaque  singula  binis 
modis,  sive  constantemj  secundum  quam  differentiatur,  ex  altera  functione  pro- 
posita,  sive  ex  altei-a  sumas.  Sint  enim  termini  earum  in  x^x^.  ducti  px^x^., 
qx,x,.,  invenio: 

,(j)  .m  _  HxdGx  —  G>,dR>_   __   G>.dIh—H>,BGi 
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sive: 

Üi  dp        '  Ga  8q        ' 

Undii  etiam  hie,  unica  aeqiiatione  algebraica  «,"  gi'adus  formata,  totum  problema 
confieitui". 

In  commentatione  III.  de  Integi-alibiis  Duplicibus  (Diar.  CrelJ.  voJ.  X, 
p.  101.  —  Conf.  h.  vol.  p.  261)  demontravi,  quaestiones  algebraicas,  quae  easui 
jz  =  3  respondent,  ad  transformationem  et  determinationem  integralium  duplieium 
coiamode  applicari.  Qua  de  re  placuit,  sub  finem  harum  quaestionum  generalium 
theoreinatam_  commentatione  citata  de  integralibus  duplicibus  inventa  ad  integralia 
multiplicia  cuiuslibet  ordinis  extendere,  quod  per  easdem  methodos  successit. 

Jam  singula  accuratius  pereequamur.  Quae  alia  varia  theoremata  alge- 
braica et  analytica  adstruendi  occasionem  suppeditabunt. 

Problema   I. 

„Investigare  substitutiones  lineares  huiusmodi 

S'i  =  «i  '^i-l-'^  -^a-l ^K  ^«' 

y^  =  ßj'  ^^+«2'  iJ52^ 1-««  ^B' 

j.  =  «;■'.,+„<■>  «,+...+<,;■'.„ 

quibus  efficiatur 

simulque  data  functio  homogenea  secundi  ordinis  variabiliwm  x^^,  x^,  . , ,,  x^ 
transformetur  in  aliam  variahiiium  y^,  y^,  . .  .,  y^,  de  qua  hinarum  producta 
euanuerunt. " 

4. 

Investigemus  primum  varias  relationes,  quae  iiiter  coefficientes  propositos. 
locum  habere  debent,  ut  conditioni  primae  satisfiat, 

Ac  primum,  ut  substitutis  ipsarum  y^,  y^,  .  .  .,  y^  valoribus  aequatio  illa 
identica  evadat,  fieri  debet: 
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Propter  has  aequationes,  substitutis  rursiis  ipsarum  y  ,  y  ,  .  .  .,  y  valoribiis, 
identica  fit  etiam  haec  aequatio: 

(3)  *.  =  «>,+  <%H \-<^'fy„; 

cuius  ope  variabiles  propositae  x^,  x^,  .  .  .,  x^  exprimuntur  per  y^,  y^..   ....  ;/  . 

Quos  valores  ipsarum  x^^,  x^,  ...,'x„  si  rursus  substituimus   in  aequatione  (1), 
nanciscimur,  ut  identica  evadat,  formulas  sequentes: 
„W  „('>+„«  „<«+...j-„<")„™  = 

Videmus  ex  antecedentibus,  quod  maxime  tenendum  est,  tales  Äistere  inter 
coöffieiehtes  propositos  «4'"'  relationes,  ut,  propositis  n  aequationibus  linearibus 
huiusmodi 

y^  =  «f  ^i+_4'*'^uH l-'^i'''*'«' 

earuin  resolutio  suppeditet  n  aequationes  sequentis  formae 

x^ = «>i+<'^a^ — i-«!rV„-- 

unde  etiam  vice  versa  harum  resolutlo  illas  suppeditat.  Porro  animadverto,  e 
quaque  relationum  illarum  seu  quae  ex  iis  sequuntur,  statim  nos  eruere  alteram, 
coöfficientium  indices  inferiores  cum  superioribus  pemiutando.  Qua  permutatione 
simul  variabiles  x^,  x^,  .. .,  x^  et  y^,  y^,  ■  ■•,  y„  respective  in  se  invicem  abeunt. 

5. 

Aliae  relationes  inter  cogffieientes  propositos,  quae  e  (1)  sequuntur,  deri- 
vari  possunt  de  relationibus  algebraicis  generalibus,  quae  locum  habent  inter 
coäfficientes  aequationum  linearium  propositarum  aliarumque,  quae  ex  earum 
inversione  seu  resolutione  obtinentur.  In  quaestione  nostra  aequationes  propo- 
sitae et  inversae  eosdem  eoeffieientes  habent,  nisi  quod  illarum  series  horizontales 
coSfficientium  harum  verticales  fiunt  et  vice  versa.  Hinc  ex  uuaquaque  eiusmodi 
relatione  generali  casu  nostro  relatio  inter  ipsos  cogfficientes  propositos  nascitur. 

Supponamus,  designantibus  a'"'  datas  quantitates  quaslibet,  ex  n  aeqna^ 
tionibus  linearibus  propositis  huiusmodi 

per  notas  regulas  resolutionis  algebraicae  haberi  aequationes  formae: 
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Ipsum  A  supponimus  denommatorem  communem  valoriuii  ineognitarum,  qui  per 
algorithmos  notos  formatur:  sive  fit 


signo    BLiHimiitorio    amplectente    teniiinos  omnes,    qui  Indicibus  aut  inferiorjbus 
aut  saperioribus   omnimodis  permutatis  proveniunt;    signis  eorum  altemantibus 
secundum  notam  regulam,    quam    ita  enunciare  licet,    ut  termino  cuilibet  per 
certam  perrautationum  indicwm  orto  idem  Signum  tribuatur,   quo  aflieitur  pro- 
diictum  sequens  conflatum  e  differentiis  numerorum  1,  2,  . .  .,  n 
(2— 1X3— 1)...(«— 1).C3— 2)(4— 2)...Cw— 2).(4-3)  otc, 
eadem  mimeforum  pennutatione  facta. 
Eadein  notatione  adhibita,  sit 

ubi  ipsam  B  e  quaiititatibus  ß'-"'^  eodem  modo  compositam  accipimus,  quo  A 
ex  ipsis  «'"'*  componitur.     Quibus  statutis,  observo  fieri: 

(5)  ß  =  A"-', 
ac  generalius: 

(6)  2dcß[ß'^...ß^^^  =  Ä"^'2±a'-^^^"a^^;^^^\..a^^\ 

De  qua  farmula  generali  (6)  cum  pro  varüs  valoribus  ipsius  m,  tum  indicibus 
et  saperioribus  et  inferioribus  omnimodis  permutatis,  perraultae  aliae  simÜes 
formulae  profluunt, 

Casu  nostro  fit 

ß^f  =  Aa^f, 
idcoque 

B^2±ß[ß'^...ß'^^  =  A''2±a\a'^...a'^''  =  A'''^\ 
unde  (5)  suppeditat  formulam  in   quaestione  nostra  prae  ceteris- memorabilem: 

sive ; 

Porro  fit  e  (6)  casu  nostro: 

Quae  relationes  (7),  (8)  lis,    quae  §.  antecedente  traditae  sunt,   adiunctae  rela^ 
m.  26 
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tiones  praecipuas  constituunt,   quae  iiiter  eoefficientes  propositos  locura  habeiit, 
quoties  datiir  conditio 

,s,.^,+«,a;,H h^„^„  =  }hy,-\-y,y.,-\ 'ryj^. 

6. 

Ad  demonstranda  theoremata  algebraica  generalia  (5),  (6)  methodiiin 
singularem  in  auxilium  vocabo,  qua  saepius  non  ineleganter  uti  licet.  Qnam- 
qiiam  res  etiam  per  metbodos  notas  liquet. 

Sit 

ac  supponamuB,  dignitates  negativas  expressionum  X,,  X^,  ■  ■-,  X„  evolvi  respec- 
tive  secundum  dignitates  descendentes  ipsarum  3;,,  x^,  . . .,  x„;  porro  dignitates 
negativas  ipsarum   T^,  Fj,  ...,  Y„  evolvi  respective  secundum  dignitates  descen- 
dentes  ipsarum  y^,  y^,  .  .  .,  y^.     Designeraus  pörro  per 
[U]     . 

coSfficientem    tennini    — —    in    ipsa    ü,    secundum    potestates    variabilium 

^1)  ^3)  ■••>  ^a  certa  ratione  evoluta, 

Quibus  statutisj  demonstravi  in  commentatione  anteriore: 

„Exercitatio  algebraica  circa  discerptionem,  singularem  fractionum,  quae  plures 

variahiles  involvunt" 
(Diar.  Oreil.  vol.  V,  pag.  344  sqq.  — ■  Conf.  h.  vol.  pag.  69  sqq.),  foi'C: 

(">  [x.xl...x.]^^,  ^  =  'r' 

sive  etiam,  quod  idem  est: 
ae  generalius: 


(11) 


r     '': ■'';■■■"':     "1 i        r  y,''r^'...iC"  1 


designantibus  r,,  r^,  ...,  r„  ac  s,,  s^,  . . .,  s„  numeros  quoslibet  integros  sive 
positivus  sive  negativos. 
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Sit  ex.   gr. 

fonnula  (11)  e  (10)  in  hanc  abit: 


(juae  est  formula  (5). 
Sit  porro 


1  —  »^m+a  =  ■ 


formuk  (11)  in  haue  abit: 

Lj„,-i-,z,„+2..-xJ      1       =  ^™~' l_TXTry«rJ    i 

Expressiones  uncls  inclusae  variabilium  x  ,  x  ,  ..,,  x  et  y  ,y  ,...,« 
tantum  positivas  dignitates  continent-,  uti  per  assignatum  evolutionis  modum 
liquet.  Hiiic  cum  eos  tantum  consideremus  terminos,  qui  a  variabilibus  Ulis 
non  pendent,  in  expressionibua  X„_|_i,  X^+g,  . . .,  X„  ponere  licet 

in  expressionibus  F^   Y.^,  ....   Y„,  ponere  licet 

y^+i  =  ym+2  =  "-  =  y.  =  '^- 

Quo  facto  patet  e  (9),  (10),  fore: 


VX„,^,X,„^,...X^\ ^^ -   .2±>'^%("'+^l...«W  ' 


Unde  habemus: 

1 ^  Ä"-^ 

quae  est  formula  (6). 

Formula  (9)  aut  (10)  prae  eeteris  attentione  digna  videtur;   aliam  eins 
infra  videbimus  applicationem. 

26* 
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7. 
Conditioni  primae,  ut  fiat 

si  adiungimus  alteram,  ut  data  fuiictio  homogenea  sectindi  ordinis  in  aliam  abeat, 

quae  solis  quadratis  variabilium  constat,  -problema  determiiiatum  esse  vidimus. 

■  lam  varias  examinemus  relationes,  quae  ex  hac  nova  conditione  ortum  ducunt, 

Sit  V  data  functio  transforraanda ;   sint  termini  eius  in  x.,Xi,  ,t,a;,   diicti 

ubi  supponimus 

Hinc  functtonem    V  ita  repraesentare  licet: 

quo    notationis   modo    intelligimus,    sub    signo    summätorio    numeris    ;f,  X  tribui 
valores  1,  2,  . . .,  n. 

Sit  functio  transformata, 

substitutis  formulis 

si  singLiIüs  terminos  inter  se  comparamus,  nanciscimar: 

(12)  <*,j  =  ''i<«j+'^a<<H ^*^,"i°'«l"*' 

quae  valet  formula,  sive  a,  k  divei'si,  sive  aequales  sint. 

Vidimus  supra  §.  4,  eas  existere  intei-  coßfficientes  propositos  relationes, 
ut,  datis  n  aequationibus  linearibus 

^,  =  «>i+<J/a-l "rf^f^n' 

inde  aliae  n  sequantur  hae 

y^^^  ::=  (i-^'ia:^-^a^f'w^-\ l-ß*"''^„, 

simulquB  fiei'i 

Hinc,  posito 

sequitur  e  (12): 

(13)  G,^«j"''  =  «*r'«: 
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porro : 

(14)  \>r^4,x-^ l-<A  =  '?!«l«l+'^2«"«r-l l-^!"f  «f- 

De  aequatione  (13)  faciie  etiam  hanc  deducis  generaliorem: 

(15)  \^aiX^\^»3X^ '^\,\x  =  ^■•''«Ä-'-^B«- "l'-l '-*^!«f  "f ' 

quae  et  ipsa  valet,  sive  a,  X  diversi,  sive  aequales  sint. 

Ex  eadem  fomiula  (13)  sequitiir  adhuc,  advocatis  foi-midis  §.  4  propositis: 

(16)  Gi«l-y,+  G5<.)/jH \-G^af.y^  =  «,,,  ^,-H  ß^,;,  iB^H \-<^^,i^„- 

Positis  in  hac  formula  loco  2,  valoribus    1,  2,  .  .  .,  n  et  quadratis,    quae  inde 
prodeunt,  aequationibus,  obtin^  summando: 

Sequitiir  generalius  de  formula  (16),  in  omnibus  relationibus,  quae  inter  variabües 
X  ,  X  ,  . .  .,  X    et  variabües  y  ,  y  ,  . ..,  y    locu/m  habent,  loco  y  ,  x    simul  statui 

posse  Gjf^  atque  ö,,^i-+-«2,^2H '~'*«i^„-    Qi^*^  ^^'^^'^  "^^^  S^-  C^'^)  ®  C^)  pi"odit. 

Quod  si  iteratis  vicibus  adhibetur  theorema,  expressionem 

per  ipsas  x,,  x^,  .  . .,  x^  exhibere  licet,  designante  p  numerum  püsitivum.     Ad- 
hibita  enim  substitutione  indicata,  de  expressione  illa  provenit 

Dati    autem    sunt    expressionia    illius  valores    per    x-^,  x^,  ■  ■  .,  x^    exhibiti  pi'o 
p  =  0,  p=l. 

Supponamus  poiTo,  e  n  aequationibus  Imiusmodi 

sequi  per  resolutioDem: 

ubi  per  theorema  notum  fit  rursus 

^,,i  =  ^A..  *)■ 


*)  Faciie  eniui  probatiir  generaliiis,  quotios  es  n  aequationibus 

aequintur  n  aequationes 

etiam  e  n  aequatiunibus  si-queutibus 

(3)  H  =  <'>.r'>i  +  "x.2-'2  + -  +  %.". 
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Hinc  posito  e  (16): 

siiimlqiie  loco  .t,  valore  eius 

^,  =  <?/i+<'2/äH l-"l''V„. 

comparando  terminos  in  y^^  ductos  in  utraque  aequationis  parte,  nancisciniur : 

Facile  autem  patet,  qaod  inira  probabimus  §.  8,  esse 
(18)  ^±«,^j«,,...<x^,^  =  GjG,...(?„, 

unde  liabetiir: 

n  f2       n.  .     ' 

Ex  liac  fonnula  inemorabili  comparata  cum  (13)  videmus,  in  omnihus  formulis 
assignatis,  coefficientibus  «^'"'  iisdem  manentibus,  loco  a^^  poni  posse: 


i^dio,,«^,...«^,^  G^G^...G^  ' 

dummodo  simul  loco  G„,  scribatur  -^ —     Quo  facto  igitur  de  valore  expressionis 

per  Xj,  x^,  . .  .,  a;„  exhibito  deducis  valorem  ipsius 


SJi       <JiS,              S.S. 
Gf  "^^  g;  "^'""^  G.» 

sequi  has: 
(4) 

«,^±0 

i.,».,.-«.,. -»,,,■,+'»."!+■• 

Nans  ex  aequationibua  (1),  (3)  sequitur 

(5)  t,«.,  +  ,   u,+       +„„«,  =  u.r,  +  ^i:+       +„^^^. 

Qu'»  in  formnla  sub'ititutis  aequatiombns  (2),  si  LOmpirarnua  in  utraqne  aequationia  parte  terminos  in  w 
ductos,  habea  aequationem  (i),  quae  probanda  erat  Quotits  a^j  ^a^^,  quod  in  quaealione  nostra  locum 
Labet,  aequationes  (1),  (3)  eaedem  flimt,  unde  etiam  «arum  mvcr^ie  (2),  (4)  eaudem  fiari  dehent,  she 

Ceterum  Tis  monitu  egot,  eipressionem 

■2'±''|.l"2,ä  ■■■",, 
per  euudem  algorithinum  forinatara  accipi,  quo  expressio  A  §.  6,  nisi  quod  loco   «!'    hie  iuveniatur  a    , . 
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Deducuntur  ex.  gr.  e  (19)  formnlae  sequentes,  quae  formiilis  (12),  (IG) 
respondent : 

b  a' a',         a"a'.'  a    a]' 

<"'°^  e,e,:.,e.  =-Gr^^sr^-^^^- 

^  '  9,0,.. .s,  e,  ^  G.,         ^   o. 

De  quibns  facile  etiam  haec  seqiiitiir: 

(22)  ^^b^_^^^^.^^G^a,...G^[^-\-'^'^-+^], 
quae  formulae  propositae  respondet: 

Porro  de  theoremate  antecedente  sive  de  (21)  sequitur,  in  relationibus  omnibus, 
quae  inter  variahiles   x,  x,^,  .  . .,  x    et  variabiks  y^,  y^,  ...,  y     locum  habent, 

straul  loco  y    pom  pösse  -^^— ,  atque  loco  x^ 

Tarn    ipsara    coefficieiitiam    propositorum    et    quantitatam    (?„    afferamus  deter- 
minationem. 

8. 
In  aequatione  (13)  si  loco  A  ponis  valores  1,  2,  ,..,  n,  habes  n  aequa- 
tiones  lineares  sequentes  inter  n  qiiantitates  a'^'\  «<"'',  .  .  .,  cj;"': 

fO  =  (a,,,-GJ«l™'+'^34«l'"'+-+''^i<"'*' 

(23)  0  =  \,a<-;-^M\2-'^j4'+-+\2^^:^> 


[0 = «,,„«r+ vs  +-+K«-^j«r- 

Quae  aequationes  cum  terminis  cotistantibus  careant,  ipsas  «'"'*,  ß'^"'',  .  . .,  a^"'' 
ex  iis  eliminare  licet.  Quo  facto  inter  co^fficientes  aequationum  linearium  (23) 
invenitur  aequatio  conditionalis,  cui  valor  ipsius  ö„,  satisfaciat  necesse  est.  Quae 
per  notas  eliminationis  regulas  invenitur 

r=o, 

SLipponendo,  expressionem  F  provenire  de  expressione 
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terminis  «i^i,  a^^^,  .  .  .,  «„^„  mutatis  in 

ac  statuto  x  =  G„,. 

Si  loco  indicis  m  eius  ponimus  valores  1,  2,  .  .  .,  n,  proveniimt  e  (23) 
eiusmodi  n  systemata  aequationum  lineariura;  e  quibus  singulis  nanciscimui", 
eliminatione  incognitarum  facta,  aequationem  conditionalem: 

r  =  o, 

CLii  pro  singulis  vaioribus  ipsius  m  satisfieri  debet,  ponendo  ipsius  x  valores 
G„  G^,  .  .  .,  G„.  Unde  quantitates  illae  G^,  G^,  ...,  G„  ut  radices  aequationis 
r  ^  0  determiiiantur, 

Patet  e  compositione  assignata  ipsius  F,  eius  terminum  ductum.  in  summam 
ipsius  X  potestatem  provenire  ex  unico  temiino 

ideoque  esse  (— l^^c".     Unde  habetur  aequatio,  respectu  ipsius  x  identica: 

De  qua,  posito  x^O,  prodit: 

quae  est  formula  (18)  supra  apposita.. 

Quod  attinet  ipsam  ipsius  F  formationein,  observo,  si  signo  summatorio 
S  amplectamur  expressiones  inter  se  diversas,  quae  permutatis  indicibus  1,  2, 
3,  . . .,  n  proveniunt,  fieri: 


Qua  in  formula  expressio 

designat  suminam    "  l",^— ^  expressioniim,  quae  e 
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loco    indieum    priorum    simul   ac    posteriorum    1,  2,  . .  .,  m  scribinms  omnibus 
modis,  quibus  fieri  potest,  m  alios  e  numeris  1,  2,  3,  .  .  .,  n. 

.        9. 

Postquam  quantitates  ö,,  Q^,  .  .  .,  G^  ut  radices  aequationis  algebraicae 
n"  ordlnis  inventae  sunt,  earum  ope  coefficientes  propositi  determinantur,  Nam 
una  qualibet  ex  aequationibus  '  (23)  ablegata,  e  reliquis  n  —  1  aequationibus 
i'ationes,  in  quibus  sunt  quantitates  (('•^\  tt'-^\  .  .  .,  a^'\  per  unicam  G^  ratio- 
naliter  exprimuiitur,     Quibus  inventis,  e  (4)  quantitates  ipsas  obtines. 

Eum  in  finem  in  expressionibus  5,j  §.7  loco  üi^i,  a^-^,  .  .  .,  a„_„  pono 
rursus 

"1,1-6=.'   s,s-ö,„;   .  ■  ■,   «„,„-ö„, 

quo  mutetur  b,j  in  B^i.     Unde  faeile  constat,  cum  sit  i,_j  =  b^,,,  etiam  fore 

(24)  B'-^l  =  B'^^- 

Quibus  statutis,   de  aequationibus  (23)  ablegata  Z^  aequatione,  e  reliquis  n  —  l 
aequationibus  per  regulas  notas  algebraicas  eruis: 

(25)  Cef''  L  4"'  =  ■  ■  ■  = «!""  =  ^u  -^t!  ■■■■■■  ßi'i ■ 
Unde  cum  sit 


habes : 
(26) 


_^s____ 


Ita  .ponens  loco  m,  h  valores    1,  2,  , . .,  n,   cogfficientes  omnes  propositos  per 
ipsas   Gy,  G^f  . .  .,  G„    determinatos  habes;    et  quidem    af^,  a'-^\  . .  .,   ß^'"*  per 
unicam  G^,  quarum  adeo  rationes  per  quantitatem  illam  rationaliter  exhibentur. 
De  formula  §.  4  tradita 

sequitiir  per  (26): 

De  qua  aequatione,  observavit  CI.  Cauchy,  sequi,  aequationis  algebraicae  pro- 
positae  radices  ö^,  ö^j  ■  ■  ■)  ^n.  omnes  esse  reales.  Sit  enim,  si  fieri  potest, 
G„,,  G^.  par  coniugatum  radicum  imaginariarum,  formae 

m.  27 
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cum  B^^i,  R^j_  sint  respective  functiones  eaedem  qiiantitatum  G„,,  <?„,,  etiam 
■ß,"  '  -"M  ßrunt  par  coniugatum  quantitatum  imaginariarmn,  sive  forma  gaudebunt: 

Unde  cum  productum  e  binis  conflatum  £^"jßi,"f  semper  positivum  sit,  aequatio 
(27)  loeum  habere  non  potest.  Qua  de  causa  radices  aequationis  propositae 
imaginariae  esse  nequeunt. 

Eadem  de  causa  patet,  quod  supra  taeite  supposuimus,  pro  ipsis 
öl,  Ö2,  ...,  G„  sumendas  esse  aequationis  propositae  radices  diversas.  '  Nam 
si  ex.  gr.  pro  G„,,  G^,  eandem  radicem  sumpsisses,  foret 

£<.■;' =  B« 

neque  summa  (27)  ut  summa  quadratorum  evanescere  posset. 

Coöfficientes  propositos  aliter  adhuc  determinare  licet  atque  fit  per  for- 
mulas  (26).     Nam  cum  rationes,  in  quibus  sunt  quantitates  «'""',  «<"'*,  .  .  .,  a'^'>  ■ 
non  mutentur,  singulis  multiplicatis  per  eandem  quantitatem  af'\  formulam  (25) 
etiam  hunc  in  modum  repraesentare  licet: 

<>«<"■' :  a':;'>af'^ :  -  :  af^"''  =  S;™' .-  ß'^' : ...  =  B^l 
Unde  poni  potest: 

De  qua,  permutatis  ;f,  ^,  etiam  haec  provenit: 

Unde  cum  sit 
sequitui' : 

quam  igitur  quantitatem  videmus  pro  indicibus  omnibus  inferioribus  eundem 
valorem  servare.    Hinc  loco  Pf""'  simpliciter  scribemus  P'""';  quo  facto  habetur: 

(28)  P-"'^a'fa'^'  =  B'^'l. 

Ipsam  quantitatem  P""    determinare  licet  per  aequationem 

de  qua,  substitutis  aequationibus  (28),  deducitur 

(29)  P""'  =  ^^;)+^^™)+...+ßW. 
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imde  fit  e  (28): 

(30)  a'"'*«''"^  =  — ,  ■        ,  ,  '■* r^, 

^l^-^^^h 1--^!^™ 

quae  formula  permde  valet,  sive  x,  X  diversi,  sive  üdem  sint  numeri.  De  hac 
fonnüla  ipsum  ß^""'  habes,  posito  Ä  =  x  et  radice  extracta,  cuiiis  Signum  arbi- 
trarium  est;  deinde  de  valore  ipsius  «*"'  e  (30)  reliquos  coSfficientes  ff^™',  «<""'  etc. 
deducis,  ponendo  X  ^  1,  2  etc.  ■ 

Adnotemus  adhuc  formulas,  quae  e  (30)  fluunt,  sequentes; 

(31)  ^tl^V',i-  =  ^Tl^^ 
unde,  quoties  X  =  a,  X  =  x', 

C32)  5l"i-ßi™l  =   ^^l^fr" 

Alia  adbuc  ratione  formulas  (28)  sive  (30)  non  ineleganter  dediieis  de 
foniiula  supra  tradita  (20): 

Quod  fit  per  considerationem  sequentem. 

Supponamus  enim,  in  functione  data   V  augeri  constantes 

omnes  eadem  quantitate  |,  unde  ipsa   V  augebitur  expressione 

ideoque'  expressio  transformata 

augebitur  quantitate 

Videmus  igitur,  constantihus  a^_i,  a^^,  ...,  a„,,  aucfis  omnihus  eadem  quantitate  §, 
etiam  quantitates  (?,,  G^,  ...,  G„  omnes  eadem  quantitate  i  augeri,  coefficientibus 
0^"*'  iisdem  manentibus. 

Sit  iam  ^  —  —  ö^,  sive  mutentur  quantltates  «i,i,  %.e,-...,  ö„„  in 
«1,1  —  ö„„  «3,2  —  ^m,  ••■!  ««,«  — ^n.)  simulque  quantitates  Gi,  G^,  .  .  .,  G„  in 
öl — G^,  G^ — G,„,  ...,  G„ — G„,.  Quo  facto  in  altera  parte  aequatioms  allegatae 
abit  ö^j  in  R^)^,  in  altera  evanescunt  termini  omnes,  nisi  termirius 

g,G,...e„-  "'   "^     ■ 
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qui  in  sequentem  abit: 

(33)  iG~<^Ji^-<^J-i<^..-G„yff>'^''  =  B[% 
ubi  in  producto 

factorem  evanescentem  G^—G^  omittis;  quod  in  eiiismodi  productis  in  sequen- 
tibus  quoqiie  tacite  supponemus. 

Aequationem  (18)  etiam  de  (12)  deducere  licet,  quippe  quae  suggerit 
identice: 

de  qua  fonnula  e  (7)  ipsa  (18)  sequitur.     Demonstrerta  (18),  per  considerationes 
antecedeiites  ex  ea  statim  aequationem  generaliorem  deducis: 

r  =  (e-^XG-^)...(G„-^). 

Unde  habetur  demonstratio  maxime  directa,  pro  (?,,  G^,  ...,  G„  statuendas  esse 
aequationis  F  =^  0  radices  diversas. 

Comparata  (33)  cum  (28),  (30),  pi-odit: 

(34)  P""*'  =  (G—GJ(G^—GJ...{G—GJ  =  Bf^-hBf'^^ hß^„'. 

Notum  est,  haberi 

(G,^G™)(G,,-GO...(G„-ff„)  =  ~r;, 
siquidem  statuitur 

post  ditferentiationem  posito  x  =  G^.     Hinc  habetur  etiam  e  (34): 

(35)  — r;  =  -Bi';;'+ß^™'H — hB'^;l 

PoiTo  e  (30)  sive  (33)  habes: 

Bfl 

10. 

Aho  modo  valde  singulari  exhibeumus  iam  expressiones  «'"''«''"',  videlieet 
per  differentialia  partialia  ipsius  G,„,  sumpta  secundum  constantes  a,^j,  quae  datam 
functionem    V  afficiunt. 

Eevocemus  aequationem,  cui  satisfieri  debet: 
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in  qua,  si  substittiimus  valores  ipsarum  x,, 

singulos  comparando  terminos  nanciscimur: 

(37)  ^«M4'"'«f''  =  0' 

(38)  ^«,,;,ßi""ai"'*  =G^- 
lam  aequationem  (38)  differentiemus. 

Eum  in  finem  observo,  esse 

ideoque  e  (13): 

unde  e  (4) 

(39)  ^«,a'^(4"''«f')  =  0. 
Itaque  in  differentiatione  expressionis 

variationi  coSfficientium  af'^  supersederi  potest,  ut  quae  evanescit.     Hinc  diffe- 

rentiata  (38)  secundum  a^j,,  habes,  qiioties  x  et  X  diversi  sunt, 

(40)  2«<""«f'^  =  |^, 
quoties  x  ^  k, 

(41)  «f'*«r  =  -|^- 
Quae  sunt  formulae  perelegantes. 

Valoren!  ipsius    ^    *"    invenis  ex  aequatione  F  =0 


(42) 


ar., 
3«.  ■  r'' 


■  designante 


ar.       ,         .   .       flr 


^    "     valorem  ipsiiis  -^ ,    post   differentiationeni  posito  x  =  G^. 

Hinc  fit 

ar. 

■    (43)  2«««<"'  =  -^f^, 


(44) 


ar. 
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Quibus  formulis  comparatis  cum  (36),  habetur: 

(45) 


I       '■"         da 


Data  occasione  observo  generaliter,  si  a, ,  et  a^,^  inter  se  diversi  sunt,  propositis 
n  aequationibv^  Unearihus  huiusmodi: 


seqm  vice  versa: 


ru^  = 


dr  ,    dr  dr 

Ortjj^  da.^^  da 

dr  ör  dr 

dr  ,    dr  dr 


da^„     '        da,„ 


Quoties  a,^  =  a^^^,   differentialis   -^ semisse  tantum  sumi  debet,  si  z  et  ^ 

diversi  sunt.      Quo  casu,   posito  insuper  aji—G„„  a^s^G^,  .  .  .,  a^^—Q^  loco 
«i,ij  f^aji  ••■)  '^x,n>  e  theoremate  illo  fluunt  formulae  (45). 
Statuamus 

^IViVi^^tv-^y-i^ — y-G'^y„y„  =  ^p,,>^,^}_> 

ubi 

Quoties  p  est  numerus  integer,   sive  positivus,  sive  negativus,    quantitates  p^^^ 
semper  rationaliter  per  ipsas  «,;,  expriniere  licet.     Posito  enim 

_  __        L_  , 

quantitatem  P  e  regulis  notis  combinatoriis  per  coSfficientes  aequationis  nostrae 
r'==0  rationaliter  determinare  licet.     Qua  inventa,  habes  e  (40),  (41): 
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ep 

Aj-2sr7' 

ap' 
>'■■■  =  s^' 

üi  p  =  —1,  statui  debet 

Qui  casus  formulara  (22)  suggerit. 

11. 

CI.  Cauehy  loco  citato  in  commentatione  inscripta 
„SUT  l'equation,  ä  ^aide  de  laquelle  on  determine  ks  inegaliUs  seculaires  etc." 
problema,  de  quo  hactenus  egimus,  tamquam  problema  maximi  minimive  consi- 
deravit;  quo  quaeruntiir  valores  variabilium  a;,,  x^,  .  . .,  x„,  pro  qiubus  sit 

simulque  data  functio    V  maximum  minimumve  valorem  induat.     Cuius  proble- 
matis  solutio  e  solutione  nostra  hunc  in  modum  fluit. 
Nam  e  conditione  inter  variabiles  stabilita 

sequitur 

^  =  ö„,+(ö  -  GJy^yM^,-  GJy,yf^-M<^-<^Jyny«- 

Unde,  si  G^  est  maxima  quantitatum  G„  G^,  .  .  .,  G„,  erit  ö«,  maximus  valor 
ipsiitö  V;  quoties  G^  est  minima  quantitatum  G^,  G^,  ...,  G„,  erit  G^  minimus 
valor  ipsius  V.  Quem  induit  F"  valorem,  variabilibus  y^,  y^  etc.  praeter  y,„ 
evanescentibus  omnibus,  mide  fieri  debet  ?/^=l.    Hinc  autem  prodeunt  valores 

^l  =^  ^l  \      i^B  '^  *'^2    1       ■    ■    ■!       *m  =^  "b    ■ 

ünde  videmus,  investigationem  valorum  variabilium  Xi,  x^,  ...,x„,  qui  ipsam  V 
maximam  minimamve  reddant,  eandem  esse  atque  coöl'Acientium  c^^\  «'"*,  ...,  «!"''; 
atque  investigationem  valoris  maximi  aut  minimi  ipsius  V  eandem  atque  quan- 
titatum G^. 

Per  regulas  notas  in  theoria  maximi  et  minimi,  in  auxilium  vocato  mul- 
tiplieatore  /u,  determinantur  valores  quaesiti  ipsarum  x,  per  aequationes 
dV  _  3V  _  dV  _ 


Fit  autem 


dV 


=  SKi^i+fflj^^ar.H i-a^^„\~}- 
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Unde  habetur  aequatio 

Q.uae  eadem  est  atque  (13),  si  insuper  ponitur  -^-^=0^.     Ad  qua«  igitur  aequa- 
tiones,  quibus  solutio  problematis'  continetur,  hie  sine  uUo  caleulo  pei-venitur. 

12. 

Sub  finem  formas  quasdam  speciales  datae  functionis  transformandae  V 
eonsideremus,  pro  quibus  aequationi  algebraicae,  a  cuius  resolutione  problema 
pendet,  nee  non  valoribus  coöfficientium  substitutionis  adhibendae  maior  con- 
cinnitas  concüiatur. 

Supponamus  primum,  datam  fimctionem  V  eompositam  esse  ex  ipsis 
variabilium  quadratis  atque  insuper  e  quadrat«  functionis  linearis  variabiliuni 
cuiuslibet;  sive  sit 

Hoc  casu  fit 

unde  aequatio  §,  7  proposita: 

in  sequentem  abit: 

siquidem  statuitur: 

w  =  a,a;,-|-ffi,«^H ha^iP«. 

Hinc  habetur 

__  TO, — a,u 
'^'~        Ä,      ■' 

quo  välore  ipsarum  x,  in  aequatione  antecedente  substituto,  prodit 


siquidem  statuitur: 

Hinc  ipsam  x„  per  w-,,  wi^,  .  . .,  «'„  expressam  habes  per  aequationem; 
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linde, 

multiplieatione  facta  per 

A,A,.. 

.A.P,  fit 

A,J,...A. 

......  ^^ 

:^[p. 

-4^ 

-  + 

A, 

Hac 

aequatione 

comparata  cliiu 

L  sequente,  §.  7  proposita, 

«.•^±».,,v- 

■»,.  =  ' 

',.«■,+*..« 

',+■ 

•■+*. 

facile 
unde 

probatur, 
etiam: 

häberi: 

*.,!  = 

.-A,A, 
A,A,.. 

.=^,jj.. 

■A- 

P, 

■    A,A, 

1. 

A^         L  A^   J 

Quamvis  enim   utramque   aequationem  comparando,  tantum  aequalitatem  habes 
fractionum: 


Ä^A,.. 

■A",^ 

A 

,Ai, 

A,A,.. 

A,A,...A 

A, 

.A..P 

A, 

■-) 

A,A^... 

tarnen,  cum  in  singulis  fractionibus  numerator  et  denominator  sint  functiones 
integrae,  quae  factorem  commanem  non  babent,  separatim  aequales  ponere  licet 
numeratores  et  denominatores.  Nam  eo  casu  et  numeratores  et  denominatores 
tantum  factore  numerico  inter  se  differre  possunt,  quem  factorem  vel  ex  unius 
termini  comparatione  cognoseas.  Ita  habes  in  expressione  ■^+((i_iaa^2...a„„ 
unicum  terminum  aJ^^a2^^...a„„,  de  quo,  posito  a^,  =  a^a^-hA^,  productum 
A,A2...A^  provenit;  qui  cum  etiam  sit  terminus  expressionis  AiA^...A„.P,  ex 
unius  huius  termini  aequalitate  cognoscis,  nee  factore  numerico  expressiones  illas 
differre;  ideoque,  sicuti  proposuimus,  numeratores  illos  et  denominatores  exacte 
aequales  esse.  Demonstrationes  similes  in  sequentibus  brevitatis  causa  supprimo. 
Demonstravimus  §.  8,  expressionem 

r=(e,-»,)(e,~«)...(e.-*) 

prodire  ex  expressione  .^+ai^iaa2...a„^„,  mutato  a,^,  in  a,_^  —  x;  quod  casu  nostro 
idera  est  ac  si  mutamus  A,  in  A^ — x.  Hine  cum  Substitute  valore  ipsius  P 
habeatur : 


=  ^jJj...^^[l+- 


^   AT. 

28 
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obtinemus : 


=.  (A,-«){A,-£)...(iA.-a,)[l+~ 


Unde  eo  casu,  quem  consideramus ,  aequatio  n"  gradus,  cuiiis  radices  sunt 
6^1,  Ö2,  ...,  ö„,  induit  formam  elegantem: 

Statuimus  porro  §.  9,  mutato  c[,_^  in  a^^,—  G^,  abire  6^^,  in  ß^™';  quod  casu 
nostro  idem  est  ac  si  mutetur  A^  in  A^ — G„,;  quo  facto  expressio  P  evaneseit, 
Hinc,  sive  x,  X  üdem  sive  diversi  sint,  e  valoribus  inventis  ipsarum  6,_i  habemus: 

Unde,  inventis  valoribus  ipsanim  G-^,  G^,  . .  .,  ö„,  dantur  per  (33)  §.  9  coSf- 
fieientes  propositi  ope  formulae  generalis  valde  concinnae: 

quae  et  ipaa  valet  fonnula,  sive  x,  X  diversi  sint,  sive  aequales. 

Si  valores  expressionum  «/'  ß  ™    per  unieam  G^  exhiberi  placet,  observo, 
differentiata  aequatione 

(g,-»)(S.-^).. .((?.—.)  _  »,»,  ».»,  ».». 

ac  posito  post  düFerentiationem  X  =  G^,  haberi: 

(g.-a.xe.-g.)...(s.-e.)  ___  f     »,     ]\  (     <.,     y,      ,  f     ».     y 

Unde  fit: 

„(->„«  „  "."i  1 

(A.-G,.XA,-G.)  ■ 


(3-e..)'     (A— e»)  (-4.-e„)' 

Posito  Z  ^  a,  ex  hac  formula  fluit: 


j.-g,  1/     ((j^_(j,)(e__e,j...(g._e,) 


1/     ».». 
K  (3,-g.)' 


(j.-g,)'^    '^(A-g.)- 
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Unde  substitutio,  qua  adhibita  ohtinetur: 

designantibus  G^,  G^,  ...,  G^  radices  aequationis: 


13. 
Forma  aequationis  n"  gradus : 

a  cuiiis  resolutione  problema  pendet,  eo  commodo  gaudet,  ut  ipso  intuitu  pateat, 
radices  eius  omnes  esse  reales,  adeoque  earum  limites  assignari  possint. 
Statuamus,  esse 

A^  >-^2>-.->  A-i>- A, 
ita  ut 

A^—A^,    A^—A^,    .  .  .,    A-i— ^™ 
sint  quantitates  positivae.     Quo  statuto,  videmus,  decrescente  x  a  A^  usque  ad 
A^^i,  simul  expressionem 

decrescere  a  +00  usque  ad  — co;  unde  inter  A^  et  A^^^  una  certe  radix  aequa- 
tionis propositae  iacet.  Porro  decrescente  x  a  +00  usqae  ad  ^1,  decrescit  ex- 
pressio  proposita  a  -f-1  usque  ad  — 00,  unde  etiam  inter  -)-co  et  A,  radix 
aequationis  posita  est.  Hinc  omnes  aequationis  propositae  radices  et  reales  sunt, 
et  singulae  positae  sunt  in  singuBs  intervallis  seriei 
+CO,  A„  Jj,  .  .  .,  An. 
E  limitibus  assignatis  facUe  etiam  patet,  quot  aequationis  propositae  ra- 
dices positivae,  quot  negativae  sint.  Statuamus  eum  in  finem,  e  quantitatibus 
Ai,  A2,  .  .  .,  A„  esse  m  positivas,  n  —  m  negativa«,  ita  ut  e  quantitatibus  A^, 
A„,+i  se  proxime  insequentibus  altera  positiva,  altera  negativa  sit.     Quo  statuto, 

28* 
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facile  probatui',  prout  expressio 

aut  positiva  aut  negativa  sit,  radicem  iiiter  A,„  et  /l„+i  positam  aut  negativam 
aut  positivam  esse;  ideoque  e  radicibus  aequationis  propositae  aut  esse  m  posi- 
tivas,  n  —  m  negativas,  aut  m-j-1  positivas,  n  —  m  —  1  negativas. 

Quoties  e  quantitatibus  ^i,  A^,  ...,  A„  plures  inter  se  aequales  existunt, 
patet,  aequationem  propositam  ad  minorem  gradum  ascendere  quam  Ji""°,  vide- 
licet  ad  (n  —  x-hiy""",  si  x  est  numerus  quantitatum  illarum  Inter  se  aequalium, 
Quod  etiam  ex  ipso  problemate  proposito  liunc  in  modum  patet. 

Sit  enim  A-,  ^  A^^  •■■  =  A^:  licet  infinitis  modis  quantitates  x,,  x^,  . . .,  x^ 
lineariter  exprimere  per  alias  y^,  y^,  .  .  .,  y^_^,  §  ,  ita  ut  sit: 

simulque : 

Hinc  data  functio    V  induit  formam  sequentem: 

+[ya,a,+a,a,H ho.a,  .?,+«,+! fl'.+H ha«*»]'. 

Unde  si  per  transformationem  secundam  applicatam  ad  variabiles  ^,,  x,+i,  . . .,  x„, 
efficimus : 

5,*'«+-^.+i-^.+iH — ^'^«'^n  =  yj.-^y^+iy>c+i^ — '^yjn> 

habetur: 

designantibus  G,,  6^,+i,  .  -  .,  G„  radices  aequationis: 
0  =  1+-  "^ 


A^—ä!  Ä^+^—x  A„—x  ' 

quae  est  aequatio  (n — ;;+!)"  gradus.  Eeliquas  igitur  quantitates  Gj,  G^, . . .,  G^^i 
videmus  aequales  iieri  ipsi  A^.  Simul  patet,  eo  casu,  de  quo  agimus,  substi- 
tutionem  adhibendam  plane  determinatam  non  esse;  cum  transformatio  prior 
supposita  infinitis  modis  succedat. 
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14. 

Si  solutionem  problematis  generalis  pro  n  —  1  variabilibus  notam  suppoms, 
eius  ope  problema  pro  n  variabilibus  facÜe  revocatur  ad  eum  casum,  quem 
antecedentibus  consideravimus. 

Eum  in  finem  observo,  functionem 

in  qua  ipsis  ;;,  ^  valores  omnes  1,  2,  ...,n  tribuimtur,  ita  repraesentari  posse: 

in  qua  expressione  designat  m  factorem  constantem  prorsus  arbitrarium,  atque 
numeris  ;f,  X  tribuendi  sunt  valores  \,  2,  .  .  ,,  n  —  1. 
Jam  per  substitutiones  lineares  efficiamus: 

Unde  functio    V  formam  induit; 

quae  ipsa  est  forma,  quam  antecedentibus  consideravimus.     Unde  si  per  trans- 
formationem  secundam  efficimus: 

simulque : 

duae  substitutiones  iunctae  suppeditabunt  propositam,  eruntque  (?i,  G2,  ...,  G„ 
radices  aequationis  n"  gradus: 


5(«- 


Observavimus  §.  antecedente,  ex  eiusmodi  aequatione  vel  ipso  intuitu  sequi, 
eius  radices  omnes  esse  reales,  siquidem  constantes,  quae  eam  afficiunt,  reales 
sunt.  Unde  per  considerationes  antecedentes  demonstratum  est,  si  problema 
pro  n  —  I  variabilibus  solutionem  semper  realem  habet,  etiam  pro  n  variabilibus 
solutionem  problematis  semper  realem  fore,  Hinc  petitur  demonstratio  nova, 
quod  problema  propositum  solutione  semper  reali  gaudet,  quippe  quod  pro 
valoribus  «  =  2,  n  ^  B  facile  probatur. 
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Quantitas    m    in    antecedentibus    prorsus    arbitrariä    erat;    consideramus 
casum,  quo  in  infinitum  crescit.     Eo  casu,  si  statuimus,  expressionem 

mutato  a,,,  in  a^^^ — x,  abü-e  in  5„^„,  emnt  F-^,  F^,  ...,  -F„_,  radices  aequationis 
B^^  =  0;  porro  a„,„ — mTu  abit  in  — oo,  lam  vero  e  §.  anteeedente,  siquidem 
Fl,  Fs,  ■  ■ .)  F,^i  magnitudine  ee  excipiunt,  quantitates  (?i,  G^,  . .  .,  G„  positae 
erunt  in  intervallis  seriei 

+CO,  F„  F^,  .  .  .,  J;_i,  a„,^—mm 
singulae  in  singulis.  Unde,  posito  m=:ooj  sequitur,  radices  aequationis  /'^O 
sive  quantitates  0^,0^,...,  G„  positas  esse  singulas  inter  binas  radices  aequa- 
tionis B„„  =  0,  magnitudine  se  proxime  insequentes;  praeter  maximam,  pro  qua 
altera  limes  est  +co,  et  minimam,  pro  qua  altera  llmes  est  — oo.  Quod  et 
ipsum  alio  modo  demonstravit  Ol.  Cauchy.  Idem  etiam  hunc  in  modum  e 
formulis  supra  traditis  derivari  potest. 

Sequitur  enim  ex  algorithmis  notis  algebraicis,  si  notationera  §.  7  rursus 
adhibemus, 

Unde,  si  ponitui'  x  =  G.„„  abit  ß^„  in  5„"J,.     Erat  autem 

siquidem  F' = -t— ,  et  post  differentiationem  ponitur  x  =^  G^,  lam  si  in  ex- 
pressione  F'  substituimus  loco  x  radices  aequationis  jT  =  0  eo  ordine,  quo 
magnitudine  se  excipiunt,  eins  valores  alternatim  positivae  et  negativae  fiunt, 
quod  e  theoria  aequationum  liquet.  Unde,  cum  aJr'^«^"''  semper  positivum  eit, 
etiam  valores  ipsius  ß„^„  alternatim  negativae  et  positivae  erunt.  Unde  singulae 
.  radices  aequationis  B„„  =:  0  positae  sunt  inter  binas  radices  aequationis  JT  ^  0 
se  proxime  insequentes,  ideoque  vice  versa  singulae  radices  aequationis  r=Q 
inter  binas  aequationis  ß„^  =  0,  se  proxime  insequentes,  advoeatis  insuper  limi- 
tibus  extremis  +oo  et  — oo. 

Casu  trium  variabilium  functio  V  in  formam  Olam  specialem,  (juam  ante- 
cedentibus consideravimus,  semper  redigi  potest.     Sit  enim: 

ac  supponamus,- rm'n'  esse  positivum;  ubi  Tm'w'  esset  negativum,  loco    V  tan- 
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tum  —  V  considerari  deberet.    Expressione  illa  ipsius  V  comparata  cum  sequente 

habetur: 


=/¥ 


Hinc  aequatio  cubica  resolvenda  fit: 

„ ^  m'n'  n'l' ^W 

■  l'(l—x)—m'n'  "*"  m'{m~x)~^n'l'  ~^  n'('n~x)~l'm'  ' 
cuius  radiees  ipso  intuitu  patet  esse  reales,  quod  olim  non  nisi  per  ambages  a 
viris  doctis   demonstratum  fuit,    cum  eadem  aequatio  sub  forma  exhibita  esset 
sequente : 

0  =  (l—a:)(m—a:)(n—x)—n'(l~a^)~m'7n'(m—a>-)—n'n'(n~'^)-\-2l'm'n'; 
simulque    patet  ex  illa  forma,    singulas  radiees  posltas  esse  inter  binas   quan- 
titativ m 

magnitudine  se  proxime  insequentes;  atque  prout  quantitas 
m'n'  n'l'  l'm' 

VI — m'n'        m'm — n'l'         n'n — l'm' 
aut  positiva  aut  negativa  sit,  aut  tot  esse  radiees  positivas,  quot  e  quantitatibus 
^       m'n'  n'l'  „_iV 

V      '  m'    '  n' 

positivae  sint,  aut  oumerum  radicum  positivarum  illo  numero  unitate  maiorem 
esse.  Hinc  proposita  aequatione  superficiei  secundi  ordinis,  ad  coordinatas 
orthogonales  relata,  facÜlime  düudicas,  an  superficies  sit  ellipsoida,  an  hyper- 
boloida  continua,  an  hyperboloida  bipartita. 

15. 

Supponamus  porro,  quod  est  alterum  exemplum,  functionem  V  praeter 
quadrata  variabÜium  adhuc  constare  quadratis  duarum  functionum  linearium 
variabilium;  sive  sit: 
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Quo  casu  fit 

Hinc  aequatio  §.  7  proposita: 
haec  fit: 


H«na^, 


siquidem  statuitur: 

Hinc  habetur: 

_    1 

^'~  ^« 
Quibus  valoribus  tpsarum.  x^  in  expressionibus  ipsarum  u,  u'  substitutis,  prodit: 

"'"■^  =  P,w-I-P,,xm', 


siquidem  ponitur: 


A,     '        '     A. 


^'~        A    ~^  a'  "*       ^  A  ' 

Pi,i  =  n   ^H   j-^H     ^~:Är' 

E  duabus  illis  aequationibus  fit: 
[PP,,,-P,F,^u  =P„[±&+J!&+...+  ^]-P,  [j^+^+...+  <^l 

[pp.^,-p.py  =  p  [i^+Ä+...+i^]-P, [ia?.+^+...+ «]. 

Substitutis  autem  valoribus  ipsarum  P,  Pj,  P^^^,  habetur: 

^-(1.1      -TiJi        i-h^  ^^  +^^  ^^^^ 

positis  pro  x,  X  valoribus  1,  2,   .  .  .,  n. 

Valores  ipsarum  u,  u'  inventos  si  in  expressione  ipsius  x.^  supra  exliibita 
substituimus,  prodit: 
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„  o,P,,~<P,      To.»  Ol«  o.«).T 


-P.P.)  It- 


Qua  aequatione  comparata  cum  hac  §.  7  pfoposita: 


per  eandem  ratioe'mationem,  qua  §.  12  usi  sumus,  obtinemus: 


A^A,...Ä,  \ 


A,A,...A. 


A,A,. 


[<.>;p-(„;o,+«;<,,)P,+«.o,p,,]. 


Fit  äutem,  ipsantm  F,  1\,  P,_^  valoribus  substitutis,  sive  ic,  A  diversi  smt,  sive 
iidem ; 


«>;P^(«>,+«;«,)P,+a,a,P,,,  . 


«,+^- 


siquidem  in  summa  assignatii  loco  ju  ponuntur  valores  1,  2,  .  .  .,  n. 
His  praemissis,  cum  e  §.  8,  mutato  o,^,  in  a^^, —  x,  abeat 


habetur  e  valore  adstrueto  ipsius  .2'+r(iirt52...a„_„,  mutato  A^  in  Ä,- 


=  (j,-«X^~;.)...(^.-..)  1+^-.- 


-+^7 


A,—t:  ti  (A.—mXAt—i:)  1 

Unde  determinantur  G^,  G^.  ...,  G„  ut  radices  aequationis: 


0=1+^^^ 


-+£-, 


{  {A.^^XA,-.) 

PoiTO    statuimus    §.  9,   mutato  a,^   in    a,, —  G^,    abire    h^^  in  i?,'!;    unde    casu 
nostro,  mutato  A^  in  ^,  — G„.,  e  valoribus  ipsius  Ä,,,,  i,,,  adstructis  habetur: 


(J.-e.)..-(^.-S.,) 

"  (j,-e„)(^,-e.) 


».»i^»>;+^" 


,  (»,< 


-e. 

29 
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Quae  formula  valet,   sive  diversi  sive  aequales  sint  nuineri  k,  X,   cnin,   inutato 
A^  in  A^ — G,,^,  expressio  -P-P|,i— PiPi  evanescat. 

E  valore  ipsins  Tt'^\  invento  sequitiir  per  (33)  §.  9: 


quae  et  ipsa  perinde  valet  formula,  sive  x,  X  diversi,  sive  aequales  sint.  Qua 
formula,  postquam  quantitates  G^  per  resolutionem  aequationis  algebraicae  ad- 
structae  detemiinatas  habes,  eoeffieientes  propositi  determinantur. 

Eadem  manet  methodus,  si  functio  F  praeter  quadrata  variabilium  adliuc 
quadratis  trium  quarumlibet  aut  plurium  fnnctionum  linearium  variabilium 
constat. 

16. 

Sub  finem  breviter  adhue  agamus  de  casu,  quo  functio  V  gaudet  forma 
sequente : 

V  =  A^x^m^+A^m^m^-^ V-A^m^m^-^1x^{a^m,-\-a^m^-\ t-an-i^«-i); 

sive  in  ipsa  V  praeter  quadrata  variabilium  tantum  unius  x„  producta  in  reli- 
quas  inveniuntur.  Ad  quam  formam  functionem  V  facile  revocas,  si  pro  n- — 1 
variabUibus  problema  solutum  accipis. 

Ex  aequatione  §.  7,  qua  quantitates  w.^  per  x^  exhibentur,  habemus  easu 
proposito : 

MV  =  A„Xn-\-a^x^-^a.^x^-\ |-o„_ia'„_i, 

ubi  numero  a  tribuendi  sunt  valores  1,  2,  ,  .  .,  n  —  1.     Hinc  sequitur: 

qua  expressione  in  valore  ipsius  w«  substituta,  et  posito 

«  =  ^"-^— A," luir- 

determinatur  x„  per  quantitates  w,  ope  aequationis: 


^^1 


unde 


«-f— ^h- 
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Qua  aequatione  et  antecedente  comparatis  cum  ea,   qua  vice  vei-sa  quantitates 
x„,  per  w>™  exprimi  statuimus: 

pio,,«,,.. .«„)«!,  =  S,,,  «-■,+*,,,  ».H 1-'.,«'., 

obtinetur  per  eandem  ratiocinationem,  qua  snpra  usi  Turnus: 
J±«,,<.j,...a,,  =^,^,. ../!,_,.  Q 


AA,...A,_, 


-[«+^]' 


A,A,...A._, 

'-'=- 2; '■' 

i.,n  =  A,A,...A.-,; 
ubi  iiumeris  :f,  Z  valores  conveniunt  1,  2,   .  .  .,  n  — 1. 

Ex  his  valoribus  sequitur,  mutato  a^.,  in  a,_^  — .r  sive  A^  in  A^  —  x; 

r  =  (e,-».)(e,-»)...(e.-^) 
=  (A-.)(A--)...(A-,-.)[^.-.--3Ä___ii__..,_5=!i^], 

linde  sunt  O^,  (??,  .  .  .,  G„  radices  aequationis: 

Ferro  mutato  a,,  in  (7^_,  — ö,„  sive  ^,  in  Ä^^G^,  prodeunt  aequationes: 

pM      (/i,-e.O(^,-e.)...(^-i-e.j  „  „ 
".i-  {^.-«.x^,-ft.)  ■■" 

„(.) (A-s.)(^.-e.)...(A-i-g.)   „ 

B';^l  =  (A,  —  g„XA,--G,)...(A.^i—G„), 
in  quarum  prima  ;t,  A  sive  iidem  sive  diversi  Statut  possunt.     De  quibus  fluunt 
sequentes: 

„w„«  _  '■"'  .  (^,-e.)(A-s.J-(^-.-e.,) 

■  '  ~  (^.— e.)(A-e,)     (e,-e,.)(e,— G,)...(e.-ft„)  ' 
MA)  (A-g.)(A-g.)-(^.-.-«.) 

-     •    ~       A— G,  ■    (e— G.)CG,— S,)...(e.— G,.)    ' 
w  ,.,  _  (^.-g„)(/l.-G,.)...(A_,-g..) 

■  ■    ~    (g,  — G.)(G,— G,)...(e,-g,) 

29* 
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Unde  coSfficientes  propositi  fiunt: 

_M  _  ,/"(^-g„,)(A^g„,)...(-^„-.-cy" 

"    ~r     ((?,~G„,)(G,— G„,)...CG,— GJ     ' 
(„0  _  _        a,  ACZ7^g,„)(A-gJ-.(A-i-'G:j~ 

A— G™  *     (G,  — G„,)(G,— G„0...(G„— G„,) 

Quae  sunt  formulae  satis  concinnae. 

De  formulis  Ulis  sequitur  etiam: 


'    ~       ^,— G„.  ' 
unde  substitutiones  adhihendae,  quarum  ope  fiat: 

-^1*1^1 -(--^2  ^ä^iH \-Ä„x«a,r\'2a>„{a^ai^-\-a.^a!^-\ !-«,-ia^-i) 

designantil/üs  G,,  G^,  . . .,  G^  radices  aequationis 

hanc  forinam  concinnam  induunt: 

posito: 

\l  (e^_e„j(G^_G„)...(G„-G™) 

Aequationem  propositam,  cuius  radices  sunt  G^,  G^,  ■  ■  ■,  G„,  vel  ipso 
intuitu  patet,  radices  omnes  habere  reales,  easque  siiigulas  positas  in  intervallis 
seriei: 

siquidem  statuitur 

A,  >  J3>-.->^„_ä>  A-i- 


His  transactis,  iam  demonstremus,  quomodo  per  quantitates  imaginarias 
in  usum  voeatas  de  quaestionibus  propositis  algebraicis  deducatur  transformatio 
singularis  integralis  multiplicis ;  quam  sequente  problemate  proponemus- 

Problema    IL 
„Statuatur,  inter  n — 1  variabiles   'i^,  'i^,  .  . .,  |„_,,  quarum  summa  qua- 
„dratorum    =  1,    aliasque    Vi,  v^,  ...,    y„_i,    quai-um   summa    quadratorum    et 
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„ipsa  =  1,  locum  habere  aequationes  huiusmodi: 


„«. 

o"-<S,-o;'5,^. 

■—««5.-.  ' 

■—CS.-, 

«-«,!,-«,  S- 

■■—«^,6^,'. 

a'-"-»;— 'l-l 

r"$, — «r.'i.-, . 

.Sit  po^ro   W  data  functio  quaelibet  secundi  ordinis  vanahÜium  ^^,  ^,^,  . .  .,  ^„_i; 
„proponilur,  integrale  (n  —  ^^-tuplum. 


■/" 


„per  dictas  substitutiones  Wansforma,re  in  aliud  huiusmodi: 
Wi  dv^...  dv,^'i 


f 


-1  [ö—  (?,",«—  G,«,«, )?„_iv„_,i)„_i]  ä 


17. 
Supponaraus,  ipsi  ie  tributis  valoribiis  1,  2,  .  . .,  n  —  1,  in  forraulis  ante- 
cedentis  probleniatis  esse: 

X  y 

ubi  i  ==  y — 1.     Ünde  formula 

abit  in  haue: 

(2)         i-^j-i^s, !„_,?„_.  =  ^(l""." -"^^^ "«-l^n^O- 

Porro  loco  o^*',  «£■',  aS"'  scribamus  ;'«*"',  — *'«,,  «;  quo  facto  e  forinulis,   quae 
de  substitutionibus  in  problemate  antecedente  adhlbitis  fluunt, 
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habentur  fomiulae: 


(3) 


nec  non  de  hac: 


„(.)_„W|_„W|_ 

-— <!l,f._, 

—■ >,i-«.s,— 

fitl 

V  1 

(4)    ^  =  «-ß,g -«,$, %-X-,  =  a-u'v-a"v--—a^'-^)v_    ' 

Unde  e  (2)  babetuf: 

Formuüs  (3)  et  variabiles  v,,  c^,  ...,  r„_i  per  ^1,  ^,,  .  .  .,  ^„„,  et  hae  per  illas 
exprimantui'. 

PoiTo,  si  etiam  X  designat  numeros  1,  2,  .  .  .,  «  —  1,  loco  a,,),  a^,,,  «.„„ 
seribatur  — a^j,  ia,,  a.     Quo  facto,  si  ponitur  in  problemate  anteoedente: 


W  = 


'^,lliy,+  ^0iV-2-^ ^^ny^Vr, 


hie  habetur,  ubi  insuper  loco  G^  scribitur  G: 

l  [«_„■(,,—«"■«, «("-««„_,]=        ■ 

Functionein     TF  videmus    esse    expressionem    secundi    ordinis    variabilium    ^,, 
I5,  .  .  ,,  ^^_i  maxitoe  generalem,  quippe  quae  nec  terminis  hnearibus  caret. 
Per  mutationes  indicatas  expressio 

abit  in  hanc: 
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de  qua  proilit  r,  si  loco  a,  «,^i,  u^^^,  ...,  a^-i,»-!  ponitur: 


statutis,  e  §.  8  fit 
(6)  r=  CÖ-^)(G -^XG -^)...(G._,^^), 

sive  determinantur  G,   G, ,  .  .  . ,  G„_|  ut  radices  aequationis 

r  =  o. 

Deinde  e  formulis  (40),  (41)  §.  10  determinantur  cogfficientium  a'-"'\  «<"'*,  . . .,  a^^% 
quadrata  et  producta  binorum  per  formulas  sequentes,  in  quibus  m  designat 
numeros    1,   2,   ....  n  —  1: 


m 


2«     o,     = 


30,. 

ee, 

da, 

39 

■  3a  , 


'  Sa.,  • 

ag. 

da    • 

ag 


De  formula  (17)  §,  7   sequitui',    per  easdeui    siibstitutiones    (3)    obtineri 


(8) 


W,  =  [»+o,?,H-»,äj+--  +  «._,S._,]' 

gg— g,g,»,!.,— g'g.v, g.-,e,-,i 


Statuainus  porro,  in  formulis  problematis  antecedentis  loco   6,j,  i,, 
—  Ä,;,   — 2Ä,,  6.     Quo  facto  observo,  ex  aequationibus  linearibus: 


sequi  vice  versa: 

(-^l)"-'«,.2±««,,«,. 


(;_i)n-i„^_^_2itaajja^_3...ß^_j,,_,  =  ö^_^MT+^'„__j^^Wj-| hö^.i^^.jW^.i. 
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Hinc  e  formula  (22)  §.  7  obtineraus: 

(9)  ^       0^,^-,         Gv^v, 'e^^it'.-, 


=  G,(?,...G„_i.- 


G,  g„-i 


18. 
Relationes  inter  coöfficientes  propositos,  quae  de  tbrmulis  §§.  4.  5  traditis 
derivantur,  hae  sunt: 


CIO) 

porro: 

(11) 


—  a  a — a   a 


=  +1, 


V<*>—/r<''«'*'_ 


Sit 


porro 


W  „(«+!)  „("-') 


invenitLir- 

(12)  Ä  = 

ac  generaliter 

In  qua  formula  si  loco  «,  «'"^  «,  scriptum  putas  a^"',  «{,*',  af,  permutando 
Omnibus  modis  indices  0,  1,  2,  . . .,  ra— 1  et  pro  m  ponendo  varios  valores, 
permultas  alias  formulas  obtines.  In  quibus  signum  anceps  +,  signo  summa- 
torio  praefixum,  fit  H-,  si  termini  alterius  summae  solis  eoSffieientibus  d^^  con- 
stant,  fit  illud  — ,  si  in  terminis  alterius  summae  invenitur  coöfficiens  huiusmodi 
«<'',  in  terminis  alterius  coefficiens  «i''^■  ipsis  x,  X  semper  designantibus  numeros 
1,  2,  ...,  n-1. 

Addimus,    e    i-elationibus    appoaitis    sequi,     quoties    dentur    aequationes 
lineares : 
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simulque  esse 


uu — uu  - 


Siabstitutionem  propositam  iain  transformandis  integralibus  adhibeamus, 
Eum  in  finem  consideremus  li,  ^j,  . . .,  1^^  atque  v^^,  v^,  . . .,  v„_^  ut  varia- 
biles  independentes,  de  quibus  respective  ^^,,  v„__^  per  aequationes 

l'+?äH Hi-i  =  1,  v'l+vl-i ht»^-!  =  1 

pendeant.     Ae  primum  posito 

quaeramus  valorem  ipsius  M.     In  exemplis,  quae  olim  tractavi,  casibus  n=3, 
n  =  4,  in  commentationibus  citatis  Inveni: 

jV/= 

M  = 


1 ^ 

unde  facile  coniicis,  fore  casu  nostro  generali: 
M  = 


[a-~a'v,—a'\ k<"-')«„_i]'^*   '  t.,_,  ' 

At  demonstratio  ea  gencralitate  non  ita  facilis  est.  Cuius  in  gratiam  theore- 
mata  quaedam  generalia  antemittam,  quorum  demonstrationem  brevitatis  causa 
suppiimo. 

Sint  ^1,  ^5,  .  . .,  ^,_a  datae  l'unctiones  quaelibet  variabilium  v^,  v,^,  .. .,  v^_^, 
habetur ; 

III.  30 
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in  summa  assignata  omnimodis  permutatis  functionum  |  mdicibus,  ac  Bingulis 
terminis  praefixis  signis  per  notam  regulam  altemantibus.  Quam  notationem 
expreesionibus  similibus  in  sequentibus  sine  ulteriore  explicatione  adhibebo. 
SpectemuB  iam  |,,  Ss,  .--,  I„_3  ut  functiones  variabilium  Vj,  v^,  . . .,  v„_i,  ubi 
nova  variabilis  i\_-,  a  reliquis  pendet  per  aequationem 

designante  ^^i  et  ipsa  novam  functionem  datam  variabilium  ).'i,  v^,  .  .  .,  i\_^. 
Hinc  in  expressione 

-     öf),  sv,'"  ev„-2 

3|. 


3F 

as„.      a«^ 
a!.._,      äF 

ubi  habetur: 

a«._, 

6F          8F     Sl         8F     ö|, 

^    ^  d|._,     a^ 

Qua  facta  substitutione,  expressio  illa  abit  h 

n  hanc, 

df 

oF              oiJj   cWj 

ai.-, . 

a».-, 

sive  habetur 

Theorema    1. 
Datis  ^j,  ^2,  . . .,  ^^_i  ut  functiombus  ipsarum  v■^,  ■ 
variabiles  iUas  datur  aequatio 

erü: 


^F  V         öu,   ö)-,        öv^-iJ  dF 

Addo,  propositis  inter  variabiles  duabus  aequationibus,  haberi  theoreiua  simile: 

Theorema    2. 

Datis    ^1,  Ij,  . .  .,  |„    ut  functiombus    ipsarum    v^,  v^,  .  . .,  w„,    si   mter 
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variabÜes  illas  proponuntur  duae  aequationes: 

FQ„  |„  .. .,  ?„)  =  0,        0.(1,,  ^,,  . . .,  gO  =  0, 
erit: 

oF     d<t)  BF     d<I>       ~  \"~  dv,   dv~"' dv^J       BF     30  BF     da»      ' 

Et  facile  patet,  quomodo  haec  ultenus  continuentur. 

Fmgainus,  in  theoremate  1.  loco  n  —  l  variabilium  1^,  1^,  ...,  ^„_i  poni 
■n  variabiles  Xj,  x^,  .  .  .,  x„,  loco  n  —  l  variabilium  v-,,  v^,  . .  .,  y„_i  n  variabües 
Vi)  Vif  •  ■  •)  Vn-  Sint  porro  inter  utrasque  variabiles  datae  aequationes  in  Pro- 
blemate  I.  propositae.     Quibus  statutis  fit  e  theoremate  Ulo,  advocata  (7)  §.  5: 


6F 

^' 

"             12" 

•■'■■n 

'           öF 

dF 

d^. 

öy.    . 

3».. 

Sit 

F  = 

äi^x^+ic^a^ 

'gH h^ 

'A~ 

-^  =  y^i/i-\-i/,y,+-- 

•+*.!'.-l. 

un<ie 

8F 

2af„, 

4f-^- 

habetur 

theorema 

sequens: 

Theorema   3. 

Quoties  fit  per  suhsiitutiones  lineares,  inter  variabiles  Xj,  x^,  .  . ,,  x„  atque 
3/i>  y^>   ■  ■  •!  Vn  pTopositas: 

«i^j+a^^dJ^H — ^-'^n'^n^^yiVi+y-iV-f^ — 'ryj^, 

simulque  inter  variabiles  illas  datur  aequatio 

i  =  ^i^i+*a«3H — y-^^^^^^yiyx+y^h-^ — i-^/A- 

ßt: 

^^  ~  Vn 

Quo  Infra  utemur  theoremate. 

20. 
His  theoremata  addi  debent  setjuentia. 

Theorema    4. 
Supponamm,  ^,,  l^,  .  . .,  ^„_i  datas  esse  sub  forma  fractionum 

5.  =  ir>  5.  =  ^.  •■'.  5"-  =  ^. 

30* 


Hosted  by 


Google 


236      DB  BINIS  PUNCTIONIBUS  HOMOGENEIS  SECÜNDI  ORDINIS  SIMUL  TRANSPORMANDIS 
fit: 


dv,  dv^        ö^n—i  m"  öuj     dv^         dva—i  ' 

ubi  in  altera  summa  inter  indices  permutandos  etiam  re/errt  debet  index  0  seu 
index  deficiens. 

Si  in  tlieoremate  aiitecedente  functiones  u,  u^,  u^,  .  .  .,  u^_i  per  eandem 
functionem  t  dividuntur,  valores  ipsarum  li,  Ig,  .  .  .,  ^^^  inde  non  mutantur, 
neque  igitui"  valor  expressionis 

Unde  deducis 

Theorema    5. 
iS*   loco  functionum  u,  u,,  u^,  ....  m„_.   pomtur   — ,  -^,  — ^,  ....  — ^=^. 
designante  t  aliam  funetionem  qitam,(ibet,  expressio 

,      5M|    ömj        3m«— 1 
3«i     Bv,^        Swb— 1 

r  "  Ö«,     Ö«,   ■"  3y„_,  ' 

5tye  in  differentiationibus  inshtuendis   denominatorem  communern  t  ut  constantern 
considerare  licet. 

Theorema  5.  iam  olini  casu  n^  %  deraonstravi  (CoTum.  III  de  integr. 
dupl.  Diar.  Crell.  vol.  X,  p.  101.  ■ —  c£  b.  vol.  p.  161).  Theoremate  generali 
infra  utemur.     Postremo  hoc  iinum  addam. 

Theorema    6. 
Sint  u,  Ui,  Ui,  ...,  u„__i  expressiones  lineares  aliarum  functionum  w,  w^, 
w^,  . .  .,  «?„__!,  datae  per  aequationes  huiusmodi: 


fit: 

^±»4^^...|'^  =  (i±.«...a'V)(j±»|^-|!i...45t 

Observo,  si  functiones  propositae  essent  n  variabilium  v,  v^,  v^,  ...,  i 
beri  siraiUter; 

dv    dv,         dva-i  1  3'--   s-i  -"y^        ß„    ßy^         ö«,v_i  7 
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21. 
Applicemus    iam    theoremata  antecedentia  ad  snbstitutioncm  supra  pro- 
positam : 

a-av,-av,  "'      '—  ; 

a^  a  v^—  a  o^ ^«*       v^_^ 

in  qua  supponamus : 

unde  e  formula  §.17  tradita 


fit  etiam; 
StatuamuB  igitur: 

unde 


■  .-Hü„ 

-^l"«^!— 1 

, 

-«("-'-.„^ll^ 

dF 


Hinc  nanciscimur  e  theor.  1.: 

siqnidem  ponitur: 

Sit  generalitei": 

ideoque 

habetur  e  theor.  4.: 

Jam  si  in  tieor.  6.  ponimus: 

M)  ^=  1,       Wj   ^  Cj,       Wlj^-— üj,        .    .    .,        M)„_i  =—«„_!, 

fit 
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unde  e  theor,  iUo,  advocata  (12),  prodit: 

S±u  ^1     f*'  --1^^  =  (-l)-':s±n«;a"...a'-''  =  1. 

Öf,        Ö«3  dVs-l  1     2  B-l 

Hinc  habetur  formula,  quam  demonstrandam  proposuimus, 
Ciiius  ope  habetur  e  (6),  (8),  (9)  §.  17: 


r'-' <ii,df,...di^,  _  r  '_ 

r'-' ds,d^,...<is.-i  ^  r" 


/■ 


dv^do.^...dv,i_2 
[G'-Glv,v,~Glv,v, G-i-,v^-^v„_,p 


[GG,G,...G^-ip'  

"""'  IG        G,  G,       ' 

Quarum  formularum  prima  est  transformatio  pi'oposita. 


Addam  pauca,  quae  ad  nataram  substitutionis  propositae  melius  perspi- 
ciendam  facere  possunt,  Introducamus  enim  loco  variabilium  |i,  l^,  . .  .,  ^„_, 
alias  X,  x^,  x^,  .  .  .,  a;,,^,  quae  ab  Ulis  pendeant  per  aequationes  lineares 
huiasmodi: 

^,„  =  c*'"'|j-4-4'"^^sH \-<^'^iK-v 

statutis  inter  coSfiicientes  c*."*'  relationibus  talibus,  ut  fiat: 

a;«+^i*,H l-^„_j^„_2  =  ^igi+Salg-l H?„_,£„_i  =  1, 

qiias  relationes  e  problemate  prinio  ut  notas  supponemus. 
Sit  porro: 

ßj  =  Ale,,     Kj  =  Mc^,     ....     a,^i  =  Mc^-i, 
ubi  poni  debet: 

■   MM=  a^a^-\-a^a.^-{ l-«™-iK„-i  =  aa—1; 

unde  fit; 

« — «ili^"2?2 ■ — «„_!§„_,  ^  a—M^. 
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E  formula 


"        «-«'..,-<."», «'"-"o,-,  ' 

statnto 

cf  =  4"'a;"+4"'4-'+...+c2,=M„ 

sequitur; 

6;-c>-6;;>, ci,"""».-, 

a-a',,-."«, a'-'\   , 

Fit  autem: 

C  = 

c,a,-i-c,a.,-i hc,-ia„-i  =  il/(c,6-,+c,c,H i 

sive 

C=M; 

porro,  si  ;(  non  =  0, 

sive  e  (11): 

M    ' 
porro,  si  m  non  =  0, 

sive 

C,u  =  0. 
Hinc  fit 

C—C'v,—  C"v^ C 

ideoque 


■''        "—        Ml    « 

=',,-„"..-... 

i¥il/ 

[|C-l>»._, 

«        o— (i'«.,— o"i.,— . 

—  «("-'>«„_!         ' 

a+M    M-a'v-a"v,^ 

«("-^'»^1 

üf     ■   a—a'v,—a"v^ «(-^"«„-i 

Introdueamus    etiam    in    locum    variabilium    v^,   ii^,  .  ,  .,  v„_^    variabUes    novas 
}h  ?/i'  y^'  ■  ■  •>  ^1-25  quae  ab  iis  pendeant  per  aequationes  baiusmodi: 

in  quibus  loco  m  ponendum  1,  2,  . ..,  «  —  2;  quibus  pro  m  =  0  addenda  aequatlo: 
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His  statutis,  fit 

porro,  si  m  designat  numeros  1,  2,  ....  j*  —  2,  cum  sit  C„,  ^0: 


ideoque 

Fit  pom 


(M+ayY-i-y,  y,'^ \-y„_^y„_.^ 


ideoque,  cum  sit  aa—MM^  1, 

Variabiles    |t,  Ig,  .  ,  .,  ^„_i    et  variabües   Vj,  v^,  .  .  .,  (?„_,,    quae  aequa- 
tionibus  satisfaciuiit 

«t.üj+tJjUjH Hw^-i-w^-i  =^  1, 

substitutionibus  propositis  exhibebantur  a]iae  per  alias  ope  fracfionum  linearium, 
si  ita  vocare  licet  fractiones,  quae  denominatore  et  numeratore  linearibus  gau- 
dent,  Jam  si  in  locum  variabilium  illarum  per  substitutiones  lineares  mtegras 
aliae  introducuntur  x,  x,,  ...,  x^_2  et  y,  y^,  .  .  .,i/„_3,  quae  et  ipsae  satisfaciant 
aequationibus: 

xa!-^x,x,-\ |-«n-2«„-2  =  1, 

demonstratum  est  antecedentibus,  substitutiones  illas  semper  tales  statui  posse. 
ut  relationes,  quibus  variabiles  novae  aliae  per  alias  determinantur,  hanc  induant 
formam  simplicem  et  elegantem: 

.gl      ^       _J,__  a:,      _  y.  x^-i    __        y^-x 

designante  fi  =  ^  faetorem  constantem.  Idem  casu  n  ^  4  in  commentatione 
citata  (Diar.  Grell,  vol.  VIII,  p.  253,  321.  —  Conf.  b.  vol.  p.  93)  demonstratum 
invenis.  Casu  n=3  formulam  sirailem  dedit  Cl.  GauTs  in  eomm.  determinatio 
attract. 

23. 
Adhibitis  substitutionibus,  de  quibus  problemate  primo  actum  est,    func- 
tioni    W  formam  conciliare  licet  simpliciorem ,  de  qua  producta  e  binis  vaiia- 
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billbus  conflata  abierunt, 

W=^  A-hAJJ,-+-AJJ^^ i-^~-i?n-iS»-i+2«,S,H-2a,?,H i-2a„_i?„-i. 

Qiiae  expressio  prodit  ex  expressione  ipsius   V,  §.  16  proposita, 

si  in  fractione  pomtur  rarsiis 

~  =  — *?.' 
porro  loco  ^i,  A^, . . .,  A„_i  scribitur  —A^,  —A.j,  . . .,  —A„_^;  loco  a^,  %,  ....  «„_i 
autem  la,,  Vfls,  .  • .,  ««„-i;    denique  A  löco  A„.     Quo  facto,    c  formalis  §.  16 
traditis  seqiiitur,  si  rursus  G  scribitnus  loco  G„: 

sive  G,  öl,  .  .  .,  G„_i  esse  radices  aequationis: 
0  =  ^— -4h — "  " 


Haec  aequatio  certe  n  —  2  radices  resdes  habet,  easquc  singulas  positas  in  inter- 
vallis  seriei 

— ^,,    —A^,    .  .  .,    — ^„_i, 
siqaidem 

-4,  >-J,  >-■■>  J„_,. 
Reliquae  duae  radices  aut  iinaginariae  aut  reales  erunt,  eaeque,  ubi  reales  sunt, 
utraque  simul  aut  intev  — oo  et  ^ili,  aut  inter  — A,^i  et  +oo  positae  erunt. 
Ponatur,  ut  supra, 


ae  loco  o^"',  «!"'   scribamus  ia'"'\  a.     Quo  facto  sequens  formula,  quae  de  l'or- 
mulis  §.  16  traditis  fluit, 


y„. 

< 

^,— e„  '  ^,— e.  '     '  A^,—e,.     • 

j; 

A-G.    '    J.^G.    '       '   ^._,^e.     '' 

)lt  in  haue: 

ß(w) 

,1       o,S,       1       i>,5,       .       ,     0.-15.-1 

11    ^,  +  e.    1    A,+  G.    '       '   A-,+G. 

m. 

31 
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in  qua,  uti  de  valore  ipsius  «^"''  §.  16  ti'adito  fluit,  fit: 

„,..,  __ ,/     (e.,+^,)(s.,+A)...(g.+A:3o~ 
~ '     (s,.— e)(o,.— e,)...(G„-G.j)  ' 

y  (G^ej(e-G,)...(G_e._,)  ' 

Qliae  facile  ita  quoque  exhibentur: 

^Sw"  =  1Jß„.+A,)'  +  CG,.+i.)"  '^       ^  (G."+aLo'  "^  ' 

Hinc,  posäo 

J        lG+A,X(f+A,~(OTA^)        (G..-G)(G..-G,).T:('G,-g.-i) 
""'1'      ce..-t-^i)(G»+^,)--(ff--*-'!l.-i)  '    (G— G,)(G~GJ...(G— 6^0 


■  J,+6  ^  J,+  G  '"'        ''  A-i  +  G 


'btis  G,  Gl,  (?s,   .  .  .,  G,_i  radices  aeqtiatioiiis 

Ji+A,         x-^-A.^  X- 

habetnr: 

(it,  <i|,..,J;,-i 


f 


J     «„-l[(?- 


inter    variahiles    li,    i^,    ■  ■  ■,    ^„_i    nee    non    inter    variahÜes    (j,,    (;,,    .  .  .,   v^_i 
existentifms  aequationibus : 

Casum    huius    transformationis    n  —  1  ^=  2    tractavit    Gl.    Gaufs    in    Goiiuiicnt, 
Determinatw  attractionis  etc. 

Observo,  ad  aequationem 

0  =  «— .1+^" 


x+A^  ^    ^  x-^-A,. 
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,_i  stabUitae 

■+S.-1 

1.-.  =  1 
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perveniri  etiam,   ubi  propositum  est,    datam  functionem    TT  redigere  in  foi-mani 
sequentem: 

^  =  (f. -1-2.  i,y-i-(.P,+^2  ^2) - 
Quod  ope  aequatioiiis  inter  variables 

ei'ficitur  hunc  in  modum, 

Addita  enim  datae  functioni    W  expressione  evanescente 

habetur 

■^  —  ^  ^  P,Pi+P^lh-\ \-p„-iP„-i 

a,  =p,q„     <i,===p,q,,     ■  ■  .,     %^^  =  P„_i(l,_^- 
Unde^Ula  prodit  aeqiiatio: 

A  —  a:  ^= '—^ h  ■  ■    ^    ^. 1 \ ""^  .""'  ■ 

Cuius  ope  detei'minata  x,  habetur 


Unde  videmus,  ut  data  t'unctio  W  modo  reali  in  fonnam  propositam  redigatui-, 
radicem  x,  si  fieri  possit,  "ita  ehgendam  esse,  ut  quantitates 

x+A^,    a!+A^,    .  .  .,    iC+A-i 
omnes  positivae  evadant;  sive  aequationis  propositae  radix  x  summenda  est,  si 
qua  datur,  inter  — A„_i  et  h-co  posita.     Quae  ubi  datur,  observavinius,  alteram 
quoque  aequationis  radicem  inter  eosdem  limites  positam  inveniri.     ünde  ßinc- 
tioni  W  forma  assignaia  realiter  concüiari  aut  non  poiest  aut  hinis  modis. 

Eadem    mtione    realem    semper    invenimus    solutionem    eamque    unleani 
tantum,  ubi  propositum  est,  functioni    W  formam  creare  sequentem: 
^=(.Pi-^Ü,^>?+iP,+^2iy'^ — Hp^r^qJJ'' 

-(p„.+i-^9„,+j,.+iy-(.p,„+ü+9„.+,K.+2y — (p„_l-H^„_,s„_,)^ 

designante  m  unum  quemlibet  e  numeris  1,  2,  ...,  n  —  2.  Scilicet  hanc  fonnam 
induit  expressio  antecedens  ipsius  W,  si  aequationis  propositae  ea  radix  pro  x 
statuitur,  quae  inter  — A,„  et  — A^^^  posita  est;  quae  semper  datur  eaque  uuica. 

31  " 
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24, 

Si  i'unctionem    W  iam  cxhibitam  supponiinus  siib  foruui: 
fit  aequatio,  cuius  radices  sunt  G,  G^,  .  .  .,  G„_i: 

p,  p,  q,  g,  p.  P.,Q„Q„  Pn-I?*«-!?™-!?«-! 

Cuius  aeqaationis  una  radix  est  a;  =  0,  sicuti  fieri  debet,  cum  eo  casu  expressio 

datae  functioni  W  addi  non  debeat,  ut  formam  propositam  nanciscatiir;  quippe 
qua  iam  gaudere  supponitur.  Radice  x  =  Q  eiecta,  aequationem  Qi — 1)"  jiradus 
obtinemus  formae  simplicis: 

IhP,       I       P^lh      _| ,_  _J_''^^:^=^_  ^  1  ■ 

Cuius  radices,  siquidem 

positae  sunt  in  intervallis  seriei: 

—?;?,.     — 5Ws.     ■  ■  ■,     — ?,_i2„_i,     +^- 
Erunt  igitur  radices  oimies  reales,  earumque  certe  n — 2  negativae;  reliqua  aiit 
positiva  aut  negativa  est,  prout  expressio 

aut  ^l  aut  <Cl.  Ceterum  e  §.12  sequitur,  aequationem  illam  (n  —  1)*'  gi-adus 
eatidem  esse  atque  aequationem,  ad.quam  devenitur  in  problemate  I.,  si  statuitur 

Demonstravi,  si  functio  W  forma  proposita  gaudet,  eandem  formam 
altero  quoque  modo  ei  conciliari  posse.  Observo,  quod  facile  pi-obatur,  ex- 
pressioiiera 

PxP<    ^    P^lh    I ^Z^l^^-i. 

^i'i,         ^^'h  %-A-x 

pro  altero  modo  fore  >  1,  pro  altero  <C  1  *).  Unde  alterutrum  sempcr  suppo- 
nere  licet.    Pro  altero  enim  modo,  quo  TF  formam  assignatam  indiiit,  j),„,  q,,^  fluiit: 

*)  Coasiderationibiis  similibuB  pro  tribus  variabilibus  faetis  in  quaestionibus  coleheiiirai.^  de  atfraotioiio 
ellipsoidarum  superstrusit  Ol.  Ivory  reductionem  piincU  attraoti  esterai  ad  inlernuni. 
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Linde  expi'essio  Ula  fit: 

1    ,.r    jji      I      y.y.      , ,      y^J 


LC«+«,?,)'        (»+9,?,)'  («+}^,s,_,)"J' 

qaod  aut  <;  1  aut  >  1,  prout  X  positiva  aut  negativa,  sive  ex  antecedentibus, 
prout  expressio  illa  aut  >  1  aut  <C  1. 

Casu,    quem    consideramus ,    habetur    porro,     si    m    designat    numerus 
1,  2,  ...,  n-U 

,„  ,.,  _  _  (g.+';,?.)(e.,+g.}.)-(g,.+';.-.g.^.) 
°   °"  ~         ce„.—e)(e.— (?,)...(©,— 0,-0 
(e+,,?,)(G+5,5,)...(e+}._.,._,) 


(e-e,)(G— e,).,.(e-G._,) 

Qui    ut   reales    sint   valores,    statuenda  est   G  maxima  e   quantitatibus    G,   G^, 
G.^,  . . .,  G„_i;  hoc  est,  quoties  expressio 

t>,P,    I   P.P,    , J*— if.-i 

5i?i        ?.?.  i^i?.-, 

fit  >  1,  erit  (?  radix  positiva,  qua  eo  casu  aequatio  proposita  gaudet:  qnoties 
expressio  illa  fit  <C  1,  erit  G  ^  0. 

Habetur  porro  aequatio  identiea: 

(^_e)(,_(;j...(,,e._,) 

(■»■+«,  ?,)(«+?.S.)--(''+?.-i9,-,) 

p,p,<i,i,  ,  t,t,i,<i,  I ^  y.-iP.-ig.-i<;.-i 

Qua  differentiata  et  posito  post  differentiatlonem  x  =  (?„,  aut  x  =  G,   eruitur, 
si  valores  ipsarum  «'"''«'"'>,  aa  advocamus, 

1       _     P,P,1,i,       I P.P.g.g.  f^,P,.-A-,1.-,     . 

1     P,Pi'!i9,      P-jP-ilsJi      ?'„-i?'„-ig„_i'?B -1 

^  ^         (G+J.3,)' "TG+M.)*"  (0+?.-,?.-,)"  ' 


'»—?■!',—?.» r,-j',-, 


Quoties  igitur  G  ^  0,  fit 
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Collectis  antecedentibus,  casu  quo  supponitur,  quod  licet, 


P,P,     ,    P.Ä    j       1    n-A-.    ^^ 

?.?!                ?3?=                            ?«-!?«-! 

si  insuper  scribitur  — x,   —-G,„  loco  x,  G„.,  habetur  tbeorema  sequens 

T  h  e  0  r  e  m  a. 

„Proposita  functione 

«^-=Cj>i+?,  ?,)'+(?.+?.  £j}'H h(i3„_,-+-y„_ 

.A-,y, 

„in  qua  statuitur: 

„?,|,H-|,?,+-+S„_,?„_,=1, 

„porro  supponitur: 

J-T-+f-f'+...  +  ^-^'"<,l; 

„sirit  Gl,  (?2,  ...,  ö„_i  radices  aeqtiationis: 

P.P,       ,      P,P,       ,    ,    1       P.-^,P.-, 

=  1, 

„qmie  omnes  erunt  positivae;  ac  statimtur: 

l/    P,ft«,»,      1      P,?,?.?.      ,    ,    .    ?.-iP.-i?^,' 

?.- 

1/  (©.-?.»,)■    '    (9.-«,9.)'    '       '    (G,.-?.  ,?, 

-,)■       ' 

l/l      }>,P,        RP,              -P.-.P..-. 

" 

f            '/.'/.           'hi,                   ?.-.?.-! 

j           Rj,?,                 p,,,,l,                       f.-,?.- 

-,?.-■ 

G.-f.?.       e.-?.!.           ff.-?.- 

j?,-. 

1+P,S,  +  RS, +...+ ?-.?.-. 

»enV  etiam: 

.',",+^,+■■■+'.-,'.-,  =  1; 

„ac  habetur  transfonnatw  integralis  muliiplicis  indeßmta: 

J      I,-,K?,+?,S,)'+(r+«,5=)"+-+Cp._,+?, 

,-,5.-,)']^ 

f'"'                          dv,dv,...di>,  , 

.,[Ö,^,<.,+G,^,^,+-.+  G„_if„_ 
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Addo,  si  integrale  propositum  extenditur  ad  valores  omnes  vaiiabiliuni 
I,,  ii,  .  .  .,  |„_i,  qui  satisfaciunt  aequationi 

etiam     integrale     transformatum     extendi     ad    valores    omnes    variabiliam    i\, 
^li  ■  ■  ■;  ^«-i>  qui  satisfaciunt  aequationi 

Applicatis  quaestionibus  algebraicis,  quas  problemate  I.  suscepimuSj  ad 
transformationem  singularem  integralium  maltiplicium:  iam  quaestionibus  Ulis 
maiorem  conciliemus  generalitat-em,  proponendo  binas  simul  functiones  quaslibet 
homogeneas  secundi  ordinis  per  substitutiones  lineares  transformandas  in  alias, 
quae  solis  variabUium  quadratis  constant.  Quarum  fanctionum  altera  in  pro- 
blemate I.  erat  summa  quadratorum  variabUium,  ideoque  iam  carebat  productis 
e  binis  conflatis.  Quod  igitur  problema  considerari  debet  ut  casus  specialis 
problematis,  quod  sequentibus  proponimus. 

Problema    III. 
„Datas  binas  quaslibet  functiones  V,  W  homogeneas  secwndi  ordinis  varia- 
„hUitim  Xi,  X2,  .  .  .,  x„  per  substitutiones  lineares  hiiiusmodi: 


h+ß"h+- 


„transformare  in  alias  vaiiahilium  y^,  y^,  .  . .,  y„: 

„W=  B^y^y^-\-H^y^y^-~\ \-Hjji^, 

y,quae  solis  variabUium  quadratis  constant." 

25. 
Functiones  V,  W  designemus  hunc  in  modum : 

1,1     • 
quibus  in  summis  numeriH  ;;,  Z  valores  omnes  tribuuntur    1,  2, 
tuamus  poiTO 
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ita  ut  tei-mini  in  x^X)_  ducti,  ubi  x,  A  divei-si  sunt,  in  functionibus  illis  sint 

Supponamus,  e  substitutionibus  propositis  vice  versa  sequi: 
y^  =  «J'ä,  +a^'iCj  H 1-"!,' •''■„, 


^^^  10-=  «*'vr'+<'Ä"+-+«i" 


Quibus    expressionibus    variabüium    y-^,  y^,  ...,  y„   substitiitis    in    aequiitionibus 
propositis : 

singulos  comparando  terminos  nanQiscimur; 

Determinantur    autem    cogfficientes  «*"''  per   coSfficientes  substitutionum  propo- 
sitarum  ß^\  uti  facile  patet,  per  formulas 

in  quarum  postreuia  ;;,  X,  diversi  supponuntiU'.     Hinc  nanciscimur  e  (2): 

Unde  posito  brevitatis  causa 

(6)  l'i''.,'~<^i''„,  =  ''il  =  4''.. 

habetur  e  (4): 

(6)  filff+imff+...+iiy»  =  0. 

Quae  formula,   posito    1,  2,  .  ,  ,,  n  loco  n,  suppeditat  u  aequatioues  sequentes: 

Ij'nffj^I<t)p»>^...^,mj»  ^  o_ 
/J>™+/™(!f+...+/™|3f  =  0. 
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De  quibus  aequationibus  eliminatis  f:f^^,  i?'f,  . . .,  ß'^K  habes  aequationem  con- 
ditionalem 

De  qua  aequatione  valorem  expressionis 

per  resolutionem  aequationis  algebraicae  «."  ordinis  eruis;  euius  radices  omnes 
obtines,  ponendo  pro  A  valores  1,  2,  . . .,  n.     Hinc  si  statuimus 

/,,,,  =  ira,,^.—  GJ^,,,, 
habetur  aequatio  respectu  ipsarum  G,  H  identica: 

=  .=.,,.,,....,,,(4--.)(^-«)...(^_.). 

E  quantitatibus  autem  öj,  /fj  alteram  semper  pro  arbitrio  accipere  licet,  quippe 
quarum  rationem  tantum  probleraate  proposito  determinari  facile  patet.  E 
quibus  cum  etiam  7^,,  innotescat,  e  quibuslibet  n  —  1  aequationibus,  de  aequa- 
tionibus (7)  desumtis,  obtines  rationes,  in  quibus  sunt 

ßf,    ^«,    .  .  .,    ßf, 
per  ipsas  jj^;^,  rationaliter  expressas.    Unde  ipsarum  /^''  valores  facile  derivantui-, 
Adnotemus  adhuc  formulas,  quae  e  (2)  sequuntur: 

|«,,i^i+«,.a^sH !-«..„  ^„  =  G,ß>,+  G30.^H ^Gjfy^, 

(*.,«,+  i,.^3H i-K.n'^„  =  J?,«>i+^2<'%H ^^A'Vn- 

26. 

Eadem  methodo,  qua  in  problemate  I.  usi  sumus,  coefficientium 

ßf,    ßf\     .  .  .,    ßf 

quadrata  et  binorum  producta  de  fonnulis   (7)  derivantur.     Supponamus  enini 

aequationes 

(11)  K?»,+4>.+-+4>.  =  «'.. 


|4>,+^S«.+-+C''.  =  ".' 


S2 
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de  quibiis  vice  versa  sequantur: 

(ä™«>+ä!"«.  H h-i'"«,  =«  Jd=/™/<".../'", 


(12) 


ubi  ex  iis,  quae  in  problemate  I.  adnotavimus,  fit  rursus 

His  statutis,  fit  per  eandem  ratioeinationem,  quam  §.  9  adhibnimus, 

(13)  ßfff  =r'"Kl. 

multiplicatore  p'*'  eodem  manente  pro  omnibus  valoribus  indicum  k,  x' .     Ouius 
iit  eriiatur  valor,  observo,  per  substitutiones  propositas  haben  e  (1): 

poiTO.  ubi  ^,  X  sunt  numeri  diversi: 


(14) 


Unde  iam  habetur  e  (13): 


(16) 


,X'i 


27. 
ÄJium  modum  deterniinandi  quantitates   j^"/?^'*  nancisceris  düferentiando 
aequationes  (14)  seeundum  Constentes  a,^.,  b,,.,  quae  functiones  V,  W  afficiunt. 
Eum  in  finem  observo,  fieri  e  (4): 

Unde  habes,  differentiando  (14)  seeundum  a,„,  h^^: 
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•illSuf-p-, 
..    SS») 


SO, 
Sa,,, 

Sil, 
Sa,, 
SB, 
Sb,,, 
SB, 


•     Si,,' 
,  Sßf 
St,.,  • 


pon'o,  quoties  x  et  a'  diversi  sunt: 


(19) 


E  (18)  sequitur: 

(20)  ßfl/f  = 

e  (19)  sequitur: 


Sa,,,' 

ÖG, 
db„. 

SU, 
St,,r 


S4'-' 


26,2;  of 


öi,,,. ' 


=  2f»V™+2-ffj^«.  -. 


oft 


(21) 


ft  Ä 


-h;. 

aa 

G, 

SB, 
Sa,,, 

-H) 

Ä 

ae, 

-- 

G 

SR, 
Sa.,.- 

et,,,. 

■ 

Si.,. 

G, 

G 

SJI, 

— 

-ff 

36, 

2H,  2Gi 

Quae  sunt  formulae  quaesitae.      E  qtübus  videmus,    etiam  hie,   uti  in  proble- 
mate  L  magis  speciali,  unica  fonnata  aequatione  ?*"  gradus,   cuiiis  radices  sunt 

Jh  ' 
totum    confici   problema.     Videlicet  per    differentialia    partialia   harum    quanti- 
tatum,    sumta    secundum    eonstantes,    quae    alterutram  funetionem  propositam 
afficiunt,  statim  habentur  e  (20),  (21)  quantitates 

gW  gP.)         gl*)  M) 

unde  per  extractionem  radicis  quadraticae  ipsi  Bubstitutioiiis  propositae  eoöffi- 
cientes  ß^J-^  prodeunt. 

32' 
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28. 
VaJores  expressionum 

ex  aequatione,   cuius  radices  sunt  -n^,  invenimus  hunc  in  modura.     Sit  brevi- 
p±o,,o„...o„  =  ^, 


tat! 

s  causa; 

(22) 

est 

e(9): 

(23) 

-■(^-'')(-^-«)-(¥-''). 

quae    aequationes    respectu    ipsarum    G,    H   identieae    sunt.      De    quibus    ciim 
sequatur: 

simul  statuere  licet: 

iÄ  =  G,G,...G^, 

Alteram  enim  quantitatein  ex  iis,  quae  §.  25  diximus,  ex  arbitrio  accipere  licet. 
Hinc  aequationes  (23)  magis  concinne  exhibere  licet  hunc  in  moduin: 
(26)  1  =  {G,H--H^GXG^H^H,G)...(GnH—H„G). 

Differentiata  hac  aequatione  secundum   G,   H,  «,,,.,    h,^^.,    ac  posito  post  diffe- 
rentiationem  G  =  Gy,,  H  =  H^,  provenit: 

quo  in  producto  omitti  debet  factor  evanescens 

poiTO  fit; 

-g|^  =  (e,/i,-g,g,)(g,g^---H,6,)...(6.g,-.H.(?,)-'     g^ -, 

a'l  B.SG.-O.SB, 

^(e,fi,-fi,e,)(e,g,-7;,ej...(G.ir,-i/,ff,)- "    '      '    '■ 


lat.,..  "'■'    "i-v^">">    ■•^"ij--y."i.    ".-»,'        a4_,. 
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sive  e  (27): 


(29) 


a/ 


BI 


Sa.,,. 


ab,,. 

Unde  habetur  e  (20),  (21): 
(30) 


SI 

SS 

dl 

„    Sb., 

S9 


äl 
dS 

p     ab.... 
dll 


ay-l  aW  ^ 

^-  f'   -  TT 


qWoW. 


SI 
g,     28»,,. 

ai/ 


-ff, 

a*... 

ü, 

a/ 

ao 

a/ 

iJ, 

2db„. 

SI 

ae 


Quibus  formulis  collatis  cum  (13),  (16),  coUigitur: 
SI 


(31) 


SI 

sa  ' 


i;,ao„ 

BI 


ai 
a/ 

26,  S6,,. 


2i/,a»,., 

Quibus  in  formulis,   sicuti  in  antecedentibus,  post  differentlationem    ponendum 
est  G  =  e„  if  =  IT,.     Kt  porro  e  (16),  (27),  (31): 


(32) 

ideoque 

(33) 


1 


»^  ~  (e,-ff,— -H,(j,)(e,-ff,— //^©^...(G.-ff,— -H,e,)' 

»(»»''1 ^21!;^ 

P.  Pr  —  (^GJI^^H,G,){0,H^-^H,G,)...(a,M^—Hß^) 

Docent  formulae  (30),   unica  formata    aequatione  /=0,  cuius    radices 
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29. 
Alia    formularura    systemata    niemoratu    digna    hoc    modo    inveniuntur. 
Statuamus : 


(34) 


de  quibus  aequationibus  vice  versa  sequantur  hae: 

|(i±S,,  Sj,,. .■*„)«,  =  Ji«.  =  B,,i<',+B,,,!',H l-S„«.- 

Fit  autem  e  (10),  (34)  etiam 

(«l-^iJi+V-'-fjJ'iH ^"'f  ■".!!.  =  ',• 

de  quibus  aequationibus  deducitur: 

( S.S.  =  C!"*i+C?''.+  --+Ä"'.. 

Substituatur  in  bis  aequationibus: 

»/_  ^  ßW^  _j_(fWj,  _j [-(^''x  • 

quo  facto  de  iis  porro  deducitur; 

ß'        ,            , 
.  — -j^Cft  t,+ß,  ;,H hiS.  f.) 


(3B) 


(36) 


(37) 


(38) 


(ß["  icf-ß'f  V i-Ä''  'i'- 

(ßi  •>,+(';.  ',+-+ß'. '.) 

(ft"  .,+  ;?,;' «,+-+fi>.) 


Quibus  formulis  comparatis  cum  (35),  prodit: 
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(39)  U    -^+    f.    ^-^      ft     ' 

I   B   ~   ir,   ^   //,   "'      '"    H, 

Si  in  bis  aequationibus  per  coefficientes  «j''  exhibemus  coöfiicientes  1^''  nee 
non  quantitates  a^^,,  b^^,,  quod  fit  per  formulas  (2),  aeqiiationes  illae  identicae 
evadere  debent.     Afficiuntur  aatem  coefficientes  ^'  omnes  eodem  denominatore 

^io;«,"...«*'. 
Unde  si  expressiones  (39)  eub  eundem  denominatorem  redigimns,  ae  denomlna- 
tores  in  utraque  aequationum  parte  aequiparamus,  coUigitur: 

(4  =  2=t«,,o,....<.„=  p±«;o,"...of]"e,e,...0  , 

(40)        i  '■  '■"    "•"         ;  '„    ;, 

(B  =  2±J,,S,j...6,.  =  p±o;o,...af]'fl,J,...if.. 
Unde  etiam  sequitur  e  §.  5: 

(41)  (2±ft,fe,„.^.J-=  «■«^■'^-  =  g.^.^-g-. 

De  formula 


G,G,...e„         KH,,..H^ 


A          ~  B 

per    considerationes   similes    iis,    quibus    §.  9    usi  sumas,   aequationem  (i))   via 
directa  derivare  licet. 

Sequitur  e   (39),   posito  — j— ,  —^r-  loco  fl^_^,    J_.,    simul    «*'*,    ö^,   IT 

abire  in  p\' ,  -=r-,  ^j-;   unde  etiam  A,  B,  — j^,  — -^,   ß'*'   in   — j-,   -77-,   a  ,, 

tr,           ii,  "   ^                  -D                  *                     ^           ß              '^'■ 

b  ,,  «<*'  abeunt. 


IV.     Theoremata  varia  de  transformatione  et   determinatione 
integralium  multiplicium. 

30. 
His    breviter    annectam  varia    theoremata   de   transformatione  et  deter- 
minatione   integralium    multiplicium,    quae    aliam    adhuc    docent  applicationem 
quaestionum    algebraicarum    propositarum ,    atque   in    Problemate    II.    dedimus. 
Eum  in  finem  antemittimus,  quae  sequuntur. 
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Supponamus 


CD 
sitque 


facile  probatur,  fore: 
dx,  da:. . . .  dx„- 


=^  =  l«- 


(3) 


(^,(^,...dg„_i 


,  [l-H|,|,+g^5^+...+|„_i§„„,]a 


=  ^;(^,(^|,...t^„_,. 


Sit  porro: 

ius  m,,  m^,  . , .,  m„  constantes;  fit  e  (3): 
dx,dx^... (JEb-i mj»Wj,,.TO„dO|di;2.,,Ä^ 


(5) 


Sit  rursus 

(6) 

s,y,+j.!/.+ 

•■-^yjjn 

=  1, 

atque 

(') 

, 

S. '      '        V.' 

.w  = 

y. 

habetur  eo 

dem  modo 

atque  (3): 

y\h^do 

...dv„_ 

j: 

y« 

qua  formula  substitata  in  (5),  prodit  haec  formula 

memo 

abilis: 

(tt,(ti,. 

.iJ*-i                     »• 

m,...m„ 

dyA, 

■■*.- 

Habentur  autem  e  (2),  (4),  (7)  inter  variabiles  a:,,  x.,.  .  .  .,  x„  et  )/i,  y^. 
relaüones  sequentes: 


(9) 


['»;SiSi+>»Sj>!'r 


KyjS 
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Si  variabilibus  a',,  a:^,  .  .  .,  x„  valores  omnes  positivi  tribuuntar,  qui  aequationi 
(1)  satisfaciunt,  variabiles  ^i,  §^,  . .  .,  ^,_i  valores  omnes  induunt  a  0  usque  oo, 
et  vice  versa.  Simul  variabiles  v^,  v^,  .  .  .,  j'„_,  valores  omnes  induunt  a  0 
usque  oo,  ideoque  variabiles  y^^,  y^,  .  .  .,  y„  valores  omnes  positivos,  qui  aequationi 
(6)  satisfaciunt. 


(10) 


Determinemus  pro  limitibus  assignatis  integrale 


Eum  in  finera  integrale  sub  eadem  forma  exhibeo,  quae  pro  n  ^  3  usitata  est, 
ponendo 


(11) 


J'«— 1  =  smy,  siny 


..smy,_2C£ 


Quibus  statutis  facUe  probatur,  fleri 

„ „,              dx,<ix,...dx„—-i  ■  „   0       ■  „  ■,  -  7     j  I 

(12)  — !■ — i =  sin''--gi,sin''->'y^.,.s]iiy„_sffyi«y^...t/y„_i, 

uti  iam  indicavi  in  commentatione  anteriore  supra  citata  (Diar.  Crell.  vol.  VIII. 
—  Conf.  h.  vol.  p.  93).  Integrali  (n — l)-tuplo  inter  limites  assignatos  sumto, 
anguli  W-Y,  w^^  .  .  .,  y„_i  a  0  usque  -^  extendi  debent.  Fit  autem,  quae  sunt 
formulae  notae, 


r^ 


1.3.5...C2m— 1) 
2.4.6.. .2m* 


Unde,  quoties  n  est  nuinenis  pat 


3.5.7...(2m-Hl} 
eruimus 


2) 


1_    1^    1.3.5        1.3. ..(«—5)     1.3. ..(»■— 3) 

■  2  ■  2.4  ■  2.4.6  ■■■  2. 4. ..(»—4)  '  2.4...(» 
_2_    2A_   2.4.6       2. 4. ..(»—4) 

■  3  ■  3.5  ■  3.6.7  ■"  3. 5. ..(»—3)' 

33 
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sive 


(IS)  S  ^  ^  ^  ' 


C«-2)(»-4)...2 
Quoties  vero  n  est  impar,  fit 


1^  JL3^    1.3.5  1.3. ..(11—4) 

■2  '  2.4  ■  2.4.6  ■■■  2.4.. .(»—3) 

^    2A^  ll4JJ^  2.4...(a— 3) 

■3  ■  3.5  ■  3.5.7  "■  3.6...(n— 2)' 


^"^  ^■  =  i;;=fe'z--4^- 

32. 
Invento  valore  ipsius  S,  habetur  inter  limites  assignatos  valor  integi-alis: 

quae  magno  usui  est  formula. 

Ponamus  in  ea  ml-hx,  ml~\-x,  ...,  m^-i-x  loco  ml,  ml,  .  .  .,  ml,  fit: 

(    r"~\ <^y,(i>/,...di/^, 


Qua  secundum  quantitates  x,  m^,  r)%,  .  .  .,  m„  differentiata,  alias  varias  eruis. 

Ducamus  (16)  in  dx,   atque  integrationem  novam  instituamiis   a  a:  ^  0 
usque  ad  a;  ^  00;  quo  facto,  prodit  haec  formiüa: 


(17)  \j      yn\.<y,y^-^^\y,y,-^ — \-KyJnV 

j  _  w— 2   ,,  r" dx 

De  qua,  advocata  (8),  etiam  hanc  deducis  elegantem: 


Hosted  by 


Google 


ET  DE  TRANSFORMATIONE  ET  DETERMINATIONE  IXTEGRÄLIUM  MULTIPLICIUM.         259 
dwdx  ...dx^—\ 


(18) 


\  2  Jo     y(x-^m\)(x-\-mi)...(x-\-'ml)  ' 

sive  posito  —  loco  m^,  ac  deinde  —  loco  x: 

dx  

ü     ]/(l+m»(l+9w^a^)...(H-m|^ 


(19) 


^4 


Quam  formulam  ex  elegantissimis  esse  censeo.     Generaliorem  nanciscimur  modo 
sequente. 

Sit  X  functio   quaelibet  ipsius  x,   quam  iteratis  vicibus  a  a;  =  a'   usque 
ad  x  =  «  integremus;  sit  porro 

habetLii-  nota  foi-mula: 

(20)         1.2.3...P  r^  Xdx''-^^  =  X^— p,a'Xp_i+p,^^X„_2ih---=h^''X„, 

ubi 

_  f{f—\)...{p-\-\—'ni) 
^"•^  1.2...m 

Sit  rt  =  CO,  j>-|-l  <C  "ö")  poiTO  statuatur: 


s 


^lyjX 


y(,a,+  m\)(j.+m\):..(x+mi)  ' 
ei'uitur,  ^  +  1  vicibus  integi'atione  ffwjta  a,  x  ^  x  usque  x  = 


(21) 


2^^^^ f'~' Vt'y, 

■■  („-2)(«-4)...(»-2i;-2y  ,  , 


■■''S.-1 


■"ly.y,Y- 


1.2.b.,.y 
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siquidem  ponitur: 

De  qii;i  l'onniik,  posito  X  =  0,  ac  scribendo  p  —  1  loco  p,  niinciscimur: 


2'.1.2.3...(y— 1)         f-' *i*r 

(n-2X«-i)...(n-ip)    I 

(22) !  J       yi>»;y,y,+'»;y>!/,-+ 


'■l^^ÜnV 


Dii  qua  formula  per  (8),  (9)  deducis  hanc: 

I        y.l.2.3...(p— 1) f— de,dx....d^^, 

(»-2)(»-4)...(»-2rt    I  r  ^,», 

(2b)    j  -^  ■'"Lm,m,         m,*,  "' 

'  -^ 0  yG«H-m^Xa'+mj)...(«+my  '. 

sive  etiain,  ponendo  ,  ,  .  ,  ., loco  m,,    m^,    ,  .  .,  i 

loco  X: 

2'.1.2.8...(y— 1)        /■"  rfji,f;ji,...<fa._. 


(24) 


(„_2)(»-4),..(«-2y) 


r 


*^'<?^ 


^)(H-m=;(.)...(l+m|^) 


In  foriimlis  (22  —  24)  suppositum  est,  esse  p  numemm  integrum  >0  ätqiie 
<C-n-     tibi  «  est  numerus  par,  formulae  (22),  (24)  eodem  redeunt,  dammodo 

loco  p  ponitur  -^ — p.  Ubi  n  est  numerus  impar,  docet  comparatio  formu- 
larum  (22),  (24),  sufficere,  ut  sit  2p  numerus  integer  >0  atque  <  n;  quo 
statuto,  utraque  formula  inter  se  convenit,  posito  -^ — p  loco  p,  dummodo 
coöfficientem  numericum,  positio  2p  =  q,  exhibes  hunc  in  modum: 

2^.1.2.3...(y-l)  _  _  .,    l(q-2)(q~4:)...][(in-q-2Xn-q^4)...] 
(n-2Xn-i)...(n-2p)        ^'  (;,_2)(«-4)(«-6)../ 

tribus  productis  continuatis,  quousquc  in  nunieris  positivis  possunt. 


Hosted  by 


Google 


ET  DE  TRAM SFORll ATI OxNE  ET  DETERJlINATIOiNE  INTEGEALIUII  MULTIPLICIUH.         261 

33. 

Integralia  simpl'icia,  quibus  in  antecedentibus  integralia  (n— l)-tiipla  ex- 
pressimus,  exhiberi  possunt,  etiamsi  quantitates  ml,  ml,  . . .,  ml  non  explicite 
datae  sint,  sed  iit  radices  aequationig  algebraicae  n"  ordinis.  Cuius  observationis 
nsum  commodum  in  sequentibus  videbimus. 

Integralia  (ji  —  l)-tuplaad  valores  ia,ntam  posttivos  variabillum  x^,  x^, x„ 

extendimus;  In  sequentibus  integralia  ad  valores  earum  extendemus  oranes,  sive 
positives,  sive  negativos,  qui  satisfaciunt  aequationi  (1): 


Quam  rem  ita  intelligimus,  ac  si  loco  integi-alis 
/•""^    dx,dj!^...dai„_Y 

J    ...«^„^„...,«.) 

ponatur  summa  duoriim 

in  quibus  statu!  debet 

valore  radicalis  semper  positive  accepto,  ac  variabiiibus  x-,,  x.^,  .  .  .,  x^_^  valores 
reales  cum  positivi  tum  negativi  tribuendi  sunt  omnes,  pro  quibus 

x^w^-\-iB^x^-^ ha^-ia:„_i  <  1. 

Adhibeamus  iain  substitutiones,   quas  in  Problemate  I.   proposuimus,  e  quibus 
cum  fiat: 

pro  limitibus  assignatis  integralia  etiam  respectu  variabUium  y^,  y.^,  .  ,  .,  w,,  ad 
valores  earum  omnes  extendi  debent  cum  positives  tum  negativos,  qui  aequationi 

satisfaciunt.     Per  quas  substitutiones  transformavimus  in  Probl.  I.    functionem 
homogeneam  secundi  ordinis  variabilium  ^r,,  .r«,  .  .  .,  x„ 

—    i    '''^  '  '■ 
in  bane: 

Demonstravimus    j^orro    in  Probl,  II,    §.  19    theor.  3.,    iisdem    substitutionibus 
adhibitis,  esse 
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dx^dx^...dx^_^  di/,di/^...d^^_^ 

^«        ~        y» 

Unde  fit; 

/■"-'  d^^dx^...dx^_^       /■""'  ^yi'iyi---^yn-i 


(25)       /" 


Suppoiiamus,  functionem  V  pro  valoribus  omnibus  variabilium  x^,  x^,  .  .  .,  x, 
valores  tantum  positives  induere,  sicuti  ex.  gr,  locum  habet,  ubi  V  proponitur 
tamquam  summa  complurium  quadratorum  functioimm  lineariam  ipsanim  x, , 
3^,  .  .  .,  x„:  quo  statnto,  necessario  quantitates  G,,  G-,y  -  .  .,  (?„  omnes  erunt 
positivae. 

Observo  iam,  si  in  (25)  integrale  (n  —  l)-tuplum  extenditur  ad  variabilium 
i/i.  y„,  .  .  .,  y„  valores  omnes  cum  positives  tum  negatives,  pro  quibas 

y.y.-^y^yi-^ — ^yn^n  =  i' 

integralis  valorem  esse  2"-tuplum  valoris,  quem  induit,  ubi  ad  earum  valores 
tantum  positivos  extendatur.  Hinc  posito  m  = -s-,  e  formulis  (25),  (15)  nan- 
ciseimur : 

dx  da!,...dxK—\  2  Ä 


r- 


^''^  '  -      yG;^:TG-' 


sive  e  formula  (18)  §.  7: 

,  /"""      dx,dä;^...dj:„- 


/dx,dä!^..,dj:„—f 


yi±^, 


De  qua  formula,  ditferentiationibus  secundum  constantes  a,i  institutis,  rursus 
innumeras  alias  deducis. 

Vocemus  r  expressionem,  in  quam  abit  ipsa 

ubi  loco  «,^„  (7j2,  ■  .  .,  o„,„  scribimus  a,,+  a;,  %,3-l-3:,  .  ,  .,  a^„-^x.  Quae  ab 
expressione  jT  §.  8  proposita  eo  tantum  differt,  quod  loco  .r  scriptum  est  —x. 
Unde  e  formula  §.  8  proposita  fit: 

r  =  (,^+G,)0.-HG,)...(^-HGO- 
Hinc  si  in  formula  (25)  ponitur  m  =  -^ — p,  m  =^  p,  ubi  p  est  numerus  integer 
>Ü  atque  < -J,  habetur  e  (22),  (24): 
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/•-'      di!,i^,...da!,-t       ^  2"''(»— 2)(ii— 4)...(»^äp)  g  r 


o  r    •'     <!" 

_         „-,  -i.2..-;(P-i)  J.     Yr 


r 


(»-2)(»-4)...(»-2rt      r  ■»■    '  'rf^ 
1.2... (;.-!)  "J.  1/r" 


Quae  fonnulae  eo  maxtme  se  commendant,  quod  integralia  (jt  — l)-tup]ii  pro- 
posita  ad  integralia  simplicia  absque  alla  aequationis  algebraicae  resolutione  re- 
vocantur.     Ad  generaliora  adhuc  pervenimus  modo  sequente. 

34. 

Posito 

j|3^-|-gj;,-l hSnS«  =  1, 

dementi 

dzjdz^...dz„—x 

quod  designemus  pei-  i^Z,  expressionem  generalern  per  alias  variabiles  ante- 
inittamns. 

Sint  Zt,  z.,,  ...,  2„  datae  functiones  alianim  variabilium  ;,,  4,  . , .,  t^_-,;  erit 

siqiiidem  siib  signo  summatorio  indices  ipsarum  z^^  z.,,  .  .  ..  2„._,  omnibus  modis 

pennutamus  atque  singulis  terminis  per  notam  regulam  signa  idonea  praeiigimus. 

Si  expressionein  Ulam  iterum  ducimus  in  z„,   atque  simili    modo   expressiones 

omnes  5,^,rf^  exbibemus  per  differentialia  omnium  praeter  ipsius  2,  variabilium 

3,,  z^_,  ...,  2,,  quod  fit  ope  aequationis 

^^^Z|~{-z^^z^-\ h3sÖ2„  =  0, 

qua   unius  cuiusHbet  variabilis  differentiidia  per  reliquarum  exprimuiitur:  nan- 

ciscimui',  summatione  facta: 

/nr,,       ,^        dz,dz,...dz„^i        {^<_   dz,    dz„         dz^-i      \  .^   ,,        ,^ 
(29)     iZ  =  -^^^ =  l-±T«rTt'""?ST""J'"''"'-*-" 

sub    signo  summatorio  ipsarum  z  indicibus  1,  2,  ...,  n  omnimodis  permutatts. 

Quae  expressio  generalis  elementi  dZ  per  alias  variabiles  et  propter  symnietriam, 

qua  gaudet,  memorabilis  est,  et  saepius  commode  adhiberi  potest. 

Siqjponamus,  variabiles  ^i,  z,^.  ,  .  .,  z^  datas  esse   sub    forma  fractionum 
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ubi  tieri  debet 

sequitur  e  theoremate  5  §.  20  proposito,  fractionibus  illis  substitutis  in  (29), 
in  differentiationibus  instituendis  denominatorem  t  coiisiderari  posse  ut  constantem. 
Unde  fit: 

Bt,    dt,      öt„_,  N  _,  ,     ,, 

■ =-- — dt,dt....dt„-i. 


Expressionen!  huiusmodi 

haud  difficile  probatur,  non  mutare  fonnam,  nisi  qaod  in  constantem  dueatur. 
si  per  alias  variabiles  x,,  x^,  .  . .,  x„  expiimitur,  quarum  sunt  y,,  y.^,  . .  .,  y„ 
i'unctiones  lineares,  datas  per  fonnulam: 


s.  =  < 

■'«j+4^ 

Scilicet  bis 

substitutis  valoribus, 

habetur 

(31)     2: 

ät. 

.=(-J± 

(3^1     dt.^  ö(,_i     ") 

In  hac  formula  n  variabiles  x^,  x^,  .  .  .,  x„  eonsideramus  tamquara  functiones 
n  —  1  variabilium  t^,  t^,  . . .,  /„_,;  unde  inter  illas  certa  quaedam  aequatlo  locum 
habere  debet.     Quam  si  statuimus 

«,a;,-hic^«jH hXnX„  =  1, 

fit  e  (29): 

(^  ,     8x,    öiE,         Sx„—,      \  ,    ,         ,  dx,dx„...dxa^i 

unde  habeinus  e  (31): 

,rt-.^    /'^_i_  ^Vi     ^'A  ^Ün-r       \  j     ,^        1^  ^vj_    '    "        W\   dicdx  ...da:„-i 

(S2)  (:j±-A^..._j_y.j<i,,,i,....Ä._,  =  (.+„,„,. ...<>)^^-^ 

Quotks  igitur 

s.Si+SjSjH V-z^z^  =  1, 

iitque  daniur  s„  s^,  .  . .,  3„  per  x^,  x.^,  . .  .,  x„  ope  formtikie: 
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uhi  fieri  dehei: 

+(a,"  a^j+ß^'  a>,^-\ \-a'^  «J" 

habetur  formula: 

(od)  — '- — ^ =  (^±«^02  -..«„) —      „  ■ 

Substitutio    aiiliibita  ita  comparata    est,    ut   variabilibus    x^,  x^,    ....   x„ 
tributis  valoribus  realibus  oranibus,  qui  aequationi 

x^ai^-\-w^x^-\ \-x^x„  =  1 

satisfaeiunt,  vai-iabiles  z^.  z^,  . .  .,  z„  valores  reales  induant  omnes,  qui  aequationi 
satisfaciunt 

Si2,+Äji:jH V-z„z„  =  1, 

ac  vice  vefsa. 

35. 
His  praeraissis,  sint  coSfficientes  «Z'  ideoque  quantitates  y,  eaedem  atque 
in  Problemate  III.  adhibitae.    Et  cum  in  problemate  illo  quantitates  11^,  H^,  . . . ,  H^ 
arbitrariae  sint,  ponamus  omnes  —  1.     ünde  fit: 

^=  X\),^^3>^  =     2/,z/i+    y.^y.'i h     y„y„, 

quarum  aequationum  postrema  suggerit: 

u=  W, 
unde 

=    ^' 

^'  ~  yw ' 

ideoque 

V 

^^  =  G,Z,Z^+G^Z^Zj-\ hG„2n3»- 

Fit  poiTO  e  formula  (40)  §.  29,  ubi  ponitur  H^  =  H^  =...=  H^  =  1: 

(Jude  formulae  (38)  suggerunt: 
in.  34 
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(34) 


00) 


/dj;,dx.j...ih!,. 


VC^^^Ar^^.,.) 


.,[e,^> 


V(^KA.2-K,^ 


/dz^dz. 


. . .  dz„-i 


'^[G,z,s,-hG-.,z,z^-i hG„s^z„y 

Hinc,    quoties  p  est  numerus  integer  >  0  ac  <;  -s-,    habetur  e  (22),  (24),  si- 

quidem   mtegralla  proposlta  ad  valores  variabilium   reales   extenduntur  omnes, 
qui  aequationibus 


7^,-+-X^X,-^ h^, 


:   1,      Si2,+2j£^H h2«3™=  1 


satisfaeiunt: 


r~'  d^,dx,...dx„^,  __   2'"p(«— 2)(«— 4)...(«— 2p)s    r 


G,)C^+e,)...(a-+'G„) 
x''~'dx 


Quas  formulas  observo  alteram  ex  altera  prodire,  functionibus  V  et  W  sive, 
quod  idem  est,  constantibiis  a,,j  et  Ä^^  inter  se  pemiutatis,  ac  posito  —  loco  x. 
Probl.  III.  §.  25  (9)  ponimus  H^  l,  G  =  —x,  sequitur,  posito 

.5dz/, /,,.../„„  =  (^±^,,\2-.-*„,J(^-HöJ(^+e,)...c^-i-öj. 

Qua  expressione  substituta  in  (35),   habetur  theorema  sequens  valde  generale. 


lai 
fieri 


„Sit 


ubi 
erit, 


Theoren)  a. 

p  numei'wm  integrum  "^O  ac  -^, 
dx,dai^...dx„—i 


f 

l-^(n^2)(n—i)...(n—2p)      f  rj^"^^  du 

1.2...(P-1)  J^   y:s±/,,7,,.../„  ' 
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mtegrali(n  —  l)-fop/o  extemo  ad  valores  reales  variaMlium  x^,  x^,  .  .  .,  x„  omnes, 
qui  aequatmn 

x^x,+x^ic^-\ h^„^„  =  1 

satisfaciunt,  ac  posito,  ubi  n  par, 


■  (»-2)(»^4)...2  • 


(»-2)(»-4)...3 

Etiam  hoc  theorema  generale  ea  insigni  gaudet  proprietate,  ut  integrale 
(n  —  l)-tuplum  revocetur  ad  simplex  absque  uUa  aequationis  algebraicae  reso- 
lutione.  Qua  fit,  ut  per  varias  difFerentiationes,  institutas  seeundum  constantes 
'^»i'i!  ^>,kj  de  theoremate  illo  tarnquam  de  largo  fönte  innumera  alia  facile  de- 
eurrant  tlieoremata. 

Ceteruni  supponimus  in  theoremate  apposito,  functiones 

.  pro  valoribus  realibus  variabUium  Xi,  x^,  . . .,  x„  neque  evanescere  posse,  neque 
adeo  negativos  valores  induere.  Alioquin  enim  integrale  (^i  — l)-tuplum  pro- 
positum  aut  in  infinitmn  abiret  aut  adeo  imaginarium  foret.  Hine  probari 
potestj  etiam  quantitates  Gj,  G^,  ...,  G„  omnes  fore  positivas,  quod  et  ipsum 
in  antecedentibus  vel  tacite  supposuimus. 

Si  in  theorematibus  antecedentibus  ponitur  n  =  3,  habentur  theoremata, 
quae  in  Commentatione  nostra  Tertia  de  Integralibus  diiplicibus  (Diar.  Grell, 
vol.  X.  —  Conf.  h.  vol.  p.  161)  proraulgavimus. 

His  addam  aliud  theorema,  quod  e  theoremate  §.  24  proposito  fluit,  si 
loco  n  —  1  variabilium  ^j,  Ig,  .  .  .,  |^i  ponantur  n  variabiles  x^,  x^,  .  .  .,  x„, 
simulque  in  formala  (24)  statuatur  n  impar  atque  p  —  ^~ 


2 


Theorema. 
.  numerus  impar,  ac  supponatur: 

P,P,    I    P,p2    . .    ^A        ^ 
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erit 


1,1,J\  -r-JiJ.^      ^   -<-l„InJ\        '«-\-q,q,        ^-\-q,q^  ^+ijlj 

integrali  (n  —  lytuplo  extenso  ad  variahilmm  x-i,  x^,  .  .  .,  x„  valores  reales  omnes, 
qui  aequationi 

satisfaciunt. 

Scrib.  d.  23.  k.im.   1833. 
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OBSERVÄTIüNCULAE  AD  THEORIAM  AEQUÄTIONUM 
PERTINENTES. 

I. 

ReS':)]utio  aequationum  algebraiea  poscit,  ut,  dato  numero  elementorura, 
singula  elementa  per  functiones  eoruni  symmetrica-s  ope  extmetionis  radicum 
exhibeantur.  Quod  pro  secundi,  tertii,  quarti  gradus  aequationibus  succedere 
notum  est.  Functionum  illarum  symmetrlcarum  natura  cum  in  libris  certe 
elementaribus  indicai-i  non  soleat,  rapide  eam  exponam. 

Resolutio  aequationum  secundi  gradus. 
Propositis  duobus  elementis  a,  6,  habentur  singula  per  fonnulam 

Resolutio  aequationum  tertii  gradus, 
Propositis  tribus  elementis  a,  h,  c,  statuamus 

a+Ä-Hc  =  u,    a+ab-\-a^c  =  u',    a-|-a'fi+ßc  =  u", 
designantibus  a,  a^  radices  cubicas  imaginarias  unitatis.     Quibus  positis,  singula 
elementa  ope  ipsarum  u,  u',  u"  exhibentur  per  formulas 

u-\-u'-\-u"       ,  u-\-a^u'-hau"  u-\-a'U,'-\-a'u" 

"  =  '        3  ■  3  '     ''~  3^ 

Statuamus  pon-o 

erit 

—  m^Vm'^  _  (u'-\~u"Xu'-i-au")(u'-i-a^u") 

""         2         ~  2 

i/r:_  ^''-^"'   _  Cu--u"Xu-^au"Xu'-aW) 
\fw  —  ^~^        -  2 

Substitutis  autem  ipsarum  u',  u"  valoribus  supra  appositis,  cum  sit 
l-\-a-\-a^  ==0, 
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habetur 

m'-Hm" 
Ideoque 

=  2a- 
)   fit: 

(2a- 

-b- 

=  «'(26- 

-cXib-c- 

Pon-c 

;■- 

«»"  =  (1- 
:■«■■=  (1- 

-4). 

-0, 

ideoque,  cum  sit 

1^0  =  a-(«-o'),     l^«"  =  -oCo-«'),     »-■ .■  =  y:^3, 
fit 

)/»  =  *^(<.-*)C«-«)(S-«). 

His  valoribus  substitutis,  prodit 


a-Vh+c 

.]I0 

o— 6- 

»)(26 

— c— , 

')&' 

■— o- 

-4)- 

^-3V-3[(a-4X<.-. 

')(4-»)]' 

"            3 

,,,/(* 

»"— 6^ 

;)(2S- 

3—; 

^(2c 

--7- 

-4)"- 

-3V-3[(a-4)Ca-, 

')(»-«)]■ 

-1+V- 

. 

2 

o+S+f     - 

-3,/  (2a 

-6- 

-<!)(2S- 

-c— 

a)C2<: 

-o- 

_S)+31'-3[(a- 

-4)C<. 

-«)(*-«)]■ 

'            3       + 

6 
6 

2 

^3^02« 

— ö- 

-f)(2S- 

-e— 

a)(2«- 

^a- 

_4)~3l'-3[(o- 

-4)(« 

-,)(4-o)]' 

2 

„+S+, 

^3,/ (2« 

-4- 

-<!)(24- 

-c— 

a)(2o. 

— a- 

-4)+3I^3[(.- 

_S)(„_<,)(4_o)]- 

"  -■       3         ' 

6 

■2 

- 

-3,/  (2« 

— 6- 

-0(24- 

-c— 

.)(2.- 

-o^ 

-4)— bV— 3[(o- 

-4)(« 

-«)(4-«)]' 

quae  sunt  expressiones  quaesitae. 
Radicalia  cubica 

alterum  per  alterum  exliibentur  ope  formulae 


^/(^ 


&— c)(2^— c— a)(2c^<t— &)  \ 
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Resolutio  aequationum  quarti  gradus. 
Propositlö  quatiior  elementis  a,  6,  e,  d,  statiiamus 
a-Jrh-^c-^-d  =  u,       a+b—c—d  =  u', 
a—b+v^d  =  u",     a—h—c-\-d  =  u'", 
imde 


/+M 


Statuamus  in  formulis,  quas  de  resolutione  aequationum  tertil  gradus  pi'oposLtimus, 
loco  a,  b,  c  quantitates  ti'u',-  u"u",  ti"'u"',  unde  fit 

2o  =  (2u'u'—u"u"—u"'u"')(2u"u"—u"'u"'—u'u')(2u'"u"'~u'u'—n"u"), 
21Ä=  3]/_3(m'm'— m'V')CmV~w"V")Cw"m"— m"V"). 
Habetur  autem: 

«■„■-„"„"   =(«'+„"K»'-«")   =4(a-d)(6-.), 
«' «'  —»"'«'"  =(«'  +«'")(«'  — »'")  =  4(0— c)(J— <i), 

poiTO  fit: 

2!«'  !i'  ^u"u"  —u"'u"'  =8(ab+ed)—i(aa+U)—i(<,d+bc), 
■2u"u"—u"'u"'—u'  «'  =8(<i«+M)--4(<i<i+Sc)— 4C<iS+<!<0, 
2«"'u'"— ii'  «'  —I."«"  =8Co<i+6c)— 4(aJ+c(f)— 4(a«+M). 

Statuamus  insuper 

Quibus    Omnibus    cüllectis,    atque    formulis    de    resolutione    aequationum    tei-tii 
gradus    anteeedentibus    traditio    in    auxilium    vocatis,    invenitur,    rums    posito 


4a  =  »+]/- 

:4s  =  «+]/- 


2 

',+i/„+Ksr 

H-fc 

-C» 

3 

/           s 

'  s+Yv+Vw 

+V,- 

-C«, 

f^» 

V.+  C»+« 

i-V,^ 

-1^ 

F                            3 

lA^ 

■v.+r»+o 

,V»- 

3j^ 

r               3 

i/:;: 

V.+y^+c 

.■y,- 

-y,7 

r            3 

l/'+«' 

'y„+i/s"+o 

y,- 

^^ys" 
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'  ,+y,+i'»  +> 

'»-r» 

3 

'.+y,+i^+i 

'«-riT 

y- 

y,+)/» +„■!/..- 

-►S' 

f                            3 

l/s+» 

•V,+i/»+«  V,- 

-C» 

f                            3 

y- 

V.+i/«;-  +„•!/„- 

-1'» 

F                          3 

1/  s+ß 

3 

-r« 

s  =  („+i_c_  d)-+(<,_S+c_<i)'+(a-6-o+,i)> 

=  (a-4)'+(o-0'+(«-<i)'+(»-<')'+(»-'0"+C<'-<')', 
o  =  32[2(<i6+c<i)— (ac+M)— (ad+fc)] 
X[2(<K!+4<f)— (od+fc)— (aS+cii)] 
X[2(o<i+fc)-(«+M)-C<'*+<^<ia 
»  =  -?,\<i&ia-b)(a-c){a-d){b^cXb-d)ic-J)f. 

Quae   expressiones  cum  omnes  sint  ipsorum  a,  h,  c,  d  fnnctiones  symmetrieae, 
proposito  satisfactiim  est. 

Observo  porro,  liaberi  in  antecedentibtis: 


dy-^(a-cnb-dr+(a-d)%h-cy]; 


(a-hb—c—dXa+c- 


■  dXa+d-b-c). 


Quae  expressiones  cum  respectu  elementorum  a,  b,  c,  d  sint  symmetrieae, 
videmus,  e  duobus  radicalibus  cubicis  alterum  per  alterum  dari,  e  tribus  radi- 
calibus  quadraticis,  quae  per  u',  u",  u'"  designavimus,  unum  per  duo  reliqua 
determinari,  Cuius  observationis  beneficio  fit,  ut  per  tantam  radicalium  ambi- 
guitatem  non  maior  quam  quatuor  quantitatum  diversarum  numerus  reprae- 
sentetur. 


Hosted  by 


Google 


OBSERVATIUNCULAE  AD  THEORiAM  AEQUATIOKUM  PF.RTINENTES.  275 

II. 

C  ons  ider  utione  s    g  en  e  r  a  l  e  s. 

Si  accuratius  examinamus,  quomodo  antecedentibus  compositae  sint  ex- 
quibus  quatuor  elementa  repraesentantui-,  videmus,  primum  e  fuiic- 
tione  symmetrica  elementorum  extrahi  radicem  quadraticam,  qua  iuiicta  alteri 
functioni  symmetricae,  extrahi  radicem  cubicam;  hanc  alteri  simUi  radici  cubicae 
iungi  et  tertiae  functioni  symmetricae,  quo  facto  rursus  extrahi  radicem  qua- 
draticam,  et  tribus  eiusmodi  radicibus  quadraticis  simili  modo  formatis  atque 
nova  functione  symmetiica  omnia  quatuor  elementa  exhiberi.  Quae  radicum 
extractionee  non  nisi  indicari  possunt,  si  quantitates  sub  radicalibus  exprimuntur 
per  coSfficientes  aeqiiationis  quarti  gradus,  cuius  elementa  Ulae  radices  sunt;  si 
vero  quantitates  sub  radicalibus  per  ipsa  elementa,  uti  fecimus,  exhibentur, 
videmus ,  ipsas  extractiones  praestari  posse  omnes ,  iisque  varias  determinari 
functiones  insymmetricas  elementorum,  donec  ad  ipsa  tandem  singula  elementa 
perveniatur. 

Initium  videmus  in  his  qiiaestionibus  facienduui  esse  ab  investiganda 
functione  insymmetrica,  cuiue  certa  potestas  symmetrica  fiat.  Neque  enim  aliter 
per  solas  radicum  extractiones  a  functionibus  symmetricis  ad  insymmetricas 
pervenire  licet,  Eiusmodi  autem  nulla  alia  datur  functio  nisi  productum  e 
differentiis  elementorum  conflatum,  quod  permutatis  elementis  duos  valores  sibi 
oppositos  induere  polest,  et  cuius  quadratum  functio  symmetrica  est.  Quod 
igitur  quadratum  in  omnibus  solutionibus ,  antecedentibus  traditis,  sub  ultimo 
radicali  inveniri  debet  et  invenitur,  neque  igitur  i-adicale  ultimum  aliud  esse 
potest  nisi  quadraticum.     Idem  etiam  consideratione  sequente  patet. 

Statuamus  enim,  coSfficientes  aequationis  esse  functiones  quantitatis  alicuius 
f,  atqiie  radicem  x  vocemus;  aequationem  huiic  in  modum  proponere  licet: 

F(x,  t)  =  0. 
Unde  difFerentiale  radicis  secundum  f  sumtum,  adhibita  Lagrangiana  notatlone, 
invenimus 

</^  F'(t) 

dt  -     f'c^)  ■ 

Hinc  sequitur,  si  aequatio  proposita  duas  habeat  radices  inter  se  aequales, 
easque  pro  ,1;  eligamus,  abire  -^  in  infinitiun.  Nam  pro  valore  illo  denoniinator 
F'(n;)  evanescit.      Si  igitur   x   per  t  ope  radicalium   exhiberi  potest,    expressio 

3f)' 
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ita  comparata  esse  debet,  ut  difFerentiatione  denomiiiatorem  nanciscatur,  qui 
evanescit,  quoties  duae  radices  inter  se  aequales  fiunt,  qui  igitur  alius  esse  non 
potest,  nisi  quadratum  illud  producti  e  differentiis  omnium  radicum  aequationis 
conflati.  Qiiod  igitur  quadratum  in  expressionibus  illis  sub  radicali  inveniri 
debet  neque  aliis  quantitatibus  additione  iunctum,  sive  sub  ultimo  radicali, 
sicuti  etiam  in  i'esolutionibus  algebraicis  aequationum  secundi,  tertii,  quarti 
gradus  vidimus. 

Saepius  observatum  est,  si  datur  resolutio  algebraica  generalis  aequationis 
n"  gradiis,  inter  cuius  radices  certae  relationes  locum  non  habent,  expressionem 
radicis  tot  radicalia  necessario  implicare,  ut  etiam  inferiorum  graduum  aequationum 
solutiones  algebraicas  continere  possit.  Unde  facile  eoniieis,  numerum  dimen- 
sionum,  ad  quam  expressio  sub  ultimo  radicali  ascendit,  minorem  esse  non 
posse,  quam  numerum  minimum,  qui  per  omnes  numeros  2,  3,  4,  .  .  .,  n  divi- 
datur.  Qui  pro  m  =  2,  3,  4  fit  2,  6,  12.  Et  idem  casibus  Ulis  est  numerus 
dimensionum  quadrati  pi'oducti  illius  e  diiferentiis  radicum  aequationis  conflati, 
quod  sub  ultimo  radicali  inveniebatur.  Sed  pro  Ji  =  5  fit  minimus  ille  numerus, 
qui  per  2,  3,  4,  5  dividatur,  =  60,  dum  numerus  dimensionum  quadrati  illius 
tantum  ad  20  sive  generaliter  ad  numerum  n(ra  — 1)  ascendit.  Nee  non  pro 
altioribiis  ipsius  n  valoribiis  consensus  ille  plane  deficit. 

ObsoDatio  de  aequatione  sexti  gradus,  ad  quarrt  aequationes  quinti  gradus 
revocari  possunt. 
Sint  elementa  qiiinque  proposita  a;,,   x^,   ^3,  x,,  X5,   ac  designemus   per 
symboluin 

(12345) 
functionem    elementorum  rationalem,  quae  immutata  manet,  si  elementa  a^i,  x^, 
x-i,  x^,  X--,  eodem  ordine,  quo  ea  exhibemus,  commutamus  respective  cum  bis 

Statuamus  porro 

(12345)— (13524)  =  ;/; 
demonstravit  olim  111.  Lagrange,   expressionem  ^-  permutatione  elementorLim 
s, ,  Xä,  x^,  x^,  x-^  non  plures  quam  sex  valores  diverses  induere  posse,   ita  ut, 
data  aequatione  quinti  gradus,   cuius  radiees   sint  Xy,  x^,  x^,  x^,  x^,  expressio 
y-  Sit  radix  datae  aequationis  sexti  gi'adus.     Statuamus 
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(12345)— (13524)  =  !/, 

(12453)— (14325)  =  !/, 

(12534)— (15423)  =  !/, 

(15243)^(12354)  =  i/. 

(14235)— (12543)  =  )/, 

(13254)— (12435)  =  ^,,, 
(TLint  y'],  yl,  yl,  y\,  yl^  yl  radices  aequationes  illius  sexti  gradus.  Sed  credo, 
iiondum  observatum  esse,  ipsas  quoque  y-,,  y^,  3/3,  y^,  y-,,  y^  esse  radices  datae 
iiequatlonis  sextl  gradus,  quamquam  cogfiicientes  eius  oon  oranes  sint  funetiones 
syminetricae  elementorum  x^,  x^,  x^,,  x^,  x^,  neque  igitur  per  coeffieientes  datae 
aequationis  quiBti  gradus  rationaliter  exhiberi  possint.  Examinando  enim 
mutationes,  qaas  expressiones  1/,,  y^,  y^,  y^,  ^5,  y^  permutatione  elementorum 
.r,,  X«,  x-i,  Xi,  x^  subeant,  mvenimus  omiies  simul  aut  alias  in  alias  abire,  aut 
in  valores  oppositos.  Unde  ipsorum  ^i,  y^,  y^,  y^,  y^,  y^  functio  symmetiica 
homogenea,  si  paris  ordinis  est,  etiam  respeetu  ipsorum  x^,  x,^,  x-^,  x^,  x-^ 
symmetrica  erit;  si  vero  imparis  ordinis  est,  permutatione  elementorum  x,,  x^, 
.(-,,  X,,  Xi  alias  non  subire  potest  mutationes,  nisi  quod  Signum  mutet.  Quod 
loeum  habere  generaliter  inveniraus,  si  bina  elementorum  ic^,  X2,  x^,  x^,  x^  per- 
rautamus.  Facile  autem  patet,  eiusmodi  funetionem  elementorum  x-i,  x^,  x,,  x,,  x^, 
quae  binis  permutatis  signum  mutet  neque  aliam  mutationem  subeat,  aliam  esse 
non  posse,  nisi  productum  ex  omnibus  differentiis  elementorum,  multiplicatum 
per  funetionem  eorum  symmetricam.  Cuius  producti  quadratum  cum  fimctio 
symmetrica  sit  ideoque  pro  noto  habeatur,  videmus,  funetiones  symmetricas 
ipsorum  y^,  y^,  y^,  y^,  j/.,  y^  omnes  et  ipsas  pro  datis  baberi  posse.  Videlicet 
si  aequatio  sexti  gradus,  euius  radices  sint  y^,  y^,  y^,  y^,  y^,  y^,  statuatur 

f—ay+a.y—a^f+ay—a^y-i--a,  =  0, 
coeffieientes    a^,    a,,    a^    rationaliter    exhiberi    possant    per    eoefficientes    datae 
aequationis    quinti    gradus,    coeffieientes    autem    «i,    O3,    itf,    erunt    expressionew 
rationales  coöfficientium    aequationis    quinti    gradus,    uiultiplieatae    per   radicem 
quadratieam  y^,  siquidcm 

^     =    [C'^-^S)(^  -*»)(*  -^.)(-^-^.)(^  -^.)(^.-^.)(^.-^J(^-^4)(^=-^.)(*  -*>}]'■ 

Functio  simplieissima,  quae  proprietatibus  expressionis  symbolieae  (12345)  supra 
assignatis  gaudet,  est  haec: 

pro  qua  aequationis  sexti  gradus  radiees  habentur: 
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?/l 

=  al^a:^'^-x^JB^-^'X^x,-i-x^x^-hx^ 

!l. 

=  *,«,+I,3!.+iC,a.,+a.,«,+«, 

,'/. 

=  «,«,+»,«,+1,«,+»,^,+», 

y, 

=  m^x^+x^x^-hx^x^-i-ix^x^-^iirj 

,Vs 

=  3!i«j+a!,*3+vBjd!,+«3^j+arj 

s. 

=  a!,a;j-i-;r3ir,+a;jiBj+vBsa',4-vc, 

cum  respectu  elementorum  x,,  x^,  x^,  a;^,  x^  tantum  ad  se- 
cundam  dlmensionem  ascendunt,  cogfficientes  «,,  a,,  a^  erunt  seciindae.  sextae, 
decimae  dimensionis.  Quarum  expressiones  cum  ex  observatione  antea  facta 
productum  ex  oninibus  differentüs  elementorum  x^,  x.,,  x^,  x^,  x^  tamquam 
faetorem  eontineant,  quod  ad  decimam  dimensionem  ascendit,  fieri  debet 

a,  =0,     «,  =-  0,     a,  =  ™yA, 
designante  'm  numenmi.     Et  caiculo  facto  invenitur 

.,  =32(».,-«,)C^,-^.)(^,-^.)C«-^,)fe-*J(^,-*.)(«.-*,)(.r.-*.)(,,.-«.)(,r,-...), 
ideoque  m=  32.     Unde  aequatio  sexti  gradus  formam  induit: 

Si  aequatio  qu'inti  gradus  proposita  est: 

x'—Ax^+Bx"—  Cx'+Dx—£  =  0, 
faeile  invenitur 

Valores  ipsorum  a^,  a^  pauUo  ampliores  calcutos  poscunt.     Valorem  ipsius  A, 
per  A,  B,  C,  D,  E,  expressum,  tradidit  ill.  Lagrange  in  theoria  aequationum, 

e  Meditationibus  Älgehraicis  celeberrimi  "Waring  descriptum. 


m. 

Ludicrum  de  resolutione  algebraica  aequationum  quinti  gradus. 
Olim,    ut    fit,    cum    puer    studiosus   in    tentanda  resolutione    algebraica 
aequationum  quinti  gradus  desudarem,  aequationem  generalem 

x^—lQq^x  =  p 
ad  aliam    decimi   gradus  revocavi,   cuius  resolutio  algebraica  contigit,   duorum 
tantum  co6fficientium  signis  mutatis.    Rem  inutilem,  sed  curiosam,  paucis  referam. 
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harie  aequationem  cum  pi'oposita  comparavi,  unde 

ideoque 

if+bqf-hÖqY+q'  ^p.y\ 
Qua  aequatione  decimi  gradus  resoluta,  etiam  proposifca  quinti  gradus  resoluta  est. 
Facile  mihi   credis,   illam  quidem  aequationem  decimi  gradus  algebraiee 
resoivi  non  posse,  sed  huius  alius: 

quae  duorum  tantum  coSfficientium  signis  ab  illa  discrepat,  hanc  inveni  radicem 
a]<>;ebraicam: 


2   *  2  "^  2  * 


,-|/p 


Vp'— 128^' 


Hl/(i 


IV. 

De  numero   radicum  realium,   quae   inter  datos  limites  continentur. 

Cartesius  olim  regulam  dedit,  qua,  data  aequatione  algebraica,  e  signis 
coefficientium  eius  limites  cognoscuntur,  quos  numeros  radicum  positivarum 
et  nVimerus  radicum  negativarum  superare  non  potest.  Eiusmodi  limites  assi- 
gnavit  Cl.  Fourier  pro  radicibus  reaÜbus,  quae  inter  datas  quantitates  reales 
quaslibet  a  et  &  continentur.  Sed  idem  observo  e  regiila  Gartesiana  peti 
potuisse,  Sit  enim  x  radix  aequationis  propositae,  statuatur 
_  b—x 

erit  y  radix  aequationis  eiusdeni  ordinis,  quae  tot  habet  radiees  positivas,  quot 
valores  ipsius  x  inter  a  et  i  positae  sunt.  Unde  regula  Gartesiana  adhibita 
ad  aequationem  transformatam,  notas  erit  limes  numeri  radicum  aequationis 
propositae,  quae  inter  a  et  6  continentur.  Res  adeo  hie  per  signa  unius  seriei 
«4-1  quantitatum  transigitur,  si  n  gradus  aequationis,  dum  Gl.  Fourier  eius- 
modi series  duas  adhibet.  Sed  regula  a  viro  illustri  prodita  et  multis  aliis 
nominibus  et  calculo  expedito  praestat. 

Eadem  observatione  regula  celeberrima  Sturmiana,  qua  numerus  accuratus 
definitur  radicum,  quae  inter  datos  limites  continentur,  ad  casum  eum  revocari 
potest,  quo  numerus  radicum  aut  positivarum  aut  negativarum  quaeritur. 
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V. 

Quomodo  regula  Bernouilliana  ad  investigandas  radices,  quac 

maximam   aut  minimam  sequuntur,   extendi  potest. 

Sit  X  ipsius  X  data  functio  quaelibet  rationalis  integra  n"  ordinls,  sit  l' 
functio  eius  alia  quaelibet  rationalis  integra  minoris  ordiriis;  evolvatur  fractio 
-^  ad  descendentes  potestates  ipsius  x,  cuius  evolutionis  termini  duo  se  ex- 
cipientes  sint 


docuit  olim  Daniel  Bernoiiilli,  qiiotientera  — '^^—  conver^re  ad  vaiorem  radieis 

absolute  maximae  aequatioiiis 

X  =  0. 

P 

Si    fractio  -^  ad    potestates    ascendentes    ipsius    x    evolvitur.   cuius    evolutionis 

termini  duo  se  excipientes  sint 

Quotiens  -  '"  -  ad  vaiorem  radicis  absolute  minimae  coiivemet.  Causa  reaulae 
nota  haec  est,  quod  in  expressione  generali  ipsius  p^ 

in  qua  ar^,  x.^,  .  .  .,  x^  sunt  radices  aequationis  propositae,  Ci,  C^,  .  .  .,  C„  con- 
'stantes  seu  quantitates  ab  exponente  m  non  pendentes,  prae  uno  termino  in 
m^'°  potestatem  radicis  maximae  ducto  negligi  possint  reliqui  omnes,  siquidem 
numerus  m  satis  magnus  statuitur.  Simile  de  radice  minima  investiganda  valet. 
Statuamus  radices,  secundum  magnitudinem  absolutam  dispositas,  esse 

ita  ut  x^  sit  maxima,  x„  minima.  Radices  imaginarias  secundum  earum  modulum 
aestimamus,  sive  si  radix  imaginaria  r (cos yj  +  V  —  1 .  sin 5p) ,  designantibus  r,  (p 
quantitates  reales,  secundum  quantitatem  r.  Regula  de  investiganda  radice 
maxiraa  proposita  deficit,  si  duae  radices  maximae  inter  se  aequales  adeunt, 
vel  quoties  radices  duae  maximae  imaginariae  sunt,  si  utrique  idem  modulus 
est.  Eo  easu  regula  antecedens  ita  amplificanda  est,  ut  simul  duae  radices 
maximae  investigentur.     Quod  ipse  iam  Eulerus  fecit  pro  casu,  quo  duae  radices 
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maximae  sunt  iinaginariae  formae  ^(cos (p  + }/—  1 . sin (f) ,  r(c,o&(p  —  y  —  ^-srnf), 
in  Gap.  XVII.  Vol.  I  Int}'oductionis.  Paueis  demonstrabo  sequentibus,  quomodd 
iisdem  principÜs  indagetur  aequatio  /:"  ordinis,  cuius  k  radices  totidem  radicibus 
maximis  aequationis  propositae  proxime  aequales  sunt.  Quam  amplificationem 
Gl.  Fourier  in  introductione  operis  de  aequationibus  indicavit. 

In  expressione  generali  Ipsius  p,«  prae  terminis  ductis  in  k  radices  niaximas, 
ad  m"™  dignitatem  elatas,  negligimus  reliquos  terminos  omnes;  quod  eo  maiore 
iure  licet,  quo  maior  numerus  m.     Hinc  statuiinus  proxime: 


=  C'^^^+CjajJM 


f., 

=.7!,     +ß,    +.. 

■■+«. 

p,.+, 

=  B,»^,+B,i,+- 

■■+B,'', 

P..+1 

=  -B,ai,'+B,«J+- 

■■+-«.< 

seu,  posito 
statuinins  proxime: 


Ponamus 

quam  expressionem  evanescere  patet,  si  loco  x  ponuntur  k  valores  a^i,  x^,  . . .,  X/. 
Unde  ex  aequationibus  antecedentibus  sequitur  haec: 

0=?'»+t-f-^iP.,4-*-i+^A,+*-2-l ^Ap^- 

In  qua,    si  loco  rn  ponimus  m  +  l,  «H-2,   etc.,  habemus  sequens  aequationum 
systema: 

0  =  a^  ■-i-A,^'-^       H-j4^a;*-*       -\ H/lt 

0  =;-.-..    +-^,P™+*-i  -^Ap,„+^,  +-+^.f™ 

0=K+k+^  +^iP,.+*     +^Ah-*-i  +-+^A,-hi 


De    quibus    aequationibus,    quarum  numerus  k-\-l,   elinnnatis  k  quanti- 
5  Ai,  A2,  .  .  .,  Ai,,  prodit  aequatio  huiusmodi: 
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in  qua  P,  P,,  Pg,  . .  .,  P^  per  terminos  p^,  p,„_^^,  . .  .,  p„,+^i_i  expressae  sunt, 
et  cuius  radices  aequationis  propositae,  X=0,  k  radicibus  maximis  proxime 
aequaies  sunt. 

Sit  k  ^  2,  habetur 

unde,  eliminatis  A,,  A.,,  habentur  Xi,  x^  proxime  aequaies  radicibus  aequationis 
quadraticae : 

sicuti  notum  est,  et  cum  Euleri  fonnulis  convenit. 
Sit  k  ^  Z,  babes 

0=  ^'     -^-A^x-     -^A^.v      -t-Jj 

0  =  P.,+i+AP.+,+^,P.,+r+^,P,. 
^  =  Pn.+i+AP^+^-^AP,n+S-^^}P..+i^ 

linde,  eliminatis  A, ,  A^,  A^,  provenit: 

P^'+P.^^+P.^-f'P,  =  0, 
posito : 

P   =PUr^Pl+iP«+X^P.y..,+%—'^P«,+^P,^iP,.,+-,—P,..P..+iPm+, 
Pl=P^+lPl+i+P^,+lPn.+sP,..+f^PmP.^2P.n+-Pl+2Pm+-pl+iPn,+  -Pn.Pm+tPnH-i 

Methodus  Claiissimi  Daniel  Bernouilli  nititur  principio,  quod  seriei  recur- 
rentis  termini  ab  initio  sat^  remoti  ut  termini  seriei  geometricae  spectari 
possint.  Methodus  antecedentibus  araplificata  tantum  supponit,  terminos  seriei 
recurrentis  ab  initio  satb  remotos  proxime  aequaies  esse  terminis  alius  seriei 
recurrentis,  cuius  seala  e  minore  terminorum  numero  constat.  Quam  igitur 
scalam,  ideoque  etiam  aequationem,  cuius  radices  radicibus  maximis  aequationis 
propositae  proximae  aequaies  sunt,  eruere  licet  etiam  per  methodum,  quam 
olim  pro  investiganda  lege  serierum  recurrentium  proposuit  111.  Lagrange  in 
commentatione : 

Recherches    sur    la    maniere   de  former   des  fahles  des  planetes   d'apres  Jes 

seu/es  observations. 


Hosted  by 


Google 


OBSEßVATlüNCULAE  AD  THEORIAM  AEQUATIONÜM  PERTINENTES.  283 

Videlicet,  si  seriem  recurrentem,  cuius  scala  n-t-l  termiiils  constat,  inde  si 
termino  p^  convenire  statuimus  cum  alia,  cuius  scala  tantura  k-hl  terniinis 
constat,  ponamus 

Sit    pOITO 

1  7  . 

1  ,  . 

1  L  . 


Seriem  s^  continuemus  usque  ad  potestatem  ^*"~^,  seriein  s^  usque  ad  potestatem 
i/**~^  et  ita  porro,  donec  series  s^  plane  reiiciatur.     Tum  si  fractionem  continuam 


^+^2/+- 


K^' 


««+^*;/ 


p  1 

in  fractionem  vulgarem  commutas  -^,  atque  in  denominatore  Statins  y  =  — ,  erit 

Q  =  0 
aequatio  quaesita,  cuius  radices  x  =:  ~  aequationis  propositae,  X^O,  k  radicibns 
maioribus  proxime  aequales   sunt.     Sed    observo,    hanc  methodum-  multo  pro- 
lixiorem  esse,  quam  eam  eliminationis,  quam  supra  proposui:  nam  in  calculanda 

P  . 
fiuctione  -jy  ^^   expressioiies  valde  complicatas  ineidis,  quarum  termini  plurinii 

in  fine  calculi  se  mutuo  destruimt,  dum  per  eliminationem  statim  ad  expressiones 

simplices  pervenis, 

Prorsus    eadem    ratione    aequationis    propositae    radices  minimas  investi- 

gare  licet;   quod  problema  posito  x  ^=  —  etiam  ad  antecedens  revocatur;  nam 

aequationis  transformatae  radices  maximae  sunt  valores  reciproei  radicum  mini- 
marum  aequationis  propositae.  Hinc  si  methodo  Bernouilliana  antecedentibus 
amplificata  aequationis  propositae  radices  omnes  indagare  placet,  duae  primum 
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investigandae  sunt  aequationes,  quarum  altera  h  maximas,  altera  n — k  minimas 
radices  exhibet;  et  si  k  aut  n^k  maiores  adhuc  numeri  sunt,  quam  ut  per 
niethodos  rigorosas  solutio  praestet,  singulas  aequationes  rursus  eodem  modo 
tractare  licet  atque  propositara,  donec  tandem  ad  singulas  radices  aequationis 
propositae,  sive  ad  aequationis  gradum  satis  depressum  pervenias. 
Scr.  9.  Bee.   1834. 
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THEOREMÄTA  NOVA  ALGEBKAICA  CIRCA  SYSTEMA 

DUAKUM  AEQÜATIONDM  INTER  DÜA8  VÄRIABILES 

PROPOSITARDM. 

1. 

E  theorematis,    quae  in   elementis  algebraicis  traduntur,  vLx  extat  aliud 
magis  utile  in  aequationibus  maxitne  diversis,  quam  notum  illud: 
„Designante  X  functionem  ipsius  x  rationalem  integram,  fieri 

&;    / 

„si    quifiem    extendatur    summa   ad    omnes    radices  x   aequationis  X=  0, 
„atque   U  sit,  alia  functio  quaelibet  ipsius  x  rationalis  integra,  duabus  uni- 
„tatibus  inferior  ordine  functionis  X" 
Qiiod    tbeorema,    sequentibus  deinonstremus,    quomodo    extendatur  ad  systeina 
diiarum  aequationum  algebraiearuin  ititer  duas  variabJles  propositaram. 

Sint  f,  (p  functiones  ipsarum  x,  y  rationales  integrae,  quae  respective 
ad  fi"""  et ;''''"  dimensionem  ascendant.  Statuamus,  w  esse  gradum  aequationum 
finaliura,  quae  ex  aequationibus  f^O,  5p  =  0,  altera  variabili  elirainata,  pro- 
veniunt.     Quae  aequationes  finales  sint 

X  =  0,     Y—0, 
quarum    altera  radices  x,  altera  radices  y  suppeditat.     Supponamus  porra,  esse 
M,   A'",    P,   Q    functiones    multiplicatrices    simplicissimae ,    rationales,    integrae, 
quarum  ope  identice  obtineatur: 

Mf+Ntf  =  X, 
Pf+  Qfp  =  Y. 


Sit  tundem 

Besignemus  per  characterem 


MQ-NF  = 
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functionem  ipsarnm  x,   y   rationalem,  integram,   in  qua  x",  y^  sunt  altissimao. 
quae  inveninntiir,  ipsarum  x,  y  dignitates;  atque  sit: 

Erit  e  pi-aeceptis  algebraicis  notis 

M  =  [..-",  i/^- 1 ,     .V  =  i^^^y,  yß-^l 

Unde 

V  =  MQ—NP  =  [j;— S  T/'^-i]. 
<Juod  dimensionem   ipsias  F  attinet,  ernnt  M,    P  dimenslonis  (w^a*)'"%  N,  Q 
dimensionis  («i  — y)"%  unde    F"  dimensionis  (2w  —  fi  —  y)"^. 

Statuamus,  aequationum  f^O,  (p  ^  0  radices  simultaneas  esse 

Quoties  .r  ^^  x,„,  y  =  y„,   neque  m  =  n,  per  illos  valores  aequationibus  quidem 

Y=Pf-^Qy>  =  0 
satisiit,  neque  tarnen  aequationibus  /*=  0,  ^p  =  0.     Jam  vero  ex  aequationibus 
illis  sequitur 

Vf^  QX-^NY=0, 
Vff  =  MY—PX  =  0. 
Unde,  si  per  valores  ipsaram  x,  y  aequationibus  X^  0,    F=  0  satisfit,  neque 
tarnen  aequationibus  f^O.  (f^Q,  per  eosdem  valores  habetur 

V=(). 
Designante   igüur  F„^„   valorem,    quem  induit  expressio   MQ  —  NP  posüis   simv/ 
X  ^  x^,  y  =  y^,  erit,  quoties  m  et  n  diversi: 
y^..n  =  0; 
sive  easpressio  V  evanescit,  quoties  pro  x,  y  pommtitr  radices  aequationum  finalimn, 
quae  non  sunt  radices  simultaneae  aequationum  propositarum. 
Aequationes  identieas 

Mf+N<f  =  X,    Pf+Q'f  =  Y 
et  seeundum  x  et  secunduin  y  difFerentiemus,  et  post  differentiationem  factam 
pro  X,  y   ponamus  radices  simultaneas  aequationum  /=  0,  y?  ^  0.     Quo  facto, 
si  notationem  differentialium  Lagrangianam  adhibemus, 

prodeunt  pro  valoribus  ipsarum  x,  y  assignatis,  reiectis  terminis  evanescen- 
tibus,  aequationes 
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MfQf)  +  N^'(^)^0,       Pny)-hQ<p-(ii)=  T, 
linde,  posito  brevitatis  cacjsa 

prodeuiit  aequationes: 

R.M=+X',f'(ji),    R.P= -VifXi!), 
R.N=-X'f(ji),     R.Q  =  +rfX.,), 

unde 

H.v  =[f'(^W(?/)-ny)<p'(^)](MQ~NP)  =  x'y: 

Vidimus  igitur,  suhstitutis  in  expressione.   MQ  —  NP  radicibus  simultaneis 
aequationum  f  =  0,   (p  =  0,   idem  prodire  atque  si  ndem  mlores  substitaantur  in 

dX    dj 

X-Y'  da,'  du~ 


sive,  desi(j>iantibus  X'„,,   Y^^,   ß„,   vahres,   quos  X',    F',   R  indiiunt  pro  radicihm 
aequationum  f  =  0,  y  ^  0  simultaneis  x  =  .t„,  y  =  y,„,  ßeri 
XI  Y'^ 


V,..,„.  =  - 


2. 

Cum  in  expressione  V  singiilae  x,  y  ad  minorem  ordinem  ascendant 
atque  in  t'unctionibus  X,  Y,  videlicet  ad  (in  —  1)'°'",  uti  supra  demonstravimus, 
cum  X,  Y  wi"  ordinis  sint:  habetur  per  praecepüi  nota  <]iseerptionis  fractionum 
in  simplices: 

V     _  ^  V..,„ 

summa  extensa  ad  valores  indicum  m,  n  omnes   1,  2,  3,  .  .  .,  w.     Sed  de  w' 
expressionibus,   quas   summa  amplectitur,  evanescunt  omnes,  in  quibus  m  et  ?^ 
diversi  sunt,  quippe   quo  casu  invenimus    V,„^^  =  0,  neque  igitur  remanent  nisi 
in  quibus  m  ^  n.     Unde  aequatio  antecedens  in  hanc  abit  simpliciorem : 
F    _  ^ V^ 

x.Y~-  xirS'^^a^J(y~^..X 

sive,  cum  sit 

r,„,„    _  1 

X'Y-  Ä    ' 
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in  haue: 

MQ~NP  _ 


^■^  ^^  '  ".('-'.Xii-sJ 


Ji,(-«-«,)&-»,)      R,i-'-'X!i~'j,)     '      Ki-'—'.Xn-sj' 

Quae  est  aequatio  valde  meuiorabilis.     Cuius  ope,  multiplicatione  per  XY  facta, 
enÜR  expressionenn  ipsiiis  F  per  i-adices  simultaneas  aequatioiiiim  /"=  0,  f  ^  0: 
V=  MQ^NP 
=  ;^-C.'-«,)(«-^.)...('-»',)(;!/-s,)(;/-i/,). ..(»-./.,) 


siqaidem  in  i'iinctionibus  X,  Y  coöfficientes  ipsanim  x'",  y"'  imitati  aequales 
accipiuntui".  sive 

Habetur  ex  antecedentibus,  aequatione  inveiita  per   U  raiiltiplicata, 

VJ  _  ^ _t/ 

XY         -  Rl^-a:Jiy-yJ 

Sit  U  ipsarum  x,  y  fimctio  rationalis  integra,  sitque  U^  valor  ipsius  U  pro 
X  =r^  x„„  y  ^  y„„  habetur,  designantibus  W.  TF*  fuiictiones  ipsariini  x,  y  integras 
rationales, 

undc 

ü_ _  _  ^JLu W  _      _W'  _ 

(.■^—^Jiy—yj  "  (-^—^„.Xy—i/J      u—y,,,      ^— ■»„, ' 

Tribus  autem  expressionibus  ad  dextram  evolutis  secundum  ipsarum  x,  y 
dignitates  descendentes,    tantum    piTina    terminos    continet,    simul  in   utriusque 

X.  y  dignitates  negativas  iluctos.     Unde,  evoluta  expressione 
ü 

secundum  ipsarum  x,  y  dignitates  descendentes,  termini,  simul  in  utriusque  x,  y 
dignitates  negativas  ducti,  iidem  proveniunt  atque  ex  evolutione  expressionis 
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n,. 

Unde,  evoluta  expressiom 


XY  ~       xr  '  KO'—'Jü)—).,) 

secundinn  ipsat^m  x,   y   dignitate/i  descendeiites,  tei-mini,  simul  in  utriusque  X,  y 
digniUftes  neyalioas  ducti,  ädern  proreitmnt  atqi/e  ex  eeolutione  expressionü 
^ D. 

U,    __  _  ü,    _  0. 

sive  in  evolutione  expres^ionia 

Vi' 
XY' 

coe/ßcientem  termini  ^■-'''+''?/^(''+'',  desi</nanlibm  et,  ß  nnmeros positieos,  iianciscimui' 

^R,       ^      'Ti,       ^       '"    '  R.  "  ' 
Unde,  posito   U  =  U,  seqiiitLir,  evoluta  expressione 

RJ_  _  in-'W(n)-fXM(':)\[«Q-Ni-] 

XY  XY 

secumlnm  ipsartnii  x,  j/  dignitates  descendentes,  coef]icient&nt  tervuni  ^^'"+''^~*^+", 
desigmintibus  cc,  ß  n^uneros  intetjros  positieos  quoSGunque,  fort. 

sive  etiaiii,  tertninos,  simul  in  xttiiiisque  x,  y  cUgititates  mgativits  ductos,  ex  evolu- 

RV 

Hone  p?-oposita  expressloms  -^^r  prodtre  eosdein  utque  ex  agf/fegalo 


Antecedentia  iiiservire  possuiit  detennmandis  expressionibus 

quae,    si    rieiiter    iianierorLim    n,   [i   evanescit,   per    luiithodos    vulgares   nomiisi 
maxiina  molestia,  inveniuntar. 

37' 


Hosted  by 


Google 


292  THEÜKEMATA  KOVA   ALGEBRAICA  CIRCA  SVSTKMA  DUÄRIJM  AEQUATlOJiUM 

3. 

Adnotavimus  supra,  expressioneiii  V  tantiim  ad  dimensionem  (ßw-^fi  —  *')""" 
aseendere;  qua  de  re,  evoluta  expressione 


secundum  ipsarum  x,  y  dignitates  descendentes,  termini  ex  evolutione  prodeuntes 
altioris  dimensionis  esse  nequeuiit  quam  (— /y— i-y^  Habetur  autcm  evolutionis 
terminus  generalis 

quem  Igitiii-  evanescere  oportet,  quoties  tt-^ß<i  fi~\-v—%.     Unde  fluit  tlieoreina: 

T  h  0  o  r  e  111  a. 
^int  f,  ff  duarum  variahilium  x,  y  functiones  quaecunque  ratioMdes  inte- 
grae;  sint  x^x,,    y  =  y,;    x  ^  x^,   y  ^=  y.^\   .  .  .;  x  ^=  x„,  y  =  y„,  radkes  omnes 
simultaneae  aequationmn  /'  =  0,  y^  =  0 ;  sit  porro  B,„  valor  expressimiis 

/■'(*)y'C;i/)~/"(,'y)y'(*) 

pro  X  =  x,„,  y  =  y„j  erit 


designantihus  «,  ß  numei-os  positivos  integros,  qtionim  summa  duobus  ancta  minor 
quam,  summa  dimensimium,  ad  quas  ascendtmt  functiones  propositae  f,  (f- 
Unde  statira  etiam  sequitur  theoreina  hoc: 

T  h  e  o  r  e  m  a. 

Sint  f,  if>  duarum  vanabilium  x,  y  functiones  quaecunque  rationales  inte- 
grae;  sit  F  alia  functio  ipsarum,  x,  y  rationalis  integra  quaecunque,  auius  ordo 
tribus  inferior  summa  ordinum,  functionum  f,  (p;  erit 

s l 0 

summa   extensa    ad   valm-es  ipsarum,  x,   y   omnes,   qui  sunt  radices   simultaneae 
aeqvxitionum,  f^O,  <f  ^  0. 

Ut  unico  saltem  exemplo  theorema  memorabile  confirmeinus,  sint  /,  (p 
secundi   ordinis.      Quo    casu    constantem    /    ita    determinari    posse    constat,    ut 
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f-^^<f  in  duos  i'actores  lineares  resolvi  possit,  idqne  tribus  modis  pro  tribuK 
radicibus  aequationis  cubicae,  a  qaa  valor  ipsius  ^  pendet.  Sint  2.,  X  duo 
ipsius  X  valores  diversi,  ac  stataatur 

n  =  f-\-i'<f  =  t.u,    dl  =  f-\-i"<ii  ■=  «.«-•, 
desio:nantibas   t,   n.  v,   w   expressiones    lineares.     Eadices    aequatioiium  /=0, 
yi  =  0  eaedem  erunt  atque  aequatiomim  17  =  0,  ^*  =  0,  quae  in  quatuor  haec 
systemata  aequationura  Hnearium  resolvi  possunt: 


1)      f  =  0,      v  =  {\     e  quibus  sequatur    ^  =  «, , 

y^y^^ 

2)      (=0,     w:  =  0.      -        -               -            ^  =  ^„ 

y^y^'' 

3)     M^O,      w  =  0,      -       -                         ^^^., 

?/  =  y,' 

4)    w  =  0,     ■<(;  =  0,     -        -              -           .i;  =  ».,. 

y  =  y,- 

Ope  radicum  appositanim  ipsas  expressiones  lineares  t,  t 

t,  V,  w  exhibere  licet; 

nam   cum    ex.  gr.    t  evanescat  et  pro  x^x^,  y  =  y,,   et  pro  X  ^  x^,  y  =  y^, 
iiotiim  est,  ipsam  t  hoc  moflo  exprimi  posse: 

designante  a  constaiiteiti,     Simili  modo  si  u,  r,  w  exhibentur,  prodit: 
(=o[i<y,— j/,)^y(j!— a;,)-l-«,y,~y,«J, 

"  =  ?[«(!!,— y.)— !((■",— «.)+»,ya—J,«al. 

Uride,  posito  brevitatls  causa: 

—4  =  «.Cy.— y,)+«,(</ ,— sJ+t,  (y,— y,), 
—4  ■=  «i(!/,— *,)+«,(».— y,)+«.Cj,—!/!). 


-^J4, 


5(     dv         et    do 

da^'  by        Öy   dx 

dt    dw        f't    S'w 

'~e^~dy'^~ef~ö^ 

du    dv        du    dv 

'^~si^~d^"d^ 

du   dw        du    dw 

da:     riy          öy     r'x 

ideoqiie. 

ciini  sit  11=  tu,  '/' ^  vw: 

IJ\^)<P'(y)—n'(//)>P'(^)  =  —aYA,t 

■aSJ^uv-^ßyJJw— ß6A,te- 
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Jam  obsei'vo,  ipsas 
siiniil  induere  Vülores 


Ä 

0 

-ß^. 

ü 

4-^4 

y, 

9, 

0 

-«4 

0 

+?4 

0 

0 

-J4 

s. 

+«-•<,, 

0 

-iA 

0, 

Unde,  cum  sIt 

nX^W{y)-uXy)i>'{^)  =  a"-A')l/'My'(^)-/"(,i/)y'WJ  =  (A"-^')fi, 
tandem  obtinetur: 

R,  =  y°!^,-44^.,    Ä.  =  ^,5,-4^,4, 
ü.  =  ^'?^;*,-444,    R.=  ,°,i^-444-i 

Jam  e  theoremate    proposito    habentur  casu,   quo   functiones  /,    <f   taiitum    ad 
secundam  dimeiisionem  ascendimt,  tres  aequationes: 


R,  '*'  R,        R,        R, 

' 

R,^  R,"^lt,'^^ 

=  u, 

R,  +Tr+Tr+Ti7 

=  0. 

quae    per    valores    ipsarum    R,,   B^,    -^ar    ^4    inventos    facillime    eonliniiantur. 
Quippe  quibus  substitutis  valoribus,  abeuiit  illae,  per 

multlplicatae,  in  sequentes: 

4+    4-1-    4-1-     zi,  =0. 
*,  z/j-l-.)';  A.^-\-^e.^  4+-i'4  4  =  ", 

i/i  '^i+i/.  4  -+-^s  4+y.  ^.  =  "^^ 

qiias  facile  patet  identicas  esse. 

Eeeiomoiiti  d.  13.  Juni  1833. 
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DE  ELIMINÄTIONE  VÄRIABILIS 
E  DÜABüS  ÄEQUÄTIONIBUS  ÄLGEBRÄIOIS. 

1. 

E  variis  methodis,  quae  ad  eliminationem  variabilis  e  duabus  a€t|iiationi- 
bus  algebraicis  proponuntur,  extat,  quam  in  libris,  quos  olim  Cl.  Bezout  de 
elementis  matheseos  composuit,  legisse  memini,  et  quae  prae  ceteris  multis 
nominibus  se  commendat.  Quam  praestantissiini  Algebristae  methoduin  sequen- 
tibus  breviter  exponam,  eique  varias  addam  obsei-vationes. 

Aequationes  duas  propositas  eiusdem  ordinis  esse  supponamus;  quotie^ 
enim  altera  inferioris  ordinis  esset,  nil  mutabitur,  nisi  quod  cogfficientes  potestatum 
superiorum,  in  ea  deficientium,  in  formulis  subsequentibus  nullitati  aequandae 
forent.     Sint  aequationes  Ulae: 

f(x)  =  a^^-i-a^-,af-''+a^^2j)''-''-\ [-«„  =  0, 

<f(«)  =  6„^+6,_ia:''-i+;.„_2«"-3H h^-o  =  0. 

Aequatione  secunda  per  a„,  prima  per  b„  multiplicata,  et  altera  de  altera  sub- 
ducta,  prodit  aequatio  (n  —  1)''  ordinis.  Aequatione  secunda  per  a^x-ha,,^^, 
prima  per  Kx-\-b^,_^  multiplicata,  et  subductione  facta,  alteram  aequationem 
(n^iy  ordinis  eruis.  Aequatione  secunda  per  a„3^^+(?n-i*+ö;„_a,  prima  per 
b^x" -+- b,^-,x-{-b„_^  multiplicata,  et  subductione  facta,  tertiam  aequationem 
(n — 1)"  ordinis  eruis.  Quibus  continuatis,  e  duabus  aeqaationibus  propositis  n 
alias    aequationes   (li  — 1)''    ordinis    deducere  licet,    quarum  postrema  obtlnetur, 

aequatione     secunda     multiplicata     per    a„af~^ -+-  a„_.,x''~'^ -\ h fli,     prima     per 

A„iC""^+6„_ia:''~^H HÖi,  et  subductione  facta.     Ex  bis  aeqaationibus  Eulerus 

olim  in  Introduciione  prlmam  et  postremam  adhibuit,  ut  e  duabus  aequationibus 
propositis  duae  aliae  deducantur  ordinis  proxime  inferioris;  de  quibus  per  eandem 
methodum  duabus  aliis  deductis  ordinis  unltate  inferioris,  repetito  negotio  tandem 
ad  duas  aequationes  lineares  perveniri  docuit,  e  quibus  et  valor  radicis  communis 
peti  potest  et  aequatio  conditlonalis,  e  qua  variabilis  prorsus  abiit.  Sed  ubi 
m.  38 
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omnes  n  aequationes  (n — 1)"  ordinis,  quas  de  propositis  dicto  modo  deducere 
licet,  iuxta  adhibes,  ex  Ulis  n  aequationibus,  quae  sunt  inter  n  — 1  quantitates 
X,  x^,  3^,  .  ,  ,,  x''~^  lineares,  has  n  —  1  quantitates  eliminare  licet;  quo  facto 
statim  ad  aequationem  finalem  quaesitam  pervenis.  Haec  est  methodus  a 
Cl".  B^zout  proposita,  omnium,  uti  videtur,  expeditissima;  qua,  videmus,  problenia 
de  eliminatione  variabUis  e  duabus  aequationibus  n"  gradus  revocari  ad  elimi- 
nationem  n  —  1  variabdium  e  n  aequationibus  linearibus,  quae  ellminatio  per 
formulam  notam  ac  generalem  absolvitur.  Methodum  Illam  iain  ulterius  pro- 
sequamur. 


Statuamus 

im,      =  [a„d:"-i+«„_ia^"-2H |-a,]ip(ii')~[6,;B^'+i„_i*'^^H l-öJ/'(*), 

sitque,  termino  constante  per  x"  rnultiplicato, 


m„ 

=  «o,u^"    +«i,oai'    -Ha^.ofl;'    +■■ 

■-H««-i 

fiaf-\ 

m^ 

=  «0,1^;''     4-ai,ij;'     +a^,ix'    -\— 

■■-Ha^-i 

,liB"~', 

'»h 

^«0,3«"      +«1,2«'     +K2,;^'     '^— 

■•+a«-i 

.2  ■»"-', 

m„. 

^1  =  ßo,«-ivc°+ai,„_-i«'H~aj.„_iiC*+- 

••+«.-1 

,«-liB"-'. 

(2) 


Erunt  aequationes  (n  —  1)"  ordinis,  e  quibus,  ipsis  x',  s?,  :^,  .  .  .,  a:"  '  eliminatis, 
aequatio  quaesita  prodit, 

m„=0,     m.  =0,     m,  =0,     .  .  .,     m„_,  =  0. 
Naturani  harum  n  aequationum  accuratius  examinemus. 

Et  primum  observo,   in  iis  coefficientium  series  horizontales  et  verticales 
easdem  esse,  sive  haberi 

(3)  «.,.  =  «„. 

Habetur  enim 

fm,=  [a„x''-'-^-Jra„-^!lf^'-^-^ |-a.+i](fCa^)— [^„ai^-^'+^'^-i^'-^^H \-b,+{\f(x} 

W      {  „  .  . 

ideoque  substitutis  expre^ionibus 
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inveiiitur 

Si  7'4-SH-l>n,  expressio  auperior  tantum  usque  ad  terminum  a„b^_,.,^j_^,  in- 
ferior usque  ad  terminum  -—Kar+^+i-n  continuatur. 
Permutatis  inter  se  r  et  s,  fit 

a,.r  =  «r+i  bi-\-a,+2f>!-i-i-ay+3i,-i-\ i-ar+,+iio 

—[^r+ias-h&r+a  «.-1  +  6^+3  «i-äH h-ir+.+iao]- 

Sit  5  >  y,  haec  expressio  illam  excedit  terrainis 

ar+l&,+«r+s5,_iH h«,Är+l  — [ir+lß,-f-&.+2<*,-lH h^.a.+i], 

qui  cum  sponte  se  destruant,  prodit  cfr,«  ^  ^s.r>  1-  f^-  c- 
E  formulis  (1),  (2)  sequens  fluit: 

=  [ra«„ii!"-'+Cn— l)«„_id?^^-! h«,]  ?>(;») 

— [m6„^-'-K(K— l)i„_,.^i-! h^V(«), 

siquidem  in  summa  assignata  numeris  r,  s  valores  0,   1,  2,  .  .  ,,  n^l  tribuimus. 
Quam  formulam  etiam  sie  exhibere  licet: 


»^^^-/■w 


(ÄC 


3. 
Consideratis  x",  x^,  x^,  .  .  .,  x^~''  tamquam  n  incognitis,  statuamus ,   per 
resolutionem  n  aequationum  linearium  (2)  obtineri; 

iL.x"      ^  Adßmi,    +At,^imi     -|-Jo,aOT-j     -I-----I— ^o.n— i^ä-i, 
I Z/.«'      =  Aifimo    H-^i^iWii     H-^,,ama     H t-^i,B-i*»«-i, 


[L.£''~-'  =  A,^i_„m(i-{-Aa_i,mi-\~A„—i^im2+----hA„^i,„-im^—\\ 
tibi 

t  =  ^±Ku.o«i,ißa,3---«7i-i.«-i, 
siquidem  per  summam  Ulam ,  uti  saepius,  designamus  aggregatum  1 . 2 . 3 . . . ra 
terminorum,  qui  e  termino  «o,o«i,i«2,s---ßB-i,K-x  proveniunt,  indicibus  omnibus 
aut  prioribus  aut  posterioribus  omnimodis  inter  se  permutatis,  singulis  terminis 
praefixo  signo  aut  +  aut  —  ea  lege,  ut,  binis  ex  indicibus  aut  prioribus  aut 
posterioribus  inter  se  comnmtatis,  tota  expressio  L  valorem  oppositum  induat. 

38' 
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Proprietatein  aequationum  propositarum  (2),  coSflicientium  series  horizon- 
tales et  verticales  easdem  esse,  iiotum  est,  etiam  aeqiiatlonibus  earura  inversis 
convenire  (6),  sive  haberi 

(7)  A.  =  A.. 

Äequatio  finalis,  quae,  ipsis  x^,  x',  .  .  .,  a:""'  ex  aeqaatioiiibus- m^  ^  0, 
7»!  ^=  0,  Wj  ^  0,  .  .  .,  m„_i  =^  0  eliminatis,  prodit,  est 

(8)  L  =  ^±ßo,off,,ia2,2...««-i.«-i  ==  0. 

Radicis  communis  x  et  potestatum  eius  varias  expressiones  eruimus.     Omittamus 
enim  e  n  aeqaationibiis 

m„  =  0,     m,=0,     m,  =  0,     .  .  . ,     )n^_i  =  0 
unam  aliquam;  e  reliquis  n — 1  aequationibas  rationes  detemiinantur,  in  quibus 
sunt  n  incognitae  **,  x^,  x-,  . .  .,  3f~^;  et  prout  aequatio  omissa  est  prima,  se- 
cunda,   tertia,   cet. ,   n}",   ii   varii    modi    habentiir,    quibus    rationes    illae    deter- 
minentur. 

Si  aequatio  non  adhibetur  m^^  0,  habetur  e  (6): 

(9)  a':x'  -.a':...:  a;"-'  =  A»,r  :  ^i,.  :  A,,r  ■  ■■■  ■■  ^„-i.r, 
unde 

Eodem  modo  invenitiir,  si  aequationis  m^  =  0  usus  non  fit, 

unde 

ar-.oi'  =  Arr.:Ä„-, 
ideoque,  cum  sit  A^,..  =  Ä^,^^,  fit,  utraque  proportione  adilita, 

(10)  ■^'■•^  :  i^'-^  =  -^ä.r  :  A%,  =  Ar,, :  A,;r. 

Videmus  igitur,  designantibus  m,  m  binos  quosfibet  e  numeiis  0,  1,  2,  ... ,  n—\, 
producta  x"'.a:"''  esse  ut  quantitates  A^„,..    Unde  sequitur,  quoties  r+s  ^r'-\-s\  fieri: 

Ar,,  =  A,.^.. 

4. 
Aequatio  finalis  inventa 

L  =  ^±ßo,oKi,i«2,2--.Hn— 1,71-1  =  0 

factore  superfluo   non  affecta  est.     Nam    cum  quantitates  «^^  et  respectu  con- 
stantium  a,„   et  respectu  constantium  h,„  sint  lineares,  patet  expressionem  L  et 
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respectu  constantium  a^  et  respectu  constantium  ö,„  ad  ra'™  dimensionem  aseen- 
dere.  Quam  respectu  utrarumque  constantium  dimensionem  esse  aequationis 
fiiiaJis  geiiuinae,  ab  omni  factore  alieno  liberae,  a  priori  eonstat. 

Observavit  enim  iam  olim  Eulerus  in  Oommentariis  veteribus  Academiae 
Bei'olinensis  T.  IV.  ad  a.  1748,  veram  ac  genuinara  obtineri  aequationem  finalem, 
quae  eliminata  x  ex  aequationibus  f(x)  =  0,  <f(x)  =  0  proveniat,  si  radices 
alterius  aequationis  y(a;)  =  0  omnes  in  altera  functione  f(x)  substituantur,  atque 
productum  ex  valoribus,  quae  ea  substitutione  eruuntur,  :=  0  ponatur.  Cuius 
producti  respectu  constantium,  quae  functionem  /(a:)  afficiunt,  patet  eandem 
dimeTisionem  esse  atque  numerum  radicum  sive  gradum  aequationis  ^(x)  =  0. 
Qua  de  re,  cum  valere  de  altera  functione  debeant,  quae  de  altera  valent,  si 
i  =  0  aequatio  finalis  genuina,  designante  L  expressionem  integram  constantium, 
quae  functiones  f(x),  (p(x)  afficiunt,  ipsa  L  respectu  constantium  functionis  f{x) 
eiusdem  dimensionis  erit  atque  functionis  <p(x')  gradus  est,  respectu  constantium 
functionis  (fix)  eiusdem  dimensionis  atque  functionis  fix)  gradus  est.  Casu 
igitur  nostro,  quo  utrique  functioni  fix),  y>(x)  est  n"'  gradus,  expressio  L 
respectu  et  huius  et  illius  constantium  ad  «."""  dimensionem  per  ipsam  naturam 
quaestionis  assurgit,  sicuti  expressio  supra  inventa  -2'+ßo,o'>'i,i«a,s---«B-in-i,  neque 
ad  minorem  ascendere  potest. 

Quoties  igitur  in  calcuüs  nostris  sequentibus  incidemus  in  aequationem 
aliquamJf^O,  in  qua  ilf  expressio  integra  rationalis  constantium  «„,,  6„,,  quae 
respectu  sive  harum  sive  illarum  ad  minorem  quam  n'™  dimensionem  ascendit, 
concludemus,  illam  non  esse  posse  aequationem  finalem  neque  per  eam  divisibilem. 
sed  ipsam  M  idenlice  evanescere. 

5. 
Expressiones  A,.^    et    respectu    constantium   a,,,,   et  respectu  constantium 
h,„  (n — 1)'"  dimensionis  sunt.     Unde  aequatio  §.  3  inventa 

cum  et  respectu  constantium  a„,,  et  respectu  constantium  6,„  tantum  ad  (n  — !)"■'" 
dimensionem  ascendat,  e  §.  antecedente  identica  esse  debet;  sive  quantitates 
omnes  A^_^,  quibus  eadem  est  summa  indicum  t-\-s,  identicae  sunt 

Expressiones  A^^,  cum  tantum  a  summa  indicum  pendeant,  exhibebimus 
in  sequentibus  per  eharacterem 

(11)  Ar,.  =  A.^.. 
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Quo  adliibsto  notationis  modo,  videmus,  eam  esse  naturam  coeffidentmm  a^,  quae 
aequationes  lineares  afficiunt,  e  quibus  eJirninatione  iiicognitarum  facta  aeq'imtio 
fiiialis  quaesita  peiitur,  ut,  posito: 

ai,o«o    -l-ffi,iiCi    +cti,s^2     H l-ai,B-i^~-i  =  i^i, 

(^^)  \  «s.o^'o    +"2,1*1     +as,2'^a     H l-«2,B-iii!«-i  =^  »*;>, 


(R«-l,Oi«0-|-ßn-l,li''l+R«-l,Si^H |-a,_i,B-i«n-l  ^  "i»-l, 

aequationes  inversae,  quibus  quantitates  x,  per  quaniilates  m^  exhibentur,  formam 
sequentem  induanl: 

IL.x^  ^  A^m^  -{-A^m^-\-A.^m^  -\ h-4,._i??i„_i , 
L.x^  =  A^  m^  ■+-A.,m^-^A^i}i^  -\ \-A^  m„_,, 
L.x^  =  A^m^  -{-A^m,-\-A^m^  H hA+im^-i, 
L.x^^Y  =  A^-im^-\-A„m^-\-A„+im^-i l-^5„-2«*n-i- 

Adnotemus,  substitutis  aequationibus  (13)  in  aequatione  (12): 

ar.tiXi>-{-ar,\X\r\-ar3X'i-\ hör,»— l'ä'm— 1  =  ^>-j 

sequi 

(14)  arf,Ar+IXr,lAr+i-<t-ay,tAy^2-\ hKr,>,-l^,-+™-l  =  L, 

poiTO,  si  r  et  s  inter  se  diversi,  fieri  identiee: 

(15)  «,,o^,+ar,iÄ4-i+«.,i^j4-sH 'rar,„-^A,+„^^  =  0, 

quibus  in  formulis  numeri  r,  ä  valores  onmes  0,  1,2,..  .,  n  —  1  induere 
possunt. 

6. 
Sequitur  e  formalis  (10),  (11): 

^r+,.^.'+.  =A,.+,:  A,,+,, 
ubi  7",  )■',  s,  s'  sunt  numeri  quicunque  e  numeris   0,   1,   2,  , .  .,  n  —  1.     Ünde 
videmus,  quoties  pro  valore  ipsius  x  aequationes  f(x)  =  0,  (p(x)  t=  0  simul  locum 
habeant,  ideoque  sit  L  =  0,  ipsius  x  potestates  x'"  esse  inter  se  ut  quantitates  A,„, 
designante  m  unum  aliquem  e  numeris  0,   1,  2,  .  .  .,  2;i— 2,  sive  haberi: 

(16)  1 :  * : ^' : ^^  ... : i^'^''  ^  A^:  A^  :  A^:  A^: ... :  ^s,_s. 

Unde  variae  relationes  deduci  possunt,  quae  inter  quantitates  A^,  Ai,  .  .  . ,  A^„^.^ 
intercedunt,  simulac  Inter  constantes  a^,  b,„  aeqüatio  conditionalis  X  —  0  locum 
habet.     Ita  invenitur  e  (16): 
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(17)  ^„.-A.,- = ^,-,+,„-'  ^r~'-^., = ^r» 

sive  expresHiones 

esse  pei'  L  divisibiles. 

Si  aequationes  propositae 

0  =  /■(«)  =  a„ii"~|-a„_i^"-i+«i,_s«''-^H (-«o, 

0=  y(Ä!)  =  5„a^+ö„_^ia;"-'+6„_2vB''-^H 1-&« 

per  1,  X,  t',   .  .  .,  a:""-   multiplicantur,   et  in   productis  poteBtates  ipsius  x  per 

quantitates  A„,  exprirauntiir,  prodeunt  aequationes: 


Cis) 


0  = 

-".A 

+»,A 

+«,^,+- 

••+oU., 

0  = 

<:A 

+«,^, 

+»,^.+- 

•■+O.A+1, 

0  = 

■.a,A, 

+«,^. 

+  S.A  + 

|-«n^™+2< 

0  = 

■  o.iiA^. 

-s-t-öi-4„. 

-1+12^«+- 

■■+a„^2„_£, 

0  = 

'KA 

+4,^, 

+S,^,+- 

■+S.A, 

0  = 

^M, 

+J,^, 

+S,/I,H— 

■+KA.^.,, 

0  = 

■M, 

+1>,A 

+M.+-- 

■  +  I.Am, 

0  = 

■M^ 

-!+M«+M.+-- 

■+4.^!,-!. 

(19) 


At  expressiones  ad  dextram  in  aequationibus  (18)  respectu  constantium  h^, 
in  aequationibus  (19)  respectu  constantium  «„,  tantum  ad  (n  —  V)"""  dimensionera 
ascendunt;  unde  ex  observationibus  §.  4  factis  aequationes  (18),  (19)  identicae  sunt. 

Vidimus,  e  constantibus,  quae  duas  aequationes  propositas  «."  gradus 
afficiunt,  formari  posse  2m — 1  expressiones  integras,  quae  respectu  constantium 
alterutrius  aequationis  ad  (ra — 1)'"™  dimensionem  ascendunt,  et  quae,  quoties 
aequationes  propositae  radicem  communem  habent,  sunt  ut  potestates  radicis 
communis  0",  1"*,  2'%  ...,  (2n— 2)".  Et  facile  liquet  ex  antecedentibus,  eius- 
modi  expressionem,  qiiae  sit  ut  (2n— 1)''  potestas  radicis  communis,  non  dari. 

Sit  enim  -^^„^i  eiusmodl  expressio  talis  ut  habeatur: 

multiplicatis  aequationibus  propositis  per  x"~'',  et  loco  potestatum  ipsius  x  sub- 
stitutis  ipsis  ^,„,  invenitur: 

aoA„-,-i-aiA„+a2A„+i-i |-«n^ls«-i  =  0, 

Mn-i+M^+^a^+iH Hö„^2„_i  =0, 

quae    aequationes    identicae    esse    debent,    cum    respectu    constantium    alterius 
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aequätionis  tantum  ad  (n  —  1)""  dimensionem  ascendant,  Aeqaatione  prima 
iunctä  aeqtiationibus  (18),  secunda  aequationibus  (19),  ex  altero  aequationura 
systemate  derivari  possuiit  rationes,  in  quibus  sunt  quantitates  «p,  a„  %,  ...,  a„, 
ex  altero  rationes,  in  quibus  sunt  quantitates  b^,  b^,  h^,  .  , .,  6„,  Qaae  rationes 
cum  plane  eaedem  ex  utroque  systemate  proveniant,  liaberetur 

a„:  a,:  a^:  ...:a„  =  b„:b,:b,:  ...ib,, 
quod  absurdum  est. 

7. 

Sint  M,  N  functiones  ipsius  x  rationales  integrae  (n  — 1)"  ordinis;  in 
quibus  cum  sit  coSfficientium  numerus  2«,  eas  semper  ita  determinare  licet,  ut 
expressio 

datae  cuiÜbet  expressioni  ipsius  x  rationali  integrae  (ßn  —  1)"  ordinis  aequalis 
evadat.  Quae  coSfficientium  ipsarum  M,  N  determinatio  resolutionem  2n 
aequationum  linearium  inter  2n  incognitas  propositarum  postulat.  Vocemus  L 
denominatorem  communem  valoribus  coSfficientium  algebraicis,  qui  per  reso- 
lutionem illam  obtineptur,  ac  statuamus 

Mfi^^-hNy^i^-)  =  P  =  L.Q; 
inveniuntur  coöfficientes  functionum  M,  N  ut  expressiones  integrae  constantiiim, 
quae  functiones  /(x),  fQc),  Q  afficiunt, 

Quoties  simul  f(x)  =  0,  ^(x)  =  0,  erit  etiam  L  ^  0;  statuere  enim 
licet  Q^l.  Quae  aequatio,  cum  sit  a  x  libera,  ipsa  est  aequatio  finalis  quaesita, 
quae  cum  supra  inventa  prorsus  convenit.  Adhibuere  hanc  methodum  ad 
eliminationem  praestandam  primus  Cl.  Euler  In  Actis  Acad.  Ber.  T.  XX.  ad 
a.  1764.  Demonstremus  iam,  quomodo,  si  Q  sive  1,  sive  x,  3f,  ^,  . . .,  x'^""^, 
sive  functio  ipsius  x  rationalis  integra  (2n  —  1)"  ordinis  quaecunque,  functiones 
multipHcatrices  M,  iV"  generaliter  per  expressiones  A„,  A,,  A.j,  ...,  Ai„_2  deter- 
minentur. 

Restituto  in  (13)  x''  loco  x^,  provenit,  designante  r  unum  e  nunieris  0, 
1,  2,  .  .  .,  n  —  l, 

In  qua  aequatione  si  substituimus  ipsarum  rn,,,  m^,  m.^,  .  .  ,,  m^_|  expressiones 
§.  2  (1),  videmus,  posito 
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-Mr  =  Ar     [6„a^'+5„_,vB"-^+----t-^J 

N^  =  A^     [a„3!"-i+cf„_ia;''~^H ha,] 

-^Ar+^[a„af-^-\-a^-i^~^-\ HaJ 

fieri 

(21)  Mrm+NM^^  =  L.x^. 

Numerus  r  in  antecedentibus  tantum  valores  0,  1,  2,  . . .,  ra  — 1  induere  potest; 
ut  functiones  multiplicatrices  casu,  quo  r  valores  n,  n-i-l,  .  .  .,  2n  —  l  induit, 
e  formulis  nostris  eruamus,  sequentia  addo. 


Statuamus,  in  formulis  omnibus,  antecedentibiis  traditis,  poni  —  loco  x, 

siraulque  a^,   h^  mutemus  in  c„_r,  &„-r!'  quo  facto  functiones  fQc),  y(x)  abeunt 
in  x~''f(x),  x~''f(x).     Eadem  mutatione  abit 


a„-ha,.v-\-a,a:'-\ ha„_r- 


Quae  expressio  faciie  huic  aequalis  evadit: 


y(^) 


sive  ipsi 


lam  fit: 

m-_i_r  1  1 

Unde  videmus,  per  mutationem  indicatam  abire  cc,^^  i 


Hosted  by 


Google 


306 


DE  ELlMiNATIONE  VÄRIABILIS  E  DUABUS  AEQUATIONIBUS  ALGEERAiCIS. 


porro  generaliter,  propositis  aequationibus  linearibus  qaibuscunque  (2),  si  loco 
«,_r  ponitur  a„_i_,,^i^,  in  aequationibus  inversis  (6)  ipsum  L  immutatum  mauere, 
A^_,  abire  in  ^_i_r,„-i_,.  Ubi  simul  coSfficientes  omnes  a^^  Signum  mutant, 
L,  Af^,  abeunt  in  (~l)"7y,  (— 1)"~'J,^^.  Hinc  casu  nostro  per  mutationera  in- 
dicatam  L,  Ä^  abeunt  in  (—1)"!,  (— 1)"~'45„_„_,;  ideoque  posito  —  loco  x, 
a„_r)  ö,_,.  loco  a„  b^,  abeunt 

f(x),     (fix),     m„     «^^„     L,     /Ir 
in 

Quibus  faetis  mutationibus  in  (20),  (21),  simulque  multiplicatione  per  (— l)''.r-"""^ 
facta,  obtinetur 

(22)  Mi.-,^rKx)-\-N^,„-^_rf{a:)  =  L.x'^"-'"-, 

ubi 


(23) 


-l-^^l-r.S'-'.Äo, 


Quibus  in  formulis  r  rursus  valores  0,  1,  2,  . .  .,  n  — 1  induere  potest,  ideoque 
2n— 1 — r  vaJores  w,  n  +  1,  «H-2,  . . .,  2rt  —  1.  ünde  functiones  multiplicatrices 
quaesitae  omnes  determinatae  sunt.  E  quibus  iam  facile  componis  e 
ipsarum  M,  N,  quoties 

Q  =  l^+l^j^-i-l^^^ h^s,-!^"-'. 

Erit  enim: 

>/=/„  !/„+;,  i^H \-l2.-rM2n-„ 


Si  r  <  n,  eruimus  e  (20)  functiones  multiplicatrices  per  formulas 


(24) 


J  y(^)- 
l/(.^), 
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addita  conditione,  ut  potestates  ipsius  iE  negativae  reiiciantur.  Si  ?-^7i,  eruimus 
e  (23)  ponendo  r  loco  2«  —  !  —  r: 

addita  conditione,  ut  potestates  ipaius  x  superiores  (n  —  1)"  reiiciantur.  Casu, 
quo  functiones  f(x),  ^(p^)  factorem  linearem  communem  habent  x — i,  vidimus 
habci'i 

Unde  facile  patet,  eo  casu  fieri 

Quam  functionum  multipUcatricium  naturam  Euleras  in  commentatione  citata 
indicavit.  Valores,  quos  M^,  A^  induunt,  si  in  iis  x^|  ponitur,  flunt  ex 
antecedentibus  -A,r9>'(i),  A^Ti^l  siquidem  yX^)  =  ^^,  f'(x)  =  Ä. 


10. 

Inter  functiones  multiplicatriees  M^,  N^,  quae  diversis  ipsius  r  valoribas 
respondent,  variae  relationes  locum  habent,  quas  sequentibus  examinemus, 

Contemplemur  primum  functiones  multiplicatriees  M^,  N^t  in  quibus 
r<ra—2.     Sequitur  e  (20),  omissis  terminis  se  mutuo  destruentibus, 

sive,  cum  e  (19)  sit 

erit 

—  [«il/,^A/,+,]  =  A,[b^x'>-\-b^-i^''-'-^ \-b,X'JrI>„]  =  A,^(j:), 

eodemque  modo  invenitur: 

xNr-~Nr+i  =  Ar[a„af'-i-a„-ia;''-^-i \-a,,]  =  A,.f(x). 

Sit  iam  r'^n;  si  in  (23)  loco  2ra— r— 1  ponimus  r,  r  +  l,  eruimus, 
reiectis  terminis  se  destruentibus, 

—  [«tM— A/.+i]=^r[^o+^i^H h^„-i^''-']~[^.-i^.-i+j4r-a6.-aH \-A,-,b,]a:'' ; 

39* 
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sive,  cum  sit  e  (19): 

A,_J^-{-Ar-„-^ib,-\ \-Ar--,b^i-i-Arb„  =  0, 

erit,  ut  antea: 

—  [xMr—Mr+i]  =  A,[b,-hh^^-\ \-haf]  =  Arg:(x\ 

eodemque  modo  invenitur: 

Stataamus  denique  in  (20)  r  =  n^l,  m  (23)  r=7i  — 1;  invenitur: 
—  [a>M,^i—AJ„] 

=  M«-lH-^  [J1A-I+ M—H- Öi^,_i+Mn      + +  5n^2^-s] 

-i-^\b„A„_,, 
quae  expressio,  adhibitis  aequationibus  (18),  in  hane  abit: 

—  [a:J14_i— i/J  =  A„_i[b,+  b^j:+b^a'-{ hö«^"]  =  A„^j.<f(_x), 

eodemque  modo  obtinetur: 

xN,_,—N„  =  A^,[a„+a,^-\-a^a!'-\ ha«^"]  =  A-i./(^). 

Unde  patet,  designante  r  unum  quemlibet  e  numeris  0,   1,  2,  .  .  .,  2n— 3,  haberi: 
(27)  —[xM^M.+y\  =  Ar.9(x),     ^Nr-N.+i  =  A,.f(w). 

Fit  e  (27): 

—  [a^'"-'jl/r+i— ^^"'-^^+3]  =  Ar+ia:'"-^.yi(x), 

Plane  similes  e  (27)  de  functionibus  N^  habentur  formulae,  quae  ab  anteceden- 
tibus  80  tantnm  discrepant,  quod  loco  (p(x)  ponendum  f(x)  et  signum  negativum 
expressionibus  ad  laevam  praefixum  reiiciendum.     Additione  facta,  prodit: 

i~[j>-Mr—Mr^^]  =  [A^^-'-'-hAr+iOr-^-i f-^r-+™-l]y(«^), 

"^^^•^  I      ^'N,-^N,+„.  =  [A,^"-'+A.+,x'-'-\ h^.+„,_i]/(^). 

Sit  ex.  gr.  r  =  0,  m  =  2n — 1,  erit: 

(—[^fSn-^M^—Min-i]  =  [A^^''-'^-hA,x^'-^+A^a:^''-'-\ h^s.-s]<f(*), 

^'^^^      I       ^-liV^-A's«-,   =  [A,^''-"-i-A,x''^--^-hA,^''-*-\ h^2.-2]/C^). 

PoiTO  ex  aequationibus  (27): 
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'+A,. 

»'-'H VA,, 
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et  e  similibus,  quae  de  fanctionibus  iV,  valent,  hae  sequuntui": 

U,+,<i-M,— (^,+i+^,«)if,+i+^,-MM-!  =  0, 
"■^"^  |j,+,a;iV,— (jl,+,+^,*)A',+,+/(,iV,+j  =  0. 

Tandem,  cum  sit 

j¥,/W+iV,irM  =  La;',    M,f{£)+h\<flji)  =  Lz', 
erit 

(31)  MrlS\—M,N,  =  ^[z'N,-^-}ii 
Unde  e  (27),  (38),  (29)  fit; 

(32)  M,^tN,^M,N,+t  = 

(33)  JJ,+.,A',— J/,AW,.  =  i,!J,«;+"-i+^ 

(34)  jB„_,A'„— J/,iV,._,  =L[J,«-'— i+ilii 

11. 
Calculatis    quantitatibus    a,5,  —  aj>,,    quorum    numeras,    cum    ipsis    r,   s 

valores  omnes  conveiiiant  a  0  usque  ad  n,  est  -^ — ^ — ,  expressiones  m,  sive 

coefficientes  «,,,  per  additiones  successivas  facile  inveniuntur. 
Ex  aequationibus  (1)  enim  fit: 

m,_,  =  [o,«"- '+o._,j*^"H l-n,]cf(a:)— P,»— '+S.-1«— '-'H !-*,]/(.»), 

m,  =  [a.i-'-i+«._,«- !+...+o,+,],,(i)-[4.*-'-'+S._,i-'-2+--+J,+,]/(a'), 

unde 

(35)  w!,_i  —  xmr^  ar<f(.z)  —  Kf(^). 

Quae  pro  r  =  0,  r  =  n  fit  aequatio,  reiectis  expressionibus  m_, ,  m„, 

(36)  r-.»._a.^W-WW, 

Statuamus  br.  c. 

(<i,S.)  =  o,J,— 0.6,, 

atque  sit: 

((j._,6o)+(<W-,6i)iB+((i»-iSi)«"H l-(iJ— i*.-s)^-'  =  «.-I, 

(a.-!Sü)+{o-s4i)j!+(o— !ä!)^"H h(«„!4.-i)«"-'  =  «.-., 

(o-s4.)+{«.-i'i)*+(»-'*')^'H l-(<i.-ai,-.)^-'  =  «.-4, 

(a,y+(«,J,)^  =  »„ 


Sit  porro 


=  ao,r+«i,ri^+ßv 
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atque  designemus  per  [x/tj  produetum  XfA,^,  reiectis  duobus  terminis  postremis, 
erit  e  (1): 

porro  e  (35): 

fl„  =  u^. 

Inventis  hoc  modo  f^^x,  ,"«-sj  ■■■,  l^o>   statim  etiam  ipsae  expressiones  »i„_i, 
m„_2,  .  . .,  wtö  habentur,  suppletis  terminis  deficientibus  ope  formulae  or^,,  =  a,,r- 
E  formulä  (35) 

sequitLsr,  substitutis  ipsarum  ri\,  m^,,  f(x),  <p(x)  expressionibus,  singulas  ipsius 
X  potestates  comparando: 

(37)  «._„-«.,,_,  =(a.5,); 

in  qua  formula,  si  r  ^n  aut  r  =  0,  terminus  «^,,_,  aut  «r_,,j  oraittendus  est. 
Ex  eadem  fonnula  (35)  fit 

mr-i— J^m^     ^      afipix)—     brf(x), 

mr—xvir^x  =  ar+itf(x)—hr+xf{x), 

Tflr+i—xmr+i  =  ar+2f{a:)~br^if{x). 

ünde,  eliminatis  (p(x),  ((x): 

in  qua  formula,  si  r  =  0,  r  =  n— 2,  terminus  in  m_i,  m„  duetus  omittendus  est. 

12. 

Inter  eo6fficientes  ß^,,  variae  locum  habere  debent  relationes  praeter  hanc 

— g — ,  Dl  1*^^,   et  ct^,.  easdem 

eensemus;  omnesque  pendent  tantum  a  2«-i-2  quantitatibus  a,,  b^.  Quarum 
quantitatnm  numerus  adeo  tribus  minuitur,  quia  quantitates  a^b, — a,br  ideoque 
etiam  quantitates  ß^^,  quae  ex  Ulis  componuntur,  mutationein  nullam  subeunt, 
si  loco  flr)  ^r  scribimus /«r  +  fi^rj  y'a^-^-s'b^  designantibus  y,  s,  y',  e'  quantitates 
arbitrarias,  inter  quas  aequatio  locum  habet  ys' — y's  =^  1.  Unde  videmas,  e 
quantitatibus  a^,  b^  tres  ex  arbitrio  accipi  posse,  ideoque  coefficientes  «,,,  =  a^^^) 


Hosted  by 


Google 


DE  ELIMISATIONE  VAEJÄBILIS  E  DUAKUS  AEQUATIONIBÜS  ALGEBRAICIS.  311 

quarum  numerus  —     "  ,  pendere  tantum  a  2n~l  quantitatibus.     Obtineri  igitur 

debent  inter  quantitates  «^^  =  ot, ,.  relationes  numero  — - — ^  ■  ■■     = ^ -■ 

Quarum  relationum  quodammodo  locum  tenet  theorema  supra  inventum,  quanti- 
tates A^^,  quae  sunt  e  quantitatibus  a^,  eerto  modo  compositae,  eundem  valorem 
habere,  quoties  indicum  summa  r-\-s  eundem  valorem  habet.  Hinc  enim  quan- 
titates omnes  A^^,  quarum  numerus  idem  atque  quantitatum  ct^,,  et  ipsae  redeunt 
in  2ra  — 1  quantitates.  At  inter  cogfficientes  ß^,.  simpliciores  adhuc  relationes 
condi  possunt,  quam  quae  indicantur  per  formulam  A^,=:A^^,. 

Praemittamus  theoremata  quaedam  sive  nota  sive  alibi  a  nobis  demon- 
strata.  (Videas  commentationem  „De  Unis  quibusUbetfuncttonibus  homogeneis  etc.'', 
Diar.  Crell.  vol.  XII.   —  Cf.  h.  vol.  p.  193.)     Designemus  per  typum 


aggregatum   1.2.3...m   terminorum   idem   atque  e  notatione  §.  3   adhibita  ex- 
hibetur  per  expressionem 

Unde  ex.  gr.  erit  e  (8) 

,  1,  2,  ...,  «—11 
,  1,  2,  ...,  n~\y 

Si  in  expressione  ipsius  L  antecedente  ex  indicibus  superioribus  0,  1, 
2,  .  .  .,  n  —  1  reiieis  numerum  r,  ex  iisdem  indicibus  inferioribus  numerum  s, 
obtines  expressionem  A,^.  Quarum  expressionum  signum  cum  aneeps  sit,  ob- 
servo,  id  eo  determinari,  quod  «,,,  A,^  e  terminis  ipsius  X  esse  debet.  Habetur 
vice  versa 

^       -^lo,  1,  2,  ...,  »-ll 
In  qua  expressione,   si  ex  superioribus    indicibus  r,    ex  infeiioribus   s  omittis, 
obtines 

L""'.ii,,,. 
Si  vero    e  superioribus  indicibus  duos  r,  r',   ex  inferioribus  duos  s,  s'  omittis, 
obtines 

,,-B     \r,  r'\ 

Ae  generaliter,  si  in  expressione 
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[0,1,  2,  ...,«-11 

e  superioribus  iiidicibus  m  sequentes  r,  r',  .  .  .,  r''""^',  ex  inferioribus  m  sequentes 
s,  s',  .  .  .,  ^t™-''  omittis,  obtines 


Sint  igitur  r,  r',  r",  .  . .,  ?-'"~"''  atque  s,  s',  s",  .  .  .,  ^*"~^'    numeri    omnes  0,   1, 
2,  . . .,  n — 1,  quocunqae  ordine  scripti;  erit 

(39)      ^1,,..,;  ,<^„; ...;  ,<._„}  -i-'-'.a{;_  /^    •  ^,.,_„}. 

Expressiones  autem  huiusmodi 


cum  sit  ftr,,  =  «j,r5  -^i-^  =  A,r;  eaedem  manent,  si  duo  indicum  systemata, 
superiores  et  inferiores,  inter  se  commutantur.  Poiro  cum  expressiones  A^_, 
non  mutentur,  altere  indice  unitate  aucto  simulque  altero  indice  unitate  minuto, 
etiam  expressio 

non  mutabitur,  si  indices  alterius  systematis  omnes  simul  unitate  augentnr, 
alterius  omnes  simul  unitate  miriuuntur.  Quod  ut  locum  habere  possit,  ex  Ulis 
non  esse  debet  index  altissimus  n — 1,  ex  his  non  esse  debet  index  infimus  0. 
Ünde  vice  versa  in  expressione 

in  altero  indicum  systemate  esse  debet  n—1,  in  altero  0.  Hinc  concludimus 
e  (39),  expressionem 


si  ex  altero  indicum  systemate  est  n— 1,  ex  altero  0,  valorem  non  mutare,  si 
illius  indices  omnes  unitate  augeantur,  kuius  unitate  minuantur,  qua  in  re  n—\ 
auctus  fieri  debet  0,  0  minutus  fieri  debet  n — 1.  Quam  proprietatem  coeffieientium 
Ä,j  repraesentare  licet  per  aeqaationem 

,       fr',  r",  .  .  .,  ^"'-'■>,  n^\\  fr'+l,  r"+l,  .  . .,  r("-')+l,  0        I 
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qua  in  forniula  sunt  r\  r",  .  .  . ,  r'-"'~'"'  numeri  7n  —  1  quilibet  divers!  e  numeris 
0,  1,  2,  ...,  n— 2;  porro  s',  s",  .  . .,  s'"""''  numeri  m — 1  quilibet  diversi  p 
numeris  1,  2,  3,  .  ,  .,  n—l.  Signum  ambiguum  +  ut  determinetur,  observo, 
aequationem  (40)  redire  debere  in  aequationem  identleam  inter  quantitates 
(a^b^  ope  formulae  (37).     Unde  si  statuis,  expressionum  (]4)  terminos  esse 

-i-«.-,.'"r",ä- ''r('"-l),,('"-')"«-l,0' 

+(t,,+,_,,_,a^,+,, ,.._,-■  ■«r<--')+i,>-0-,V-i' 
facile  coniicis,  signum  +  eligendum  esse,  si  ra — 1  impar,  signmn  — ,  si  m^\  par. 
Si  m  =  2,  sequitur  e  formula  generali  (40): 

(41)  ß„_i,oar,j — a„-\,sarfi  =  ß,i.„_]«r+i,,_i — aQ,,_iK,+],„_i, 
quam  faeÜe  per  substitutionem  valorum 

«u,>-         =  «rfi         =  («U^/-+0; 

comprobas;  quippe  qua  substitutione  abit  (41)  in  aequationem: 

(42)  (a„b,X<ir+,k)-\-(a„b;)(a,b,+,)  =  (a,bX<^A+,}, 
quae,  tribus  productis  evolutis,  identica  esse  invenitur. 

13. 
Relationes  omnes,  quae  inter  cogfficientes  «,,  locum  habent,  ad  aequa- 
tiones  identicas  inter  quantitates  (a^h^)  ducunt,  per  quas  illae  exprimi  possunt: 
cuius  rei  exemplum  antecedentibus  dedimus.  Vice  versa  aequatio  quaevis 
identica  inter  quantitates  (a^b^)  ad  aequationem  inter  quantitates  a^,,  ducit  ope 
formulae  (37) 

»,-,,.-«,,.-,  =  («,«. 

Relatio  inter  quantitates  (a^b,)  simplicissima ,  et  de  qua  reliquae  omnes  fluunt, 
est  haec: 

quae  cum  (42)  conveiiit.     De  qua,  substituta  (37),  provenit: 
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Quae  formala,  posito    r  ^  n  et  posito  r  =  0,  cum  termiiii,  in  quibus  index  n 
aut  — 1  obvenit,  omittendi  sint,  in  has  abit: 

Si  numerorum  s,  t,  u  aliquis  in  (44)  ponitur  0,   ant  in  (45)  ponitur  n,  prodit 
(41).     Alias  formulas  magis  complicatas  praetermittimus. 

14. 

Supra  demonsü'avimus ,  quantltates  ß^,  ita  inter  se  comparatas  esse,  ut 
e  systemate  aequationam  Ünearium  (12)  sequantur  aequationes  (13).  Vice  versa 
denionstfari  potest,  quaecunque  sint  2n — 1  quantitates  A^,  ^4,,  ,  ,  .,  ^j„_2,  e 
systemate  aequationum  ünearium  (13)  sequi  aequationes  (12),  in  quibus  coSffi- 
cientes  «^^  e  2n+2  quantitatibus  a^,  «,,  a^,  .  . .,  a„  atque  b^,  h^,  b^,  .  .  .,  b^ 
eadem  ratione  compositae  sint  atque  antecedentibus  supponitur  et  per  formulam 
(5)  assignatur. 

Primura,  quod  attinet  quantitateni  L,  observo  eam  haberi  per  aequationem 

''  -^lo,  1,  2,  ...,  n-lV 
Deinde  quia  in  aequationibus  (13)  coSfficientium  series  horizontales  et  vei'ticales 
eaedem  sunt,  idem  de  aequationibus  inversis  (12)  valet,  sive  erit  «rj^^a^r- 
Porro  vidimus  propter  naturam  particalarem  aequationum  Ünearium  (13),  inter 
cogfficientes  aequationum  inversarum  cf^,,  haberi  aequationem  generalem  (40). 
quae  pro  m=  2  abibat  in  hanc: 

a„_i,oßr,ä— «„-i,,ar,o  =  «o,«-i«r+M-)— ßo,,-iar+i,«-i. 
Accipiamus  iam  quatuor  quantitates  a„,  6„,  a^,  ba  tales,  ut  sit 

(a^öü)  =  a^bü — «0*«  =  «n-i,«  =  ßu,n-i , 
e  quarura  igitur  numero  tres  ex  arbitrio  eügi  possunt.    Quarum  ope  determinemus 
2»— 2  quantitates  «,,  a^,  . . .,  fl„_i  atque  6,,  6^,  ...,  6„__i  per  aequationes: 

a„&l  —  6„ai  ^  «„_],!,        «n^  — ^«^2  =  Ofl— 1,31        ■    ■    M       öl"^"-!  —  ^n*^— 1  ^  ßn— l,7i— 1, 

an^i— iu«!  ^ — «0.0,      «o^ — 6«««  =  ■ — «im,      .  .  .,      «o^t,— i — öo««— :  =  — «o,>.— a. 
Quibus  aequationibus  substitutis  in  hanc  supra  exhibitam 
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atqiie  divisione  facta  per 

prodit  haec 

quae  est  aequatio  (37).     Cuius  ope  e  datis  valoribus  ipsarum  a,j),  ff^„_,  valores 
omnium  quantitatum  «^^  deducuTitar,*quales  per  aequationem  (5)  dantur. 

Datis  duabus  quibuslibet  e  qiiantitatibas  a^,  a^,  .  .  .,  a„,  duabus  quibus- 
libet  e  quantitatibus  &„,  6^,  .  .  .,  6„,  reliquae  per  quantitates  ^o,  Ai,  A^,  ....  A^„_3 
etiam  resolutione  aequationum  (18),  (19)  obtineri  possunt. 

15. 
Againus   adhac  de   usu    coefficientiiira  «      in  redactione  fractionis  -ti^ 
in  fractionera  continuam.     Statuatur  enim 


ubi  quantitates  c^  designent  constantes,  v^  expressiones  lineares,  u^  expressiones 
ordiiiis  h— 1  —  r,  ita  ut  postrema  w„_,  sit  constans;  ad  quas  expressiones  per- 
venis  per  divisionem  continuam  denominatoris  per  residimm.  Aeqaationibus 
illis  addatur  tainquam  prima: 

6.«^)-a,y(^)  = -»«.-,. 
Quo  facto,    ipsum  %,   eliminatis  k,._,,    u^_.j,  ...,   w,,   m„_i,   exhibere   licet  per 
aequationem 

ubi  P„  Qr  sunt  expressiones  integrae  r"  ordinis.  Quae  expressiones  ea  con- 
ditione,  ut  Prf(x)  —  Q,rf(^')  sit  (n — 1— r)"  ordinis,  plane  determlnatae  sunt,  si 
factorem  constantem  excipis,  per  quem  multiplicari  possunt.  Continent  enim 
illae  2r4-l  constantes,  si  unam  earum,  quod  licet,  =  1  ponis;  quae  eo  deter- 
minatae  sunt,  quod  in  expressione  P^f(x)—Qr(p(x)  coefficientes  dignitatum  se^'', 
a;""^'"',  x"'^'^^,  .  . .,  3f~''  evanescere  debent,  quod  totidem  (2r-l-l)  conditiones 
suggerit.  In  locum  igitur  divisionis  continuae  adhibere  possumus  aliam  quam- 
cunque  methodum,  quae  nobis  suggerit  expressiones  r"  ordinis  P,,  Q,.,  quae 
expressionem  Prf(^) — Q^fpCx)  =  n,  efficiant  (n— 1 — rj'  ordinis. 

40* 
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Pervenimus  ad  eiusmodi  expressiones  P^,  Qr,  u^,  si  aequationes  lineares 
(2)  per  methoduin  vulgarem  resolvimus,  eliminando  successive  x"'~^,  x"""*,  ^~^,  etc. 
Quas  aequationes  ordine  invei^o  ita  exhibeamus: 

H«_,,.-,^—'+a._,,„_2vi!«-2+a,_,,„_,*''-äH hc„-i,o.«!"  =  ^n-u 

o;„-.3,„_]3^-'H-o;„_3,„_s«"-^+o;,^3,„_;ia!"~'H hß^ajO^"  =  Wn-s, 

E  duabus  primis  eliminemus  a:""',   e  tribus  primis  j;"^',  ä:""^,   e  quatuor  prirais 
x'^~^,  x^'\  x"~'',  et  ita  porro.     Quo  facto  prodeunt  aequationes: 


"^1  =  ^n-i™«-i"+'C-i'"«-e+di''^«-3"' l-C-i'*™oi 

ubi   quantitates    ^'''    sunt   constantes,  u^  autem  expressiones  (n — 1 — rf  ordiuis. 
Substituamus  in  bis  aequationibus  loco  ipsarum  m,  earum  valores 

obtinemus 


designantibus  resp.  P,  et  Q,,  P^  et  Q,^,  Pj  et  Q^  etc.  exi^ressiones  primi,  secundi, 

tertii,  etc.  ordinis;  quae  indagandae  erant. 

Per  eliminationem  propositam  habetur,  notatione  supra  indicata  adhibita, 
(n—\,  n—2,  ...,  n—r--i\   „_,  ,  ,     fn— 1,  n—2,  ...,  n~r,  n—r~\]_^^_^ 

fn— 1,  n— 2,  ...,  n— »■,  m— f— 11 ^  fji— 1,  «— 2,  ...,  n— r,  w— r— 11 

+«U_l,„-2 n-r.n-rSr        '^""^"{n-l.n-i,  ...,n-r,0  i' 

Nee  non  per  eandem  notationem  constantes  ^'"^  ideoque  etiam  ipsae  expressiones 

Fy,  Qr  generaliter  exhiberi  possunt.     Habetur  ex.  gr. 

i,  =  — o.^,,^, ,     l\  =  o,_,,_„ 

f»-2,  »—31      ,-  f»— 3,  »  —  11      ...  f»-l,  ».-21 

''  =  «l„_l,  „_2j.    ''=°l„_l,  „_2)'    ?>  =n«-l,  »-21' 

etc.  etc. 
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Expressiones  u^,  quas  aiitecedentibus  ope  quantitatum  ß^,  generaliter 
determinavinius,  ita  comparatas  esse  novimus,  ut  inter  tres  quaslibet  se  proxinie 
insequentes  intercedat  relatio 

ubi  c^  constanSj    v^  linearis.     Quod    ex  ipsa  expressione  generali,  quam  pro  w^ 
inveninius,  non  ita  facile  cognoscitur.     Qua  de  causa  rem  alio  modo  i 


16. 
Expressiones  u^,  P^,  Q,  etiam  indagare  licet  ope  aequationum 

L      ^  ^uMJo    -^-Aiini-^Äsmi    H h-^^j— i»«>,-i, 

La;   =  Jimn    -hÄ^mi-^Asm^    H \~A„     m^-,, 


Läf-^  =  A,i^imu-i-A„m,-\-A.^+j7>ti-\ h^aB-a«»„_i, 

qnae  sunt  inversae  earum,  a  quibus  §.  antecedente  profecti  sumus.  Nam  e 
(n^r)  primis  aequationum  illarum  eliminatis  n  — r  —  1  quantitatibus  m^,  m,, 
ms,  .  .  .,  m„_,_j,  prodit  expressio  ipsius  x  ordinis  (n— r — 1)*'  aequaiis  aggregato 
lineari  expressionum  m„__i,  m„_^,  .  .  .,  to„_i.  Quod  cum  exprimi  possit  per 
PrfQi:} — Ör5P(*')i  "'^i  ^r)  Qr  sunt  r"  ordinis,  proposito  satisfactam  est, 

Antecedentibus  nova  patet  proprietas  systematis  coSfficientium,  quale  in 
aequationibiis  linearibus  (13)  invenitur.  Sit  enim  m?j.  =  0  aequatio  k''  ordinis 
respectu  ipsius  x,  quae  provenit  ex  aequationibus 

L     =  j4o«M-^]«ii    -\-Aami    H h-J^t-iW-i-i, 

Lvc  ^  Axt/ttrhA^mi    -\-Ai,m^    -\-----j-At    ink—\, 
Las^  ^=  A'imr^-A^m^     +-^4^3     H h^i+im^-i, 


/^^*  =  J(,mu-H-^(+!miH-vlj^-äWJsH h^si-iWij— i, 

eliminatis  v\,  rriY,  m^,  .  .  .,  7nt,_,;  si  vocamus  Wi,_j  =  0,  w^_s  =  0  aequationes 
similes  provenientes,  si  aequationum  antecedentium  omittimus  postremam  et 
terminos  in  mi,_,  duetos,  vel  duas  postremas  et  tenninos  in  ?nt_i,  mt_3  ductos: 
intercedit  inter  tres  expressiones  tCj-a,  w^-i,  w^  relatio 

CMl*_2H-i>Mlt-i  =  Wi, 

ubi  c  constans,  v  linearis. 

Relatio    antecedens  loeum  habere   debet  per  aequationes  idenücas  inter 
quantitates    Ä,,    per    quas    coöfticientes    expressionum  tCt^s,  w^^-^,   tu^  exhibere 
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licet;-  quippe  quae  quantitates  A^  a  se  independentes  sunt.  Si  vero  coöfficientes 
illas  per  quantitates  «^^  exprunis,  uti  §.  antec,  eadem  relatio  noii  demonstrari 
poterit  nisi  adhibitis  aequationibus,  quae  inter  quantitates  a,  „  lociim  habent. 

Statuamus,  in    expressione  w^  coSflicientem   altissimae  potestatis  ar*  esse 
[0,  1,2,  ...,  A-ll 

in  qua  expressione  loco  .4^^  semper  scribendum  erit  il^+,.     Quibns  positis,  erit 

lam  demonstremas  ex  ipsa  natura  expressionum  mj^,  relationem  assignatam 
inter  tres  se  insequentes  locum  habere,  et  ipsam  constantem  c  et  expressionem 
linearem  v  indagemus. 

Quod    ut    sine    caiculo    nimls  prolixo  fiat,    pono   k  =  a — 1;    quo    facto 
habetur 

_^  _  w^,  _  m„_„ 

— -^  _  w..  —  a„_,,„_im,_2      K„-2,.-iOT^, , 

Porro  advoco  aequationem  (38),  quae,  poslto  )■  =  «— 2,  reieetoque  ter- 
mino  m„,  in  hanc  abit: 

Quam  ope  formularum 

etiam  sie  repraesentare  licet: 

sive 

0  =  xuy — o;,_i,,_im,_3+ai-i,«-2m„_i-+-(K„-i,„-;i  — ß„-B,„-s)''».-i- 
Statuamus  brevitatis  causa 

erit 

0  =  xu,—ßm„-s+ym„.2-h(3—e)m„-Y. 
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Aequatio  postrema  fit,  eliminata  m„_i5, 

Coöfficientem  ipsius  m„_i  ita  exhibere  licet: 

-<ßi-y')-Y(Y3-ßO, 
unde  aequatio  antecedens  fit 

0  =  [(ßs-Y')^+YS~ßt]u,-ßu^-h(ßi-y')lY^~^-^^n-^l 
Unde  tandem,  multiplicatione  per  ß  facta  et  ipsis  m„_2,  'm„_i  per  M,,  %  exhibitis, 
nanciseimur; 

0  =  —ß^u,-i'[(ßs--Y')(ß^-]-Y)+ß(rS—ßOK-'(ße—Y''y%- 
Quae  docet  formula,  restitutis  ipsarum  ß,  y  etc.  valoribus,  expressionem 

per  w,  divisibilem  esse;  sive,  quod  idem  est,  expressionem 

f  .  ro,  1,  2,  . . .,  »-211'         ,  f  .  fO,  1,  2,  . . .,  «-Sil' 

divisibilem  esse  per  w;„_a-     Unde  posito  k  loeo  n — 1,  si  ioco 
tO,  1,2,  ...,k\ 
^\o,  1,  2,  ...,  kl 
restitiiimus  expressionem  ^'^^j4n^u^,,i  A^^^.-.j^^,,  in  quo  aggregato  Ioco  A^^^  scriben- 
dum  erit  A^^,  atque  terminus 

Aa.oAu,As,s...A^j,  =  A,^A2Ai...Ai^ 
positive  accipiendus,  sequitur  tbeorema  algebraicum  hoc: 

Theorem  a. 
„Sit  %\  =  0   aequatio  k"  ordinis  respectu  ipsius  x,  quae  provenit  e  k-i-l 


aequationibus 


L     =  A^m^-^A^m,    H h4*_im*_i, 

Lai*  =  A^7n^-\-A^'in^    -\ l-A+i»»t-i, 


La;*  =  A^mg-\^Ak+im^-\ \-Aik-\in'k~i, 

eliminatis  k  quantitatibus   m,,,  m,,    .  .  .,  m^^-i;  st  ipsius   w,,  potestas   altissima  x" 
coefficienlem  habet  ^+A,oA,i'--A-i,«-i)  ^''"'■f  expressio 

per  M!t_i  divisibilis." 
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De  hoe  theoremate  statim  flait  sequens: 
„nolatione  §.  antecedentis  adhibita,  fieri 


Lm— 1,  n— 2,  ...,  n—r\]  \   U — 1,  n  — 


per  H,_i  dwisibUem^' ■ 


r»-i,»-2, .. 

U— 1,  n—%  . . 


n—r — IT 
n — r — ij 


I     \n—l,  tt— 2,  ...,   n— r]         1  ' 

I  "U— 1,  n—%  ...,    M— rj  j 

Quotientes  lineares  facile   obtirientiir  e   terminis  sive  primis  sive  postremis  ex- 
pressionum  u,  aut  iv^. 

Addam  relationem,  quae  adhiic  desideratur,  inter  (pQc),  m„_,,  u,.    Habetur 
e  (35): 

Unde,  cum  sit 

fit: 

Eliminata  in„_s  ope  aequationis 


prodit 


»  =  K- 


.i„_,)_6,ß,_,,„_^]m„_ 


Unde  iam  habentur  fonnulae  oraiies  pro  evolutione  fractionis  ^-\-  - 
continuam. 

Regiomonti  d.  27.  Aug.    1835. 
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DE  INTEGRALIBUS  QUIBUSDAM  DüPLICIBüS,   QUAE  POST 

TRANSFORMATIONEM  VARIABILIUM  IN  EANDEM 

FOBMÄM  EEDEÜNT. 


1. 

Notum  est,  proj^ositis  aeqiiationibus 

üosy^K  cosj)4-/S  s\nrjcosi^-\-Y  sinrjsinif; 
sinycos)/'  =  ß'  co»rj-\-ß'  sinijcos^4-j''  siinjsintf, 
sin5^sini//  =  H"cos);H-|9"Hmi/cosä-H-/'Kinj;sinJ-, 
uhi  intev  coefficicntes  liabeiitur  relationes 

««+«'«'+«"«"  =  1,      ^j.+|S'j-'-|_^"j,"  =  0, 
ßß-{^ß'ß'-i-ß"ß"  =  1,       ;,«-!- j-'a'H-)'"«"  =0, 
j.j-_t-j-'j-'^_j-"j,"  ==1^       aß+a'ß'-\-a"ß"  =  0, 
üei'i 

II  üalncpd^dip  =  ji  Uamijdijdlf; 

ubi    in    altero    integrali    U   }ier   y;,    i/^,    in   altoro   per  i],    3-   exprimendmii   est. 
Aequatio 

iiiti<f  d^d(p  =  smijdrjdJf 
Huggerit  exeiiipkim  simpliciBsimum,  qao  elementuin  integi-alis  duplicis  post  trans- 
formationem  vai-iabiüum  in  eandem  fonnam  redit.  Substitutiones  propositae 
sunt  formulae  notae  pro  ti-ansformatione  coordinatarum  orthogonaJium,  quarain 
initium  non  mutatur.  Elementum  integrali?  est  elementuin  superficiei  sphaericae, 
expressum  per  coordinatas  puncti  superficiei  orthogonales,  quarum  initium  in 
centro;  quod  elementum  formam  mutare  non  debet,  si  coordinatae  orthogonales, 
per  cjuas  exprimatur,  ad  aliud  systema  axium  referantur,  quod  eodem  initio  gaudet. 
Dedi  in  tomo  VIII.  Diarii  Grell,  pag.  352  sqq.  (Of.  h.  vol.  p.  151  sqq.) 
alt-erum  exemplum  generaUus  et  valde  comphcatum,  quo  integrale  duplex  post 
transformationem  variabilium  in  eandem  formam  redihat.  Statuamus  enim,  pro- 
positÄS  esse  duas  aequationes  inter  cos»;,  sin»/cos^,  sinj/sin^  lineares 
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0  =  yl-|-/l'cosi;+^"siDi;cös^+^"'aiii?^8in^, 

0  =  if+7}'cosijH-ß"sinjjcosa-+ß"'siui)sin^, 
in   tjuibus  oeto   quantitates   A,    A',  . . .,  B,  B',  ...    sunt  expressiones   et  ipsat 
lineares    quantitatum    costp,   sinyicosi//,   sinysini//;   patet,    iisdem  aequationibns 
(^oneiliari  etiam  posse  fonnani 

0  =  C-\-C"Goagi-i-  C"s\ii<fiiOi^<p-\-  6""',sii]<fsini/', 

0  ^  D-i-D'<ios^-\-D"s\afp  von  ip-\-I)"'sui<fü'mip, 
iibi  C)  C,  .  . .,  D,  D',  ...   sunt  expressiones  lineares  ipsariun  cüsij,   siiij^cosfi'', 
sinj/sin^.     Qnibiis  positis,  demonstravi  1.  c,  statuto 

F=  A+A'co»'!}  -i-A"äiQrj  cosy'+^"'siii7^8iii^ 
=  6'+6"coS5p-|-6'"siiiycos^H-6"".sio(fsiii^, 

JJ  =  B-\~B'coarj  H-B"aini)cosy'+iJ"'sinjjsin.y- 
=  D-\-D'coiigi-\-D"sitig>GOs<p-\-D"'sm<psiaip, 
k  =  [A'A'-\-Ä"A"-]-A"'A"'^AA][B'B'+B"B"-hB"'B"'^BB]—[A'ir-\-A"B"+A"'ß"'—AB]\ 
S==[C'C'-i-C"C"  +  C"'C'"-CC][D'D'+D"I)"+B'"D-"^DD]—[C'D'-hC"D"+(;"'D"'~(;D]\ 
ex  aequationibus 

sequi 


i'C  Us'mtjdtjdit-  i'r  Um>(fd<f.'dip 


Si  aequationes  F^O,   JJ  =  0   ita  accipiuntur,  ut  commutatis  cosr;,  sinj^cosi^-, 
sinijsin^cumcosy),  sin^pcosi//,  sinysini/zimmutatae  maneant,  aut  ea  coiiimutatione 
altera  in  alterain  abeant,  elementa  inter  se  aequalia 
tiinTjär^dtl-   ^mqid^dip 

plane    eandein    ibrmani    habent.      Eodem  enim  modo  alteruiii    per  »/,    i9  atque 
alterum  per  <y:,   ip  exprimitur. 

2. 

Tradam  sequentibus  duo  nova  exempla  eiusmodi  transformationis,  quae 
elementi  integralis  duplicis  formam  immutatam  relinquit.  Euiii  in  finem  ante- 
mittimus  sequentia. 

Sint  f:=  0,  if  ^  0  duae  aequationes  propositae  inter  quantitates  x,  y 
et  p,  q;  si  elementum  dxdij  per  variabües  p,  q  expriinere  placet,  habetur  for- 
inula  nota 
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Si  f,  ip  cuntiiieiit  |jnii_'ti.'i'  J,  //  \iirliibileiii  z,  (jiuic  iib  iis  pentlet  per  aeqiiationem 
n{x,y,s)^  i).  imile 

dz  ^_JI'(-'-)       S':    =_ß'(!D 

d.v,  uXz)  '      6jj  llXz)  ' 

loci  ex]M'ossH>iiis 

jjoneiKliiin  ent 

«iquldeni   statuitur: 

A'=//'(,<0[/"(,y)^'(-O-/"(^)'/'(^)]+//'(.!/)[/"(-^)y'W-/'W9''(s)] 

+;?'C^)[fW_9>'(;/)-f(^)y'G^)]. 

Koclom  UKulo.   si  /',  y  jiraoter  p.   </  contiiieiit  variabilem  r,  qiiae  ab  üs  pendet 
]>iiv  aequatioiK'iii  PC/',  y,  r)  =  0,  loeo 

^^  f'(p)9'(q)-fX<i)f'(p) 

ponL-ndiini  orit  -77(77:,  wiquirlein 

o  _  /"(r)[rC'/)?'O0-/"(^0y'(</)]+i^'(?)[rO0  9''(j')-/'(?)^/'C'-)] 

+p'oo[/'(p)!f'(?)-r(?)y'c^')]- 

Quibiis  positis.  aequatio  inter  elenienta  fit 

Ndxdy   Odpdq 

^ff\i)-  -  -pw' 

Sit 

ent 

«  =  .'lf(i/)f'«-/'W»'(,!/)]+jl/'«»X«)-/W»'W]+4/'W'p'(j/)-f(y)<f'W], 
o  =  p[/'C«)?'0-)-/W!f'C?)]+«l/'(>-)if'(y)-/'W'/'WI+>-[/'O0»'(?)-/'(s)»'(>)], 

et  aequatio  iiitei"  elementa 

Ndxdy  Odpdq 

z  r 

Statiiamus  porri),  fiinctiones  /;  (f  respectu  variabilium  x,  y,  z  esse  honwgeneas,  erit 

x<f'(^)-h-y^'(y)-hzg>X^)  =  fi'ip  =  0, 
tibi  fi,    fi'   sunt    dimeiisiones  functionum  homogenearum  f,  <f.     Sequitur  autem 
ex  ae(}iiationibiis 

xtf\a:)+y<p'{y)+Zff\z)  =  0, 
'f-*)        +yi/        +3S         =1. 
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si  eas  coiisideramus    ut  aequationes  lineares   hiti;i'  tres   incognitas  x,  y,  z  pro- 
positiis  atque  ut  tales  resolviraus. 

«^  =  /'(*)»'« -/'Wf'W, 

A-2=f(»)»'(y)-r&)»V). 
Sui]|ionaiiiLis  /'=  0  esse  aequationem  respectu  ipsaniui  x,  ^,   z  linearem 

f=g,r+hji+iz  =  0, 
unde 

/'(■-)  =  ?,   /'0/)  =  /',   /'Cs)  =  *%- 

poiTo  y  =  0  vespectu  ipsarum  x,  ?/,  s  esse  secundi  ordinis 

unrle 

^'(a-)  =  ax-\-  fif-hez, 
9'{y)  =  fx+(>i/-i-ch, 

Qiiibus  siibstitdtitJ  in  aequatioiiibus  aiit-ecedeiitibus,  prodit: 

Nj!  =  (he~if)x-h(hd  —  ib)i/+(hc  —  i(r)z, 

Ny  =  (ia  -ye)x+(if  -gd)y+(ie  —yc)z, 

Nz  =  {gf-ha)xM9b-hf)y^igd-hc)z. 

Quibi]S  per  g,  h,  i  multiplicatis  et  additis,  iit,  quod  debet, 

gx+hy-{-iz^  0. 
Si  hanc  aequationem  iunginius  duabus  e  tribus  antecedentibus.   ex.  gr.   ciuabus 
postremis,  atque  ex  aequationibus 

Q  =  ga^-i-hy-i-iz, 

0  =  (ia-ge):c-\-[if-yd^N]y+l^le-gc)z, 
0  =  (gf-^ha)^-\-(</b~hf)y~]-yd-he-N]z 
eliminamus  x,   y,  z,   videbimus.  in  aequatione  proveiiiente  teraiinos  in  primam 
ipsius  N  potestatem  ductos  destrui,  eamque  fieri  post  divisionem  per  </  factani: 
N-'=g\d'—bc)-i-hXe'~cu)-\-iXf'—aO)-\-2/>i(_da  —  ßf)+2ü/(>!6-fd)^2gh(fc~dr)*). 
Supponamus  iam: 
1.  coSfiicientes    a,   h,   c,   d,   e,  f  esse  functiones  homogeneas  secundi  ordinis 
quascunque  ipsarum  |>,  q,  r;  coefficientes  vero  </,  k,  i  earundem  quantita- 
tum  esse  t'imctiones  honiogeneas  lineares.     Unde  patet,    duas    aequationes 


*)  Aequationem   iV  =  Ü   adnoto   esse   aequatio- 
aeijuationes /=  0,  if~()  repfaesoiilaHtur,  ,>e  mutuo  tan 
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propositas  otiani  hoc  modo  repraesentari  posse: 

2<f  =  u'}}iJ+b'<i-j-^n'rr+2d'qr-ir2e'rp->r2f'i>q  =  0, 
designantibut,  {/',  h',  i'  ipsai-iiiii  x,  y,  z  functiones  homogeneas  lineares,  «', 
h',  c',  d',  e',  f  earundnin  qiiaiitiüttum  functiones  homogeneas  secundi  ordinis. 
Vel  supponamus 
2.  coefficient-es  «,  /;,  c,  </,  e,  f  essu  lUnctiones  homogeneas  hneares  ipsariim 
p,  q,  }',  coSfficientes  vero  g,  h,  i  functiones  homogeneas  secundi  ordinis: 
aequationes  propositae  hoc  modo  repraesentari  possunt: 

q.=g'p-\-h'q-\-i'l-==Q, 

designautibus  «',    h',  c,  d',  e',  f"  ipsarum   x,  y,   z  functiones    homogeneas 
Hneares,  /,  /t',  *'  functiones  homogeneas  secundi  ordinis. 

Utroque  casu  plane  per  easdem  formulas,  quibus  ipsius  Nl>i  valorem 
eruimus,  invcnitur: 

Unde  prodeunt  duo  tlieoremata  sequentia. 

Theorema    1. 

„tiiiit  propositae  tnter  quantitates  x,  y,  z,  p,  q,  r  duae  aequationes,  altera 
respectu  ipsarum  x,  y,  z  nee  non  respectn  ipsarum  p,  q,  r  bomogenea  linearis, 
altera  respectu  ipsarum  x,  y,  z  nee  non  respectu  ipsarum  p,  q,  r  homogenea 
secundi  ordinis;  quae  sint  aequationes: 

0  =  gx-\-hy+iz  =  g'p+h'q-i-i'r, 
0  =  ax^  -\-hy^  -\-cz^  -h2dyz  -\-2ezx  -^'ifxy 
=^a'f-{'h'q^-\r<!'r''-\-2d'qr+2e'rp-{'2f'fq, 
uhi  g,   h,  i  ipsarum  p,  q,  r   et  g',  h',   i'  ipsarum  x,  y,  z  designaM  functiones 
quascunque  homogeneas  lineares;  a,  b,  c,  d,  e,  /  ipsarum  p,  q,  r  et  a',  b',  c',  d', 
e',  f  ipsarum  x,  y,  z  functiones  quascunque  homogeneas  secundi  ordinis;  sit 
.tx-\-i/i/-\-zz  =  1,    pp-i-  qq-j-rr  =  1, 


//- 


Udfdq 


■yg'(d'—lx)+h'Qi'—ea)-l-i'Cf'—ai)+2hi(da-efi+2ici(eb—fd)+2}h^fc—de-) 

Udxdi/ 

,-Vj''C/'-*'«')+'.''C«'"-«'"')+<'\/''^'^»')+2'''«X'i'«'-'7')+2>V'(«'''-/''i')+2!J''*'(A'-<i'«') 
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TliL'orem:!    2. 

„SiM  propositae  inter  quaiilttales  x,  y,  z,  p,  q,  r  diidi-  aeqitationt.-',  «Ilera. 

respectu  ipsarum  a;  y,  z  homoijenea  linearis,  respectu  ipsarum  p,  q,  r  honwgenen 

secundi   ordinis:    altera    respectu    ipsaram    x,  i/,   z    homw/eiiea   .-tecandi  rirdliiis. 

respectii  ipsarmii  p,  q,  r  homofjenea  lincfiri.^:  <[irir<'  .\'Nif  in'qin'/in)i<:'--: 

U=  (/A--+-%-H*«  =  a'p'+l)'q''-h''  ^''-h'^d'!/  r-\-2c'  r  p-\-2/"  pq, 

0  =  a.r'''-\-bi/''+cs''+2dyz-i-2ezie+2f.>:ti  =  (/'p-j-h'q-\-i''r, 

nbi  </,   hy  i  ipsartim  p,   q,   r  et  //',   /i',   ■/'   ipsarum  x.  y,  z  desif/naiif  /laictioiies 

homoyeneus  secundi  ordinis  qiufscutiqus;  a,  h,  c.  d,  ('..  f  ipfarinx  p,  q.  r  et  a\ 

li'.  c';  d,  e',  f  ipsarum  x,  y.  z  functioiies  homof/eriea.^   hiwarcs   qtifisciuiqiu';  sif 

irx-{-yif-i-zs  =  1,     pp-^qq+rr  =  ], 

UdpJq 


h 


-fj- 


y^\d'^l>c)-hh%>^'—ca)-i-P(f''^ab)-h2ld((la—ef)+2ig(eb~f(J)'h2!lh(fc—(le) 
Üdicdy  _____     ___^__ 


Si  statiiiimis 

^  ^  uosy,    ,'/  =  i^iri^-coni/',     ;  =  sini/  smip^ 

j)  =  cosjj,     5  =  siiir^cos^,     r  =  Min  i;  sin  y-, 

habemus 

dxdu  .       ,     , ,      dpd<i  .       ,    ,,^ 
^  ^  smqxUfdtpj    -^^—^  =  nintjdTjäi): 

Si  üequatioiies  proijositae  ita  couiparatae  sunt  in  theoi-emato  1.,  iit  cüiniiuitatis 
X,  T/j  z  cum  p.  q,  r  immutatae  maneant,  vel  in  theoremate  2.  ita  comparatae, 
ut  ea  mutatioiie  altera  in  alteram  abeat:  integralia  duplicia  inter  se  aequalia, 
si  ^7"=  1.  sub  signo  integrationis  plane ,  easdein  expressiones  continent,  aiterum 
Ipsarum  p,  q,  r,  aiterum  ipsarum  x.  y,  z.  Unde  theoremata  apposita  suggerunt 
nova  exempla  integralium  diiplicium  inter  limites  quoscunque  sumtorum,  in 
quibus  certa  ratione  aJgebraica  limites  mutari  ({iieunt,  ipsis  integralium  valoribus 
immutatis  manentibus. 

Regiomonti  d.  2.  Sept.    1835. 
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DE  RELATIONIBUS,  QUÄE  LOCUM  HABERE  DEBENT  INTER 

PÜNCTA  INTERSECTIONIS  DUARüM  CURVÄRUM  VEL  TRITJM 

SÜPERFIOIERUM   ALGEBRAICARUM    DÄTl  ORDTNIS,   SIMÜL 

CUM  ENODATIONE  PARADOXI  ALGEBRAICI. 

1. 

In  Actis  BeroHimisihus  a.  1748  in  commentatione,  ciii  inscriptuni  est: 
^^nr  nne  contradiction  apparente  dam  la  doctrine  des  ligiies  cmirbes"  obser- 
vavit  snmmus  Eulerus,  duabus  curvis  tertii  ordinis  se  in  9  punctis  intor- 
secantibus,  per  quaelibet  S  e  punctis  illis  nonum  determinatum  esse:  duabus 
curvis  quarti  ordinis  se  in  16  punctis  intersecantibus,  per  quaelibet  13  e  punctis 
jllis  reliqua  ti-ia  determinata  esse:  duabus  curvis  quinti  ordinis  se  in  25  punctis 
intersecantibus,  per  quaelibet  19  e  punctis  illis  reliqua  6  determinata  esse,  etc. 
Rem  geometricam  etiam  in  t^i-minis  algebraicis  pronunciare  licet.  Duabus 
aequationibus  tertü  oi-dlnl«  inter  duas  variabiles  x,  y  si  per  novem  systeniata 
valorum  x  =  x^,  y  =  y,:  x  =  x^,  y  —  y^i  .-.:  x^^x^.  y  =  %  satisfit.  valores 
illi  non  ex   arbitrici    statui  possunt.    sed  si  octo  illorum  valorum  dantur  syste- 

mata,  nonum  inde  determinatum  est.   sive  inter    18  valores  x^.  x.^ x^  et 

.Vij  ?/b)  ■  ■  ■)  2/h  flLi^  habentur  aequationes  conditionaJes ;  si  aequationes  sunt 
quarti  ordinis,  quibus  per  16  systemata  valorum  variabiliuia  satisfit,  datis  13 
e  systematis  illis,  tria  reliqua  determinata  sunt,  etc.  Res  ab  Euleru  observata 
^ravissima  est,  quippe  in  qua  tbrtasse  maximum  impedimentum  positum  est. 
quominus  plurima.  quae  de  functionibus  integris  unius  vai-iabilis  ab  Analystis 
inventa  sint,  ad  systema  duarum  iiinctionum  integraruui  duarum  variabiüum 
extendantur.  Oognitis  enim  pro  una  variabili  valoribus  variabilis,  pro  quibus 
functio  integi'a  eins  evanescit,  habetur  ipsa  functio  ut  productum  e  tactoribus 
linearibus,  quae  nihilo  aequiparatae  vaJores  illos  suggerunt.  Si  vero  proponere- 
tur  quaestio  analoga,  ut  e  systematis  valorum  simultaneorum  duarum  variabilium, 
])ro  quibus  duae  functiones  earum  integi'ae  simul  evanescunt,  ipsae  exhibeantur 
t'unctiones,  haec  quaestio  ab  antccedente  iam  eo  differret,  quod  in  illa  vanabilis 
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valores  ex  arbitrio  accipi  possint,  in  hac  iiiter  valores  variabilitim  certae  aequa- 
tiones  conditionales  intercedere  debeant,  ut  eiusmodi  omnino  extare  possint 
functiones.  Qua  de  re  mihi  utile  videbatur,  in  aequationes  illas  conditionaJee 
pauUo  accuratius  inquirere. 

Sit    n    expressio    ipsarum    x,    y    rationalis     integra    n"    ordinis,     quae 

— — ^^ — -—  terminis  eonstare  potest.     Dentin-  ~ — ~ '-  —  2  systemata  va- 

loi'uin  X  =  x„^,  y  =  y„,  quae  effieiant  u  =  0;  habentur  inter  i— ^^— — ^  eo6f- 

j-   ■     .  ■      ■  *■  r  («-I-1)Cm-|-2)       ^ 

licientes   expressionis   u   aequationes    lineares  -^^ ~ —  Z ,    quarum  ope  e 

duabus  coSfficientIbus  reliquae  lineariter  determinari  possunt.     Sint  coeffieientes 

duae,  quibus  reliquae  lineariter  determinantur,  n  et  h,  atque  sit  valor  coefficientis 

tei-mini  x'y^ 

designantibus  «„j5,  b^ß  expressiones  e  valoribus  x^,  y^-^  x^.  y^;  . .  .:  x^^^^-^^^^.^-^  , 
y<m+\)(n+i)       compositas.     Quibus  statutis,  iunctio  u  forinam  induet 

a2aa,s'^''y^+h2ba,ßafii^  =  u, 
quibus  in  siimmis  numeris  integris  positivis  et,  ß  valores  omnes  conveniimt, 
pro  quibus  a-hß^n.  Hanc  igitur  forinam  induere  debent  functiones  omnes 
ipsarum  x,  y  integrae  n"  ordinis,  quae  pro  datis  illis  valoribus  siniultaneis 
evanescunt.  Qudties  igitur  altera  functio  if  ordinis  v  pro  üsdem  valoribus 
siniultaneis  evaneseit,  fieri  debet 

V  =  a!2u„,ßX"yß-\-h'2K,ß^'y^, 
designantibus    «',    h'  alias  constantes,    sive    quae    rationem    inter    se    diversam 
tenent  atque  constantes   a,  h.     Älioquin  enim  ri  et  u  tantum  factore  constante 
inter  se  dlfferrent. 

Sed  aequationibiis    i'}'   ordinis  ?;  ^  U,    f»  =  0,    sive  aequationibns,    quae 
earum  locum  tenent, 

2a„,ßaf  yß  =  0,       ^K.ßO^yß  =  0 
conveniunt  ti?  systemata  radicum  simultaneorum.     Aequationes  autem  anteceden- 

tes   vidimus  per    ^"       .-}" —  2    systemata  deterrainata   esse.     Unde   praeter 

systemata  i"^— -^^-^tll  _.  2  proposita,  habentur  adbuc  alia  numero 
(«+l)(n+2)  _  (»-l)(»-2) 

quae  ilHs  determinata  sunt.     Unde  habetur  theorema: 


Hosted  by 


Google 


VEI.  TRIÜM  SÜPBRVICIERUir  ÄLGEBRÄICARÜM  636 

])_  E   n"  systematiji   ualorum  ipsat-um  x,  y  simultaneorum,  quae  duabus  aequa- 

tionibus  «"  ordmis  inter  x,  y  propositis  satisfaciant,  tantum  — — 0 «■^ 

orbitrio  acclpi  posse,  reliqua  — ^-^^ ex  Ulis  determinari,  sive  inter  ■tv' 

iHtlores  ipsius  x  et  n-  vahres  ipsius  y  Ulis  respondaites  haheri  (}i  —  \')(ii  —  2) 
uequationes  conditionales ; 
quod  geometrice  ita  exhibetur  theoi-ema: 

2)  E  rr  punctis  intersectionis  duantm  curvarum  n"  ordinis  -^ ■'-^ '-  puncta 

deteiininata  esse. 


Äntecedentibiis  bene  confirmantur,  quas  nuper  dedi  relationes  memora- 
biles  inter  valores  incognitarum ,  quae  duabus  simul  aequatioiiibus  algebraicis 
satisfaciunt.  (Cf.  comiuent.  inscr.  Theoremata  nova  algebraica  etc.,  Diar.  Grell. 
vol.  XIV.  p.  281  et  h.  vul.  p.  287).  Siiit  eiiim  x  =  x^,  y  =  yr,  x  =  x^, 
y  =  y^:  .  .  .;  x^  x^^,  y  =^y^^  systemata  fiv  valorum  ipsarum  x,  y,  quae  duabus 
aequationibus  algebraicis  /(a.-,  ?/)  =  0,  <f(x,y)=-^  satisfaciunt,  quaruin  altera 
^",  altera  v''  ordinis  est,  dedi  aequationes: 

.^       1       .      1       .  ,        1       _n 


iir+Tir+-+ii;;7  = 

X+^+-+-ä77  = 

0, 

R,  +  fi,         ^  /!„ 

0, 

R.   +  R,   +■■■+    il 

-  =0, 

^+^+-+^ 

-  =  0, 

*,           !/.                      'J.. 

0 

R,     '    R,     '       '     «,„ 

j,-—         <+-" 

'IT"' 

=  0, 

R,                 R^ 

■  '        R,. 

R,             R, 

-^^ 

=  0, 

K      +     R," 

.^C^L 

=  0 

'■-:'  +  ^-c  ^. 

.+  '-r" 

=  <) 
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quibiis    in    aeqiiationibas    est  Ä„,    valor,  quem,    posito   simul  x  =  x,,^,  y  =  y,„, 
induit  exprossio 

df     dfji  df     d<fi 

dx      äif  dy      6x 

Aeqiiatiormm  numerus  i2bt- ^- ^,  ideoqut;  si /*  =  *'  =  u,  ^ '-^ : 

elimiiiatis  n^  quantitatibus  /i,,  li^,  . . .,  R„,,  proveiiiuiit  inter  ipsas  x,.  Xj,  ....  ,r„; 
atque  ,y,,  y.^,  . . .,  y„^  aequationes  couditionales  numero 

^"^2-?!=^-»-+i  =  (»-i)(«-2). 

quoll  cum  theoremate  (1)  siipra  propositü  uunvenit. 

Quoties  aequationibui-  f(x,  y)  =  0,  <p(x,  y)  ==  0,  quaruiu  altei-a  ,«'',  altera 
f'^  üi'dinis  est,  per  /uf  systemata  valorum  x  =  x,,^,  tl^y-«  satisfieri  potest: 
facile  etiam  a  priori  probari  potest,  ipsis  Ä„.  certos  quosdam  valores  tribueiido 
aequationes  omiies  (3)  obtineri  posse.  Statuamus  eiiim,  e  duabus  aequationibas 
propositis  f(^,y}=0,  yCi'jy)  =  "  aJiam  quamcunque  derivari  aequationera,  in 
cuius  terminis  x''y^  sit  a-i-ß i^,u-i-y--Z.     Quam  desi^nemus  aequationem  per 

De  (jua,  ponendo  pro  x,  y  radiees  siraultaneas,  fluinit  .«r  secjueiites: 


Quibus  respective  multiplicatis  per  -„ -,  -n-,  ■  - -,  -n —  >■'*  additis,  provenit: 

Guius  aequationis  ope  aequationum  (3)  uua  e  reüquis  fluit.  Eiusmodi  autem 
aequationes  habentur  tot,  quot  ex  aequationibus  propositis  derivari  possuiit 
aequationes,  in  quarum  terminis  xfy^  sit  a-\-ß^fi-\-p —  'i.  Quae  obtinentur 
omnes,    nuütiplicando    aequationem    /*'*    ordinis    per    terminos   x-'y^,    in    quibus 

a-\-ß<Li'—Z.  quorum  est  numerus —-^^^^^^^ -,  porro  aequationem  /'  oi'dinis 

per  terniinos  x:'y^',  in  quibus  a-v-ß^ft  —  'A,  quorum  est  numerus .-;     ■      ; 
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imde  totus  earum  numerus  fit  -^ ^—  —--\~- — — ^ — -- —     Et  totidem  haben- 

tur  aeqnationes  huiusmod'i: 

quaruin    uiiaquaque   una  aequationum  (3)  ad  reliquas  revocatur.     Unde  aeqaa- 

tiones  (3),  quarum  est  numerus   ^ — ^^"i^* — ^i  revocantur  omnes  ad 

(t,+v-^2Xfi+v-\)        (v-2)(v-l)        (^_2)C^-1)_ 
~~        ^— ^— .^^ ■  ■      -^-  —  nv—i. 

Quibus  fip^l  aequationibus  per  vaiores  /uif  qiiantitatum  -^-,  -„— ,  ■  -  .,   -p— 

idonee  determinatos  satistieri  poteyt.  —  Patet  antecedentlbus,  ubi  constet,  ^v 
paria  coniugata  valorum  x  ^  x„„  y  =  y„  satisfacere  duabus  aequationibus  ^"  et 
/'  ordinis,  f(x,y)  =  0,  <p(x,y')^()'.  si  fÄ^v  quantitatura  -p—  i'ationes  per /ti-  —  1 

ex  aequationibus  (3)  determinentur,  reliquas  — -^ -+-  - —  ■!■- inde 

sponte  fluere.  Qua  de  re  theorema  a  nobis  in  commentatione  citata  inventum 
et  quod  formulis  (3)  continetur,  nil  doeet,  msi,  determinatis  rationibus,  in  quibus 

inter  se  sunt  fiv  quantitates  -p-,  -p— ,  ....  -p —  per  fA,v  —  l  e  numero  aequa- 
tionum (3),  easdem  rationes  inter  se  tenere  vaiores,  quos  expressio 


Bf     d<f        df     d(p 

da:      Öy  dy      da> 

pro  radicibus  simultaneis  aequationum  f(^x,  y)  =  0,  <f(x,  y)  ^  0  induit. 

D  r               ■                 *■                             (ii,—l)(fi—2)        (r— l)(v— 2)  , 

Keiiquae  enim  aequationes  numero  -^^ ^ — -=-  +  -^ ^ ~  eo  solo 

ex  iUis  fip  —  l  proveniunt,  quod  fip  systemata  valorum  x  =  x,„,  y  =  y^  sint 
radiees  simultaneae  duarnm  aequationum,  alterius  ^",  alteriuB  f"  ordinis. 

j,  Ui |J5 L_^_}^ iSL — L  aequationum  (3)  si  ope  reliquarum  jU)>  —  l 

eliminamus    J?,,    H-^,    ■  .  -,    H^,,    obtinentur    inter    sola«    x,,^,    y,„    aequationes 

-^ ^ --h- ^ —■     Obvenit  hie  insigne  paradoxon.     Demonstravimus 

enim,  si  jup  systemata  valorum  x  =  x„„  y  =  y^  sint  radiees  simultaneae  duarum 
aequationum,  alterius  y,  alterius  i^'  ordinis,  intercedere  inter  2fir  quantitates 
a^,„,  i/„  aequationes  conditionales  numero  ~ — ~- i--|--i ^ J~.     At  fieri 
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potest.  Ilt  sIt 


2  2 

sive  mimerus  aeqnatiormm  conditioiialiLiio  iiumei'uni  incognitarLiin  aiit  adacquet 
aiit  adeo  superet.     Quod  absurdum  est. 


Paradoxon  antecedentibus  propositum  ut  explicetur,  pro  certis  ipsanim 
fj.,  v  valoribus  fieri  debet,  ut  ex  aequationibus  (3)  eliminatis  qaantitatibus  R„„ 

aequatioues  i'estaiites  iiumero  ~ ~— ^+ -„— ; — ^  aliae  alüs  coiitineati- 

tur.     Unde  revera  numerus  aequationum  conditioiialiuin  a  se  invicem  indepen- 
dentium  prodibit  •<  C'"'~OC"— ^)  _^  C 


2 

tionum  (3)  demonstrare  et  accuratlus  definire  numerum  aequationum  conditio- 
nalium,  (juae  «uperfluae  sunt  seu  reliquis  continentur,  prlmo  intuitu  vires  Algebrai.- 
superare  videtur, 

Aequatioues  superttuae  certe  non  proveniunt,  si  fi  ^=  v.     Eo  enim  casu  per 
alias  considerationes  initio  huius  commentatiunculae  vidinius,  nece^ario  requiri 

aequationes  conditionales  numero  (,«— 1)(^— 2)  =  -^' ■^^    --^- -^ 

Neqtie  eo  casu  paradox!  locus  est,  cum  numerus  ille  sit  quantitatum  x„„  y„, 
numero  2/4.''  plus  quam  dimidio  inferior.  lam  etiam,  si  ^  et  v  inter  se  diversi 
sunt,  per  considerationes  similes  atque  supra  adhibuimus,  exploremus  verum 
numerum  aequationum  conditionalium.  Quo  facto,  ex  ipsa  natura  aequationum 
(3)  demonstratum  eamuy,  reliquas  Ulis  contineri. 

Sit    v  <C  fi;    aequatio    »•"    ordinis    determinata   est    per  -—— ^^    "    — 1 
systeraata   valorum   ipf^arum  x,  y  siniultaneorum,  (juibus  aequationi  illi  satisiit. 

Ut   eidem  aequationi  systemata  reliqua  ftf  —  -^ ^ ^  +  1  satisfaciaut,  toti- 

deni  haberi  debent  aequationes  conditionales.  lisdem  valoribus  aequationi  /<" 
ordinis  satislieri  propositum  est.  Formare  vero  licet  alterarn  aequationem  ^" 
ordinis,  cui  /ly  systemata  valorum  sponte  satisfaciunt,  inultiplicando  aequationem 
j^   ordinis  cum  functione  (ji—vj'  ordinis,  cuius  coäfficientes,  quariuii  numerus 

est  — — — f^^~l L^  arbiti-ariae    esse   possunt.     ütramque   aequationem  ,m" 

ordinis  si  iungimus,  per  constantes  illas  arbitrarias  effici  potest,  ut  totidem  eins 
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termiiii    evanescant;    sive    statuere    licet,    aequationem    ^"    ordinis,    cui  praeter 
aequationem  c"  ordinis,  satisfaciendum  est,  tantum  constare  termiiiorum  luimero 
(i"+1)(m+2)       (ft-T+l)(ft-i>+2) 
2  2 

Cuiusmodi  aequationi  ut  per  ftv  systemata  valorum  ipsarum  x,  y  simuitaneonim 

satisfiat,  locum  habere  debeiit  aequationes  conditionales  numero 

(,.+1)(m+2)       (f,-^+i)(^,— v+2) 
^,^, ....^ 1 _^ 1-1. 

Habetur  igitur  totus  numerus  aequationuin  conditionalium, 

(.+l)(»+2)                       (,.+l)(,.+2)       (,.-i.+T)(,.-<.+ä) 
|itr ^ -+H-/*!' H " — ' 1, r-1  =  /<v — 6v-\-\. 

Unde  prodit  theorema: 

4)  Quotws  fi.v  systemata  valorum  ipsarum  x.  y;  a:  ^  x^,  y  ^  y^-  a:  =  x^, 
y  ^Vi'i  ■  ■  ■;  ^  =  ^..n  y  =  y^^  satüfacere  dehent  duabm  aequationibus  alge- 
fyraicis,  alteri  /*'')  altei'i  v"  ordinis,  übt  p  <Z  fi:  inter  %fiv  quaatitaies  x^, 
*s)  •  ■  -t  ^f„  e'  yii  y%i  •  ■  ■•  Vf-v  aequationes  conditionales  numero  ,ut>—Zt>-\-l 
intercedere  debent. 

Quod  theorema  geometrice  ita  entmciari  potest: 

5)  QMoties  ft.v  functa  in  duahis  curvis  algebraicis  fi"  et  p"'  ordinis  posita  esse 
debent,  ubi  fi'^v,  inter  coordinatas  punctorwm  intercedere  debent  aequationes 
conditionales  numero  fty  ~5p-\-1. 

Theorema  (3)  sive  (4)  coUatum   cum  (2)   sive  (3)  docet,    si  //  =  v,  niimerum 
aequationum  conditionalium  unitate  augendum  esse. 

Punctis  ^v  in  curva  y"  ordinis  positis,  ut  eadem  puncta  in  altera  curva 
/t"  ordinis  posita  esse  possint,  ubi  ^  >  y,  sequitur  ex  iis,  quae  antecedentibus 
demonstravimus ,  requiri  inter  coordinatas  punctorum  aequationes  conditionales 
numero 

Cf'+l)C«±^    ,     (/<-v+l)(M-r  +  2)  _   (^-l)(..-2) 

^»  2  "  2  ""^^  —     "       2" 

Habeutur  igitur  theoremata  specialia: 

6)  Assumtis  in  linea  recta  ft  punctis,  sive  in  curva  secundi  ordinis  2,«  punctis, 
per  eadem  puncta  curvam  /*"  ordinis  ducere  licet. 

7)  Assumtis  in  curva  tertü  ordinis  3/t  punctis,  ubi  ^>3,  ut  per  eadem 
duci  possit  curva  ^"  ordinis,  inter  coordinatas  punctorum  aequatio  una 
ci>nditionalis  locum  habere  debet. 

m.  43 
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8)  Assumtis  in   curva    quarti   ordinis   4^  punctis,    ubi  ,«^4,    ut  per  eadem 

puncta   duci   possit  curva  /**'  ordinis,  inter  coordinatas  punctorum  loeum 

habere  debent  tres  aequationes  conditionales;  etc.  etc. 

Vel  si  quaeris  maximum  numerum  punctorum,  qwte  in  curva  i^'  ordinis  ex  arbitrio 

assumi  possint,  ut  per  eadem  alteram  curvam  /n"  ordinis  ducere  liceat,  ubi  f^'^y, 

numerus  iste  punctorum  erit 

{y-\){v-t) 
^^  2 

Eliminatis  e  (3)  quantatibus  ßj,  R^,  ....  R^^,  cum  inter  'iftv  quantitates  x,, 
x^,  .  .  .,  x^^,  et  */i,  y^,  ....  y^^  prodeunt  aequationes  numero 

(^+r-2)C;.  +  v-l)  _  C^-l)C^-2)        (^-l)(r-2)  . 

2  ^^^    "  2   '  2 

cum  vero  e  (4)  inter  easdem  quantitates  tantum  uy—Sy-hl  aequationes  con- 
ditionales locum  habere  debeant,  si  ^  >■  v;  sequitur,  aequationum  illarum,  si 
/*  >  v,  numerum 

(ß-v-l)(fi-v-2) 
■2 
reliquis  contineri. 

Quod  reapse  tieri,  iam  ex  ipsa  natura  aequationum  (3)  sequentibus  com- 
probemus. 

4. 

Statuamus    inter    fip    incognitas    Mj,    u„,    .  .  .,    u^,    totidem    intercedere 
aequationes  lineares  huiusmodi: 


"R, 

-^:+- 

■■  + 

R^r 

-  =  (0,0), 

-^- 

■■  + 

--(1,0), 

n, 

^f.. 

■■■  + 

'-  =  (2,0), 

-^ 

■+■■ 

.-f. — 

R„ 

(c- 

«,.v, 

-^ 

'+■■ 

V-Sc. 

(0,1) 

■K| 

"*" 

Ru, 

«,»,.! 

^+^ 

+  ., 

.^^ 

^^^ 

(1,1) 

■", 

Hosted  by 


Google 


VEL  TRIUM  SUPEBFICIERUM  ALGERRAICAltUM. 


"R,     ^     R,     ^     '   ^h;; 


=  Ck-1,  1), 


^fv^y, 


7ti  ßjl  it^, 


+•■■  + ^s   — -  =  (".2), 

(1,2), 


*,^  'y 


R,  R,  R,„ 


'„  y„ 


=  Cf>-l,-2), 


B,  '  R,  '         '  'R^y  ™ 


(0,»-l), 


M,  *^     yl"  M^it^     y* 


=  (^-l,' 


Quaruin  aequationum  forma  generalis  est: 

10)  ^  +  ^»^-l+...+-i=^  =C„,A 

de  qua  forma  generaü  proveniunt  f^v  aequatioues  (9),  tributo  ipsi  «  va- 
lores  0,  1,  2,  .  .  .,  ^  —  1,  ipsi  ;?  valores  0,  1,  2,  .  .  .,  *<  — 1.  Statuamiis 
porro,  e  resolutioiie  aequationum  liueariuin  (9)  provenire    incognitarum  valores 


H-X,i(0,  1}  +^i,i(l,  1)  H h.4;,^i,i(|(i— 1,  1) 


M2  =  ^^kO,  0)  +^l,'o(l,  0)  H h^^-,.«(M— 1.  0) 

+Xä(0,  1}  +^l"i(l,  1)  H l-^;,'-,.,(/i— 1,  1) 

+/i;,',r-i(0,  v^l)+.^;'._i(l,  r— 1)H h^LU,,-iC^-l,  v 

etc,  etc., 

ac  generaliter: 
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11)  w^  =  a'^^(o,  o)+jJ;;'(i,  o)-h4™'(2,  o)^ — h^j.I.^/aj— i,  o) 
+4"^(o,  2)+^5;f(i,  2)-i-^<;;'(2, 2)+-+4lj^,(,(,-i,  2) 

+41,(0,  i>-1)-h4;^_,(1,  r-l}+^<;'_,(2,  r-l)+.-+^|;':^,^^_X^-l,  v-1); 
de    qua   formula    generali    incognitarum    omnium  obtineantur  valores,   ponendo 
loco  m  numeros  l,  2,  3,  ....  fip. 
Statuamus  denique,  posito 


expressionein  (( 

•1,  fl)  fieri  [tt,  ,*),,,,  unde 

-'s.'  +  ' r! -+■■■+  "4:'    ('">»' 

■..^ 

quae  expressio 

cum  taiitum  pendeat  a  summis  a-hy,  ß  +  <)\ 

statuatiir: 

sive  sit: 

Quibus  statntis, 

erit  e  (JJ): 

13)  <!>i  =  ^S%,  +^!?v.,„  +^5v«  +-+^i:i,..v. 

-i,<' 

+4' 

"fl          -i-4'-'">„              ^A  <■"■>„              _i_      _i_ylW      „ 

-i,Ä+i 

+< 

-,,-.H-! 

+< 

1,  «.^.^+,-,+^',''1,  «^+,,,?+._i+^i"L,  «j,+2,.T+v-i+  ■  ■  ■ 
...-i-A'"''> 

Desigtiantibus  y,  ^  numeros  Integros  positives,  incluso  zero,  sit  y-l-S  ^  y;  sit  autem, 
ut  supra,  y  <C  ft.  Quibus  positis,  statuamus  iam,  in  aequationibus  (13)  evanescere 
quantitates  omnes  a^^^,  in  quibusp+^-sC^+v— 2.  Unde  aequatio  (13),  si  /+<>'=  y, 
hanc  formam  induit,  in  qua  series  horizontales  inverso  ordine  exhibuimus: 

14) 


=  ^L'i,,,«,+„ 

J-^''">      y, 

5-.|,ä+l-|-^^  _i,l  '^p4.^_  j_2,,V+l+'4^^3  j  «„4_^_^_3,^+l 

+Vm"/.-i— 

+4-.,-.»,+ 

-+^11. 
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qua  in  foraiuk    ^  valores  omnes  induere  potest  inde  a  0  iisque  ad  r.     Geiie- 

raliter,  si  a^,^  =■  0,  qaoües  p-i-q<i  fi-\~i'— 2.  aeqiiatio  (13),  seriebus  et  horizon- 

tajibus  et  verticalibus  inverso  ordine  exhibitis,  haec  evadit: 

1 'i^    jf?' i/  —  A*-"'^         n  ^-A^'"'         II  -I U/4*'"'  II 

t»;    ^,«i',„  —  ^,„_l,^_l«l,^.^_,,J_^.,._,-^--^^_2.r-l").+^-:;,^+v-^^  H^„_^_.,_,^^_,a„_j_,  ,,_^^_j 

_i_  j  f™)         „  _i    j  ("0  „  _i_      _i_  d  ("'*  „ 

I     A  ("■)  rt  _J_  A  ^'"^  rt  _i_       _i_  A  f'"J  ^ 

-t-^H_,,,,_3«j,_^^_l,J+v_3--^^,,_3,^_s"j'+»-3,3+r-a"1  ^■^,„_j.-^+i,,-3«„_J+,.,S+^_3 

Si  y-v-S  =  y,  in  formula  antecedente  reiiciendus  est  terminus  postremus,  in  quo 
ipsius  A''"^  index  posterior  eo  easu  negativus  evaderet;  qua  de  re  casum  illum 
formula  (14)  seorsim  exhibuimus. 

Observationes    bis  adiungimus    sequentes.     Singuli  expressionis  generalis 
(15)  termini  forma  gaudent 

ubi  ju^^— 1,  f?^»'— 1,  simulquc  /+/)H-<)'  +  9' 2^  ^H-y  —  2,  ideoque 
Z'  +  ^^/i-hi'— 2— /— rf.  Terminos  A^^^^  qui  conditionibus  ilÜs  satisfaciunt, 
omnes  simul  continet  aequatio  (14),  eorumque  numerus  est 

.2+3+4+.-.  +  v+)=--C^>-. 
8ed  numerus   aequationum   inter  terminos  illos  linearium,   quae   e  forma  gene- 
rali (15)  obtinentur,  est  -^^ ^ ^=  — ^— -H-1;  tribuimus  enim  ipsis  /,  S 

valores  omnes,  pro  quibus  y-\-8^v.  Unde  terminos  omnes  J^'"^  ex  aequa- 
tionibus  ilüs  eliminare  licet;  quo  facto  obtinetur  una  aequatio  inter  term'inos 
^nym  linearis.  Quae  aequatio  cum  prorsus  eadem  maneat  pro  omnibus  ipsius 
tn  valoribus  1,  2,  3,  .  . .,  ftv;  habetur  aequatio  inter  x^  y  ordinis  /',  cui  fiv 
systemata  valorum  x  =  x^,  y  =  y,;  x^x^,  y  ^  y^;  .  .  .■  x^x^^,  y^y^^ 
satisfaciunt. 

In  formulis  (13)  supposuimus  evanescere  w^,,,  quoties  jjH-^  S^  ^  +  c— -  3; 
in  formulis  autem  illis  j),  q  gaudent  forma 

ubi /j',  q',  y,  ä  positivi,  atque  y-hS ^f,  p' -^/i^l,  q' '^.  "—X.  Unde  valor 
ipsius  q  maximus  est  2^  —  1,  Qua  de  re,  ut  obtineantur  aequationes  (13),  sive 
ut  singula  systemata  valorum  x  =  x,^,  y  ^  y»,  satisfaciant  aequationi  r"  ordinis 
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«u,u 

=  0, 

Ol.« 

=  0, 

02,0 

=  0,      . 

0,+,-:, 

=  0, 

%1 

=  0, 

«1, 

=  0, 

«S,1 

=  0.      . 

a^+,-4 

-0, 

o„,i 

=  1), 

«,,. 

=  0, 

«M 

=  0,      .  . 

«,<+.  ->, 

=  ü, 

(tu 

^-2 

=  0, 

ai,2,.- 

=  0, 

<^l 

^-s 

=  0,      . 

■1          «u 

-r-l,Sv- 

-0, 

Ou 

=  0, 

ai,sr- 

=  0, 

a-1 

=  0,      . 

..      0, 

-,-.,!,- 

=  0. 
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(quod  e  (13)  sequi  vidimus)  poscebantm-  aequationes  sequeiites: 


(16) 


Quarum  aequationum  nuraems  est 

ju+r— 2+//+r— 3+^+v— 4h 1-;((— v— 1  =  v(2|i(— 3). 

Quarum  aequationum  nulla  est,  cuiiis  usus  non  sit  in  formandis  aequationibus, 
quas  formula  generalis  (13)  amplectitur.  Observo  tantum,  si  i'  =  /t— 1,  aequa- 
tionum (16)  seriem  postremam  horizontalem  reiiciendam  esse,  cum  eo  casu  fiat 
2)/ — ■  1  >  ^-w —  3 ;  quo  tarnen  numerus  aequationum,  quem  assignavimus,  non 
mutatur. 

Aequationes  (3)  praeter  aequationes  (16)  adhuc  continent  sequentes: 

I     «,'„+,  =0,         a,s,+i  =  0,      ....      «„_,._,  sv+i  =0, 


=  0, 


quarum  est  numerus : 


(jx- 


-2)(j^ 


zl) 


^_.v_2-i-/(  — 1-— 3h h2+l  = 

qui  etiam  vaiet  numerus,  si  v  ^ /n  —  1  ve!  v  ^=  fx — 2,  quippe  quibus  casibus 
aequationes  (16)  aequationes  omnes  (3)  ampleetantur,  ideoque  aequationes  (17) 
omnino  non  habentur. 

Designemus  aequationem  v^'   ordinis,    qua  de  fbi'mulis  (16)  deducebatur, 
hoc  modo 

y'  =  x>^-i+x")/'-^H h.x''\ 

designante  Jt^'"'  expressionem  ipsius  x  ordinis  «".  Sit  poiro  X)"^  vaior  ipsius 
.3^"'  pro  X  =  x,„.  Quibus  statutis,  multiplicemus  aequationem  v"  ordinis  per 
x^y",  ubi  s^jU—rS,  quem  numeram  supponimus  positivum;  erit 

de  qua  formula  facile  deducitur: 
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R,       '        '       Ä„                  R,          '          R, 

'         R„ 

J,x';'y]        4x';',i 

.  <..Kl/„ 

Ä,         ^         R, 

Expressionis  post  signum  aequalitatis  series  hoi-izontales  singulae  evanescunt  e 
(16).     Unde  habetur  etiam: 

quae  formula,  positis  loco  s  ipsius  valoribus  ü,  1.  2,  .  .  .,  ft—v—Z,  suppeditat 
aequationes : 

«D^s,  =  0,      a,,s,.  =0,      .  .  .,      Op-^_3,s^  =  0, 
quae  est  aequationum  (17)  series  prima  horizontalis. 

Multiplicata  aequatione  y"   ordinis  per  x'-if^^  ubi  e^^  — v— 4,  eadem 
ratione  deducitur  formula: 

-^ — r; — + — ^ — ^--^    V 


^xf',r_<^r^r'     _<.x;^c 


_  r— ^^  r      -,  ^ 

Expressionis  post  signum  aequalitatis  series  horizontalis  prima  evanescit  e  (18), 
reliquae  e  (16).     Unde  etiam  habetur  formula: 

^^' I ifl I I — ^ll^l^  =  0 

ft,  -ff.  R^y  ' 

quae,  substitutis  ipsius  s  valoribus  0,   1,  .  .  .,  fi—r — 4  suppeditat  aequationes: 

fl0,S,+,   =  0,         «,>+l  =0,         ....         ß^_,_4,,.+l  =  0, 

quae  e&t  aequationum  (17)  secunda  series  horizontalis.     Eodemque  modo  reliquae 
formulae  (17)  demonstrantur. 

Vidimus  igitur,  de  aequationibus  (16)  deduci  posse  aequationem  v"  ordinis, 
cui  fiv  systemata  valorum  x  =  x„„  y  =  y,„  satisfaciant;  cnius  deinde  ope  e  (16) 
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aequationes  omnes  (17)  derivabantur.  Unde,  quod  propositum  erat,  ex  ipsa 
natura    aequationum.    (3)    directe    demonstravimus ,    aequatiormm    (3)    numerum 

— Y — " reliquis  contineri,   videlicet  aequatwnes  (3)  in  duas  classes 

discerpsirrms  (16)  et  (17),  quaruni  haec  illa  contineiur,  neque  aeqvMiones  con- 
ditionales  novas  suppeditare  valet. 

Aequationes  (16)  sunt  nuinero  »'(S/* — 3);  de  quibus  eliminatis  ^v  quan- 
titatibus  R^,  R.j,  .  .  .,  R^,  seu  potius  earum  i'ationibus,  remanent  inter  ipsas 
x„,  y„^  aequationes  conditionales  iiumero 

quem  vevuin  numenim  aequationum  conditionaliuin  supra  per  coiisiderationes 
plane  alias  invenimus. 

De  aequationibus  (3)  etiani  aequatio  fi''  ordinis  deduci  potest,  cui  eadem 
/^v  systemata  valorum  x  ^  x,„,  y  ^  y,,^  satisfaciunt.  Nam  cum  e  (3)  sit  «^^  ^  0, 
81  p-^-q^fi-^p  —  Z,  tribuendo  in  (13)  ipsis  /,  ä  valores  omnes.  pro  quibus 
Y-\-d'^fi,  abeunt  e  (13)  eoßfficientes 

A,»;     A,i,    ^1,«;     As:    ^uu    ^-im'-.    ■  ■  ■:    ^o,.-3,    -^i,^--^,    .  .  -.    A^^^j,, 
quorum  est  numerus  --  --y^— J-;  inter  reliquos  fiv  —  ^^^^  ^^^^^  proveniunt 

aequationes  lineares    numero  -^ ^       ^  ,  e  quibus,  cogfficientibus  illis  elimi- 

natis,  prodit  aequatio  /t"  ordinis.  Quod  vero  inde  non  unica,  sed  aequationes 
^"  ordmis  namero -^^^^^ ^ ^ — fip-\-- —  ■'^—-    '■  =  ^'- ^^-      --hl 

provenire  possunt,  id  eo  fieri  debet,  quod  per  aequationem  v"  ordinis,  cui  eadeni 
systemata  valorum  satisfaciunt,  aequatio  fi''  ordinis,  sicuti  supra  monuimus, 
constautes  arbitrarias     — ~- contineat. 


5. 
Quae  de  curvis  planis  antecedentibus  proposita  sunt,  facile  ad  superficies 
extendis.      Quaeramus    primum,    quotnam   punctis    curva  intersectionis   duarnm 
superficierum  dati  ordinis  determinata  sit.     Aequatio  superficiei  n"  ordinis  con- 
stat  terminis 

(w+l)(w+2)(«+3) 
2.3 
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Unde,  datis  punetis 

23        ^  ^ 

in  ea  positis,  coSfficientes  aequationis  omnes  per  duas  ex  earuin  numero,  quas 
voceiniis  a,  b,  lineariter  determmaiitur.     Quo  facto,  aequatio  formam  indiiit 

designantibus    U,  V  expressiones  trium  coordmatarurn  n"  ordinis;   quarum  coSf- 

ficientes  per  coordinatas    punctorum  -^ ■  ^  ^^^ — -2  determinatae  sunt. 

Per  eadem  puncta  si  altera  superficies  n"  ordinis  transit,  aequatio  eius  ab  ante- 
cedente  tantum  constantibus  a,  b  differt,     Uiide  per  puncta 
(m-|-l)(w+2)Cn+3)       „ 
273  ^ 

determmatur  curva  intersectionis  duainim  superßßierum  n''  ordinis.  Nain  infinitae 
superficies  n"  ordinis,  quae  per  puncta  illa  duci  possunt,  omnes  in  eadem  curva 
se  intersecabunt,  quae  datur  per  aequationes 

u=o,    v=o. 

Quaeramus  generalius  quotiiam  punctis  determinetur  curva  intersectionis*  duarum 
superficierum,  quarum  altera  ^",  altera  /'  ordinis  est,  ubi  ^  >  y. 

Superficiei  v"  ordinis  aequatione  multiplicata  per  expressionem  (ju  —  v)'' 
ordinis,  cuius  coSfficientes  arbitrai'iae  sunt,  habetur  et  ipsa  aequatio  fi'^  ordinis; 
qua  alteri  aequationi  fi"  ordinis  addita,  effici  potest,  ut  in  ea  evanescant  tot 
termini,  quot  sunt  coSfficientes  arbitrariae,  hoc  est 

2.3 
Cuius  aequationis  reductae  termini  cum  sint 

(^+l)(|f+2j(M  +  3)  _  (^-i'+l)(M-r+2)(^t^r+3) 
2.3  2.3 

ea  determinabitur  per  numerum  punctorum  unitate  minorem,  ideoque  ipsa  etiam 
curva  intersectionis  utriusque  superficiei;  sive  data  superßcie  f''  ordinis,  curva 
intersectionis  eins  cum  superficie  /^"  ordinis,  ubi  fi^v,  determinabitur  per 
puncta  illius 

(^t+l)C^+2)(/.+3)  _  (ft— i.+l)(^-r+2)(^t-^+3) 
2.3  2.3 

Si  p  ^  \,  ex  antecedente  thcoremate  habetur  theorema  notum,  intersectionem 
plani  cum  superficie  ,m"  ordinis,  seu,  quod  idem  est,  curvam  plaiiam  fj}'  ordinis 
in.  44 
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determinari  per  puncta  ^ 2^     — ^  =  -^^---    Si  y  =  2,  sequitur,  quoties 

/u^2,  curvam  intersectionis  datae  superßcki  secimdi  ordinis  cum  superßcie  /*"' 
ordinis  determinari  per  puncta  iUius  ^(^+2);  etc.  etc.  Quod  theorema  etiam 
sie  proponere  eonvenit: 

Quoties   /i^2,    in,   superßcie  secundi   ordinis    ex   arbilrio   acceptis  panctis 
/*(/*  + 2),   superficies  ft''  ordinis,   quas  per  ea  ducere    licet,    omnes  curvam 
intersectionis  cum  superßcie  secundi  o7'dinis  eandem  habent; 
et  generaliter; 

Quoties  fi  ^  y,  in  superßcie  p"  ordinm  ex  arhitrio  acceptis  punctis 

(,^-+-l)(|rt+2)(fi+3)  _  C/f— v+lX|t— v+2)(|»-r4-3) 
2.3  2.3 

superficies  fi"  ordinis,  quas  per  ea  ducere  licet,  omnes  cum  superßcie  p"  or- 
dinis eandem  curvam  intersectionit  habent. 

Q. 
Investigemus   lam  con<litioiies,   qiiae  loeum  habere   debent  inter  puncta 
intei-sectionis    trium    superficierum    dati    ordinis.      Sit   primum    omnibiis    tribiis 
idem    ordo  n;    eadem  methodo,   qua  anteeedentibiis  iisi  summus,   facile    patet, 
datis  punctis 

2.3"    ""  ''' 

superficies  n"  ordinis  per  ea  transeuntes  omnes  forma  gaudere 

designantibus  a,  b,  c  constaiites,  atque  U,  V,  W  exprcssiones  h''  ordinis,  per 
cooi-diiiatas  punetorum  datorum  determlnatas.  Unde  puncta  intersectionis  trium 
superficieriim,  quae  per  puncta  illa  transeunt,  posita  esse  debent  in  tribus  super- 
ficiebus,  qnarum  aequationes  sunt 

U=0,     F=0,     H^=0; 
ideoque  >i^  puncta,  in  quibus  tres  s-uperfides  n"  ordinis  se  intersecanl,  determinata 
sunt  omnüi  per  numerum  eorum 

.(.+i)(.+a)(»+3) 

2.3  "' 

sive  e  n^  punctis  mtersectionü  trium  superficierum  n"  ordinis  numßrus 
,      (»+l)(«+2)(«+3)         _  («— l)(6>i'— «t— 12) 
"  2.3"  "^'^ O 
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per  reliqna  deiei-minatus  est  Ita  notuin  est,  e  8  puiictis,  in  quibus  ti'es  super- 
ficies seeunfli  ordinis  se  intersecare  possunt.  unum  per  reliqua  Septem  deter- 
minatum  esse. 

Theoreina  antecedens  etiam  sie  exhiberi  potest: 
Datis  n^  systematis  valorwm  trium  incognitarum,  ut  tribiis  aequationibus  n!' 
ordinis  per  ea  satisßeri  possit,  inter  vahres  illos  incognitarum  condifiones 
(«— l)(5n'— w— 12) 
2 
loGum  habere  dehent. 
Ponamus  iani  duabus  superficiebus  esse  ordinein   *',   tertiae   ordinem  ft,   sitque 
H^v.     lisdem    considerationibus,    qaibus    supi-a    usi   sumus.    sequeretiir,    ope 
duanini  aeqiiationum  y"  ordinis  in  aequatione  ^"  ordinis  deleri  posse  terniiiios 
_^    (,,„^+lXf,^a.+2X^-v+3) 
2.3 
Sed  hoc  iustum  tantum   est,    si  ^^v<Z.v.     Sint  enim   ^  =  0,    i/' =  0    datae 
aequationes  i-"  ordinis;  u,  v  duae  fiinctiones  i^fi^vf  ordinis,  quarum  eogfficientes 
arbitrariae  sint;    sit  /=  0  aequatio  ^''   ordinis.     Ipsi  f  addi  potest  expi-essio 
«y  +  t'i/',    quo    facto    in    expressione    f-^u<p-\rv-\ii    tot   tennini    deleri    possunt, 
quot  continet  Myn-iiy  constantes  arbitrarias.     Sed  quoties  ^ — v  ^.  v,  ■  expressio 
u(p-\-v\p   non    nmtätur,    si    loco    u    ponitur    ii^X^).  loco    v   ponitur    v—Xtp, 
designante  X   expressionem   ordinis  /*  —  Sy  quamcunque  sea   cuius   co6fficientes 
et  ipsae  arbitrariae  sunt.     Unde  a  numero  coSfficientium  ipsarum  «,  v  detrahi 
debet  numerus  coSfficientium  expressionis  ^,  ut  obtineatur  verus  numerus  quanti- 
tatum,  quae  in  expressione  tfjp-f-fV  arbitrariae  sunt,  hoc  est,  quae  ad  minorem 
numerum  non  revocari  possunt.    Unde  sequitur,  si  fA  ^  Iv,  numerum  tei'minoi'iim, 
qui  in   expressione  fi"  ordinis    ope   duarum   aequationwm  p"   ordinis  delcri  pos- 
sint,  esse 

(/*— v+1)Cp-v+'2}(/^— i'+3)  _  (/t— 2i'+l)(;n— 2y+2)(^— 2i^+3) 
3  2-3  ' 

ideoquK  ope  aequationum  iüarunt  expressionem  fi''  ordinis  ad  numerum  terminonim 

(iM^i)(/'H-2)c,»+3) _ (^^-r+ix^-i'+a)!:/*— r+3)    (_'*-2''i:iXi'iz?.^_±?)C^-%+3) 

2/6  "  3"  ■"  2.3 

revocari  posse.  Si  ^  <;  2p,  numerus  terminoruni,  qui  in  expressione  /*"  onlinis 
ope  duarum  aequationum  v"  ordinis  deleri  possunt,  erit 


Hosted  by 


Google 


348  TBEOBEMATA  CIRCA  PÜNCTA  INTKliSKCTIOXIS  DUARUJI  CÜEVARUM 

(M-v+l)(..t-r+2)(.H.— v+3) 
3 
unde  sequitur,  si  fj.^_r,   fi<C  2y,   expressionem  ß"  ordinw  ope  duaruin  aequa- 
twnum  /'  ordinis  ad  numerum  terminorum 

■2.3  3 


2.3 
revocari  posse. 

E  propositione  antecedente  videmus,  nuitierum  i^(^— i'H-2)  etiam  valere, 
si  ^  >  2i'  — 3. 

Ex  antecedentibus  deducitur  propositio  haec: 
Sit  /n^f,  data  curva  intersectionis  duarwm  superßderum  v"  ordinis,  puncta 
in  ea  posita,  per  quae  superfidem.  ft'^  ordinis  ducere  licet,  per  ipsatn  curvam 
non  transeuntem,  non  phira  ex  arhitrio  accipi  possunt,  si  fi^^f — 3,  quam 

si  fi  <C  2^,  non  plura  quam 

et  vice  versa;  si  ^^2y— 3,  pe?'  quaelihet  eins  puncta 

^'(^— 'V+2)— 1; 
si  u  <  2v,  per  quaelihet  eins  puncta 


2.3 

ducere  licet  superßciem  fi"  ordinis,  quae  per  ipsam  curvam  non  transit. 
Si  y  =  2,  sequitur  e  propositione  antecedente:  si  curva    inte^'sectionis  duarum 
superficierum  secundi  ordinis  per  superfidem  /u''  ordinis  ubi  fi'^'2,  in  4fi  punctis 
secetur,  unum  ex  kis  per  reliqua  4^ — 1  deferminatum  esse. 

7. 

Vidimus    siipra,    intersectioiiem    duarum    superficierum    y"    ordinis   deter- 
minari  per  puncta 

(r+l)(r+2)(r+3)       .,. 
2.3 
unde,   si  p  isto  numero  maior  est,  ut  p  puncta  in  intersectione  duarum  super- 
ficierum  i>"    ordinis   posita   esse   possint,   inter   coordinatas    eorum  locum  habere 
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debent  conditiones 


4.~ 


(i.+l)(v+2)(.'+3)  _ 


Statuaiiius  iam,  tres  superficies,  duas  j'",  tertiam  fi"  ordinis,  ubi  fi'^  v,  se 
mutuo  iiitersecare  in  r^/t  punctis;  sitque 

puncta  illa  v^fi  e  §.  antec.  omnia  deterinmata  erunt  per  p"{fi  —  y+2)  —  1  ex 
eorum  numero,  in  intersectione  duarum  superficierum  >'"  ordinis  posita;  inter 
quorum  igitur  coordinatas  intercedere  debent  conditiones 

unde  numerus  totus  condttionum,  quae  inte?-  coordinatas  omnlum  v^ft  punctorum 
locum  habere  debent,  fit: 


Sit 
2)  ,«  <  2»; 
puncta  v'-fA  omnia  determinata  erunt  per 

,V_,+.2)+g"->-')g-->;-^)(^'->'-B)  _j 

ex  eorum  numero,  in  intersectione  duarum  superficierum  y"  ordinis  posita;  inter 
quorum  igitur  coordinatas  intercedere  debent  relationes 

2[..(^_,+2)+g;l-'-'X^''-7"X2.-/.-3)  _  (,+l)(,+2)(»+31_^^j^ 

unde  numenu  totus  condüionum,  ^le  mter  i^/n  punctorum  illorum  coordinatas 
tocum  Jwbere  debent,  fit: 


.'(,.-»+2)- 


(2.-f-l)(2v-f-2)(2i.-y^3) 
2.3 


+2[,.t,_.+i,)+g'-''-^X^--''3-^>^^'-'--^-^+'X»+2)(.+3^^,j 

=  3.V-,-(^^,+2)-t^--''-^g?=^''X-^'~^-^)  _(.+l)(.+2)(.+3)^^ 

_      ,       (>.+l)(y+2)(y+3)     (/.-^lKy-»+2)().-i-+3)      (.+l)(»+2)(.+3) 
-3»fi  2^3  I  ,  3         -      +0. 

Si  /.  =  »,  fit 

(2v-,.-l)C2v-,.-2)C2»-y-3)         _  (i.+l)(i.+2)(i.+3) 
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qui    numerus    punctorum    semper  in   curva  intereectionis   duarum  suppi-ticierum 

/'  ordinis  iacere  potest,  quippe  quae  -^ •>  q ~  ^  punctis  detei-minatur. 

Quo  igitur  casu  reiici  debet  conditionum  nunierus 
g[r'(,t.     rl  2)  I  (2^-M-l)(2r-^-2)(2v-f^-3)      (-.+1)  (r+2)(a^4-3)  ^  .^j  _  _^ 

Ünde,  si  fi  =  v,  duohis  augeri  debet  totus  numerus  conditionum  antecc.  propositus 

>■„      (f+ljCP+aXfH-a)      (,.-,-+l)(,i-.+2)(,.-i,+3)      (v+l)(y+i)(y+S) 

-2  3  "I"  "3  3  '"•J 

Q  .      (»+l){i"+2)(»+S)      ,        5i."— 6»'— 1111+8 
_  3. 2 ^  '  = 2 

Quod,  si  loco  n  scnbimiis  y,  bene  congruit  cum  nuniero  siipra  invento 
(v—l)(5-u'— 1^—12)  _  äv^— 6r^— 11I/+12 
2  "~  "2 

qui  iiumero  antecedente  duobus  raaior  est. 


Consideremus  iam  casum,  qiio  una  superficies  sit  v"  ordinis,  duae  ^"  or- 
diniSj  ubi  rursus  ,u  ^  v.  Cum  in  acquatione  superficiei  ,«"  ordinis  per  aequa- 
tionem  superficiei  j*"  ordinis  deleri  possint  termini 

(ft-v+l)(^-i>+2)(M-i'+ 3) 
2.3 
fiicile   patet  per  considerationes  antecedentibus   similes,   si  ju^p,  in  superficie 
v"  ordinis  ex  arhitfio  assumi  posse 

(^+l)(/iH-2)(^+3)        (^-r+l)(/f— v+2)(^f-v+3) 

2.3  "  2.3  ^ 

puncta  nee  plura,  per  quae  ducatur   curva   intersecHonts   dummm   superfiderum 
fi"  ordinis,  quae  nan  tota  in  superßde  v''  ordinis  iaceat. 

Hine  sequitur,  ut  fi'v  puncta,  ubi  /u^  i>,  cotisiderari  possint  ut  inter- 
secdones  communes  superficiei  v"  ordinis  cum  duabus  superficiebus  fi''  ordinis, 
inter  coordinatas  eorum  intercedere  debere  C07iditiones 

aF,,.,       (F+l)(f<+2)(><+3)     ^    (/i-..+l)(p— v+2)(,.-r+3)  ^J 

'  L  2. SS  2.3  J 

((.+l)(p+2)(p+3)      (y-i+l)(y-i.+2)(p~,+3)      (»+l)(»+2)(»+3)  _, 

2.3  2.3  2.3 

-  3„-.     (l'+l)(,"+^)(>'+3)  ,  (y-»+l)(y^.H-2)(y-»+3)      (r+l)(>+2)(i.+3)  ,  ^ 

2»"+lli'— 8 


=  ,i.C2^+»-4)-  - 
qui  numerus,  .^i:  u  -—  c,  duobus  uufjeri  debet. 
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Sit  denique  trium  snperfick'rum  neutra  eiusdem  ordinis:  sive  sint  tres 
superficies  fi'',  v",  cö"  ordinis,  ubi  /t^-i/^-Si;  quae  superficies  se  in  ^vm 
punetis  interseeent.  Puncta  ^yf5  iit  in  superficie  <«"  ordinis  iaceant,  conditioni- 
biis  opus  est 

Aequatio  supei-ficiei  ^"  ordinis  per  aequationeni  supevficiei  tö"  ordinis  revoeari 
potest  ad  terininos 

(v+l)Ci'+2)(v+3)  _  (r-g+l)(r— cD+2)(i>-fa+3) 
2.3  "  2.3 

euiusmodi  aecjnationi  ut  satisfaclant  coordinatae  ßfw  punctorum,  conditiones 
habentur 

„™       (»■+l)(»-+2)(r+3)         (v-»+l)(r-»+2)(^i.+3) 

"'" 273""  ■■' + 2":3" ^*- 

lam  quod  superüciem  ,«"  ordinis  attinet,  distinguendi  sunt  duo  casus, 
Sit 
1)  fi>  f-^-Si: 
considerationibus   iisdem  atque  supra    faetis    probatur.    aequationeni  /t"  ordinis 
per  aequationes  p"'  et  cö"  ordinis  revoeari  posse  ad  terminos 

(;»+l)(/t+2)(ft4-3)  _  (;[t— ^+l)C/t-r+2)(;.t^r+3)  _  (.!i--rs+\X(i^m^2){ii-m-^^) 
2.3  "  2.3  2.3 

(^„^,^c,-HX^_^_c■^2Xf^-r-m+3)  _  vm(2/f-r-g.+4)  . 
2.3  2  ' 

euiusmodi  aequationi  ut  satisfacere  possint  coordinatae  fii'w  punctorum,  con- 
ditiones habentur 

Unde  fit  totus  numerus  conditiomtm,  quilmn  satisfacere  debent  /.tpS)  puncta,  ut 
considei-ari  possint  iamquam  intersectiones  commimes  trium  sii,perßcia~iim  /u",  p'\ 
Si"  ordinis,   quae  cumam   intersecHonis  communem  nov  hahent.  siquidem  y  >  ö>, 

■->  „_  (m-H)C^+2)(fa+3)  _  (r+l)(r-f-2)OH-3)  _^  (v^^  +  l)(r-^+2X-'-'^+3) 
„,.nra  2.3         --  -273  "      -t-    -     -    -       -  2  3 

rrafu-f-ra— 4)       ^       „  .,      ,  .,    .       (ni— l)(cj— 2)Cgj— 3) 

Qui  numerus,  si  c  =  ß),  unltate  augeri  debet,  ut  cum  numero,  quem  supra 
eo    CHSU    invenimus,    conveniat.      Ac    reapse.    si    //=«>,    aequatio    G>"    ordinis 
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itionem    r"    ordinis    ad    iiumeram    termiiiorLiin    unitate    minorem,    sc. 

-^^ 9"T^ ^     revocari  potest,  ideoque  nmnerus  conditionum,  ut  coor- 

dinatae  y.yw  punctorum  eiusmodi  aequationi  satisfacere  possint,  fit 


2^rra  +  'u=ra  — 4rn  — 2. 


273 "^- 

qui  est  unitate  maior  atque  supra  assignatiis, 
Sit 
2)  ^  <;  y  +  tö; 
omnia  eadem  atque  casu  priore  manent,  nisi  quod  reiici  debet  numerus 

(^_v_CT+l)(|[t—r—roH-2)(ft— 1^—^+3) 
2.3 
ünde  ßi  numerus  condttionum 

_(^_lX^_2X^-3)_ 
3 

(^4-CT— ,»— 1X1.4-CT— .11— 2)(r+ro  — ,»  — 3) 

2.3 

Qui  numerus,  si  ^  =  y  aut  v  ^  S),  unitate,  si  fi  ^  y  =  (o,  tribus  augeri  debet. 

Si  /t  ^  y-\-  fi),   numerus   punctorum,    per    quae    superficiem    ^^    ordinis 

dueere  licet,  quae  in  curva  intersectionis  duarum  superficierum  v"  et  cö"  ordinis 

ex  arbitrio  accipere  licet,  est 

Si  /*>*■,  ,«  >  (ö,  sed  ,a<i'-H(o,  fit  idem  numerus 

vü^y,.,,-^Z __jH _ 1. 

10. 
SInt  f  =  0,   ^  =  0,    tp  ^  0    aequationes   fi",   y",   ö)"    ordinis,    inter  tres 
ineognitas  x,  y,  z  propositae,   ae  ponamus,  tribus   illis  aequationibus  satisfieri 
per    f4.yi}i    systemata    valorum    incognitarum  x  =  x„„    y  =  Um,   ^  ^  ^,„)    ipsi  m 
tributis  valoribus  1,   2,  3,  .  .  .,  /nyGi.     Sit  poiTO 

n df  { d^    5\p       dqi    dip\       Bf  ( dgi    dtp       d<p    S<f'\       df  fdq>    dtp       dtp    dip^. 

die  \  dy     dz        Gz     dt/  )       %  \  dz     dx        dx     dz )       ös\  dx     dy        dy     dx )' 

ac  designemus  per  -ß„,  valorem  ipsius  R,  posito  simul  x  =  x^,  y  =  y„,,  z  =  z^. 
Quibus  positis,  demonstrari  potest  per  methodum  simUem  atque  pro  duabus 
incognitis  adhibuimus,  fieri 
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desigiiiintlbLis  a,  h,  c  niimeros  integros  positivus,  quorum  summa 

([_j_i_l_c  ^  jU-|_i,_|_oj — 4 

Numerus  harum   aequationum,   qni  pro   diversis  ipsorura  a.  h,  c  valoribus  ob- 

tinetur,  est 

Qt+v+ro  — 3)(^+r-hgT  — 2)(.HH-f+sJ— 1) 

2j  ____-  ^  A. 

Multiplicando  aequationes  /=0,   y<  =  0,  ^  =  0  respective  per  singulos 

teiininos  expressioiium,  quae  respective  non  superant  (/-H-tö — 4)""",  ((S+^t^i)"™, 

(^fi-^v — 4yiiui  orjjinern^   e  tribus  aequationibus  proposltis  eruuntur  aliae  numero 

(^-l-a— l)(v+a— 2)(rH-g'— 3)        (ro+jt— l}(g;+^— 2)(ro+^— 3) 

2.3  "^  2.3 

(^+1'— 1)(m+i'— 2)(^+r-3)  __ 
"^  2.3  ~     ' 

in  qaibiis  singuli  tennini  dimensionem  fA,-\-v~\-w — 4  non  superant.  Quariim 
aequatiotium  unaquaque  eflicitur,  ut  e  toto  numero  aequationum 

una  ad  reliquos  revocetur.  Sed  ß  aequationes  illae  non  a  se  omnes  indepen- 
dentes  sunt,  sed  pars  novas  non  suppeditat  relationes  inter  ipsarum  x,  y  potestates 
earumque  producta.  Sit  eniin  X  terininus  expressionis ,  quae  non  superat 
(,M  —  4)'™  ordinem,  aequatio 

et  ex  aequatione  yj  ^  0,  et  ex  aequatione  i^  =  0  provenit.  Unde  de  numero 
B  deduci  debet  numerus 

(^t_l)(^„.2)(,^-3) 

2.3 

aequationum,    quae    duplici    modo    inveniuntur;    eodemque    modo    videmus.    ex 

aequationibus  y  ;=  0.  /'^  0   easdem  provenire  -^ ^~^~^        —     aequationes; 

^-     ■,         j-       r,               A          j                       ■        (cj— l)(ci— 2Xra— 3) 
ex  aequationibus  j  =  0.   (p  ^=  0   easdein    provenire  ^ ^^      „■— —  aequa- 
tiones.    Qua  de  re,  posito 

C^-l)(/t-2)(M-3)        (r-l)(.— 2)(r-3)        (^-l)(^-2J(ti.-^3)  _ 

2.3  "^  2.3  ^  2..^,  ■     ^'^' 

tantum  nuinerari  debent  B — C  aequationes,  quarum  unaquaque  una  ex  A  aequa- 
tionibus   M„,,,,,  =  0    ad    reliquas    i'evocetur.      Quae    igitur  omnes-  revoeantur   ad 
III.  45 
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namerum  eariim 

Ä  —  B-hC=fi,va—l. 

Unde    patet,    ipsis  R,„    seu    eai-iim    rationibus    per    /urio  —  1    ex  aequationibus 

M„^ ,.  =  0  determinatis,  reliquas 

C^+v+ro— l)(/iH-v+gi— aXi^+^+tg— 3) 

■2.3  —/ivm+i 

ex  iis   sponte    fluere;    sive,    quod    iiovi    doceant    aequationes    ^^^0=  Oj   tantum 
spectare  signifieationem  quantitatum  R,„. 

Eliminatis  R„,  ex  aequationibus  u^,,^  =  0,  habentur  inter  ipsas  x^,  i/„,, 
3„,  aequationes 

quae   nomiisi  inde  proveniunt,   quod  fifS)  systemata  valorum  x  =  x,„,  y  ^=  y,,,, 

z  =  z„  satisfaciant  tribus  aequationibus  ju-",  y",  -ffi"  ordinis.     Si  fi  ^  r  ^  S),   fit 

D  =  ^  .(3^-l)(3^-2)-(^-l)(M-+,.+l)  =  C>.-1)P>.--11>.). 

Sed    supra    per    alias    considerationes   invenimus,    numerum    conditionum   a    se 
independentium,  quem  per  E  designemus,  esse 

2 

Unde  e  D  conditionibus  numerus 

D-Jä  =  (p-l)(^-2)(p-3) 
e  reliquis  sponte  fluit;  sive  si  ju  =  y  =^  iS,   ex  aequationibus  m^,,^  =  0  numerus 
(/(  — 1)(/*  — 2)(^  — 3)  reliquis  continehir  seu  condiUones  novas  non  suppeditat. 

Eodem  modo,  si  ju,  v,  G)  inter  se  diversi  sunt,  per  comparationem  numeri 
D  cum  numero  conditionum  a  se  independentium,  quem  pro  singulis  casibus 
per  alias  considerationes  supra  invenimus,  eruis  numerum  aequationum  u^^^_^  =  0, 
qui  reliquis  continetur  seu  conditiones  novas  non  suggerit. 

Antecedentia  pro  tribus  incognitis  breviter  adnotasse  sufficiat.  Nee 
non  disquisitiones  antecedentes  ad  numerum  quemlibet  incognitarum  extendi 
possunt. 
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1. 

Sunt  quldem  notissimi  Algorithmi,  qui  aequationiira  linearium  litterülium 
resoiutioni  ineerviunt.  Neque  tarnen  video  eorum  proprietates  praecipuas  ita 
breviter  enarratas  atque  in  conspectum  positas  esse,  quantum  optare  debemus 
propter  earum  in  gravissiniis  quaestionibus  Analyticis  usum.  Scilicet  illae  pro- 
prietates quamvis  elementares  non  omnes  ita  tritae  sunt,  ut  quas  indemonstratas 
relinquere  deceat,  et  valde  molestum  est  earum  demonstrationibus  aitiorum 
ratiociniorum  decursum  interrumpere.  Cui  defeetui  hie  supplei*e  volo  quo 
commodius  in  aliis  commentationibus  ad  hanc  recurrere  possim;  neutiquam 
vero  mihi  propono  totam  illam  materiam  absolvere.  Adjeci  sab  finem  Pro- 
positiones  quasdam  ad  Methodum  minimorum  Quadratorum  pertinentes,  quibus 
explicetur  quomodo  incognitarum  valores  eorumque  Pondera,  Methodo  illa  deter- 
minata,  pendeant  a  divei^is  valoribus  et  ponderibus  quae  obtinentur  pro  diversis 
Combinationibus  numeri  Observationum  numero  incognitarum  aequalis,  qui  earum 
determinationi  sufficit.  Quae,  ad  computum  inutilia,  facere  tarnen  possunt  ad 
naturam  illorum  valorum  et  Ponderum  meUus  cognoscendam. 

2. 
Proponatur  productum  conflatum  ex  omnibns   ■    -^ — -  differeiitiis  n~{-l 
quantitatum  «„,  a^,  .  .  .,  a„, 

p= («,-<■.)(«.-«.)(«.-«.)■•.(<'.-».) 

(o,-a,)(a,-<.,)...(a.-<.,) 
(«.-»,)...(<■.-«,) 

C«.-«..-.); 

quod  productum  omnimodis  permutando  quantitates  O;  valorera  absolutum  mutare 
non  potest,  sed  aut  valorem  eundem  servat  aut  in  oppositum  abit.  Vocemus 
eas  indicum  0,   1,  .  .  .,  n  Permutationes,  pro  quibus  F  valorem  eundem  servat, 
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-positivas,  eas,  pro  quibus  P  valoi-em  oppositum  induit,  negativus;  sive  priores 
dicamus  pertinere  ad  classem  posttivam  Permutationiitn,  posteriores  ad  classem 
negativam.  Binis  propositis  Permutationibus  quibuscunque,  certa  exstabit  Per- 
mutatio,  qua  post  alteram  adhibita  altera  prodit.  Ferlinebunt  duae  Permutationes 
propositae  ad  classem  eandem  aut  ad  classes  oppositas,  prout  Permutatio,  qua 
altera  ex  altera  ohtinettir,  ad  classem  positivam  aut  negativam  pertinet.  Tribus 
enim  PermLitaüonibus  abeat  P  respective  in  sP,  s'P,  s"P,  ipsis  e,  «',  s"  denotan- 
tibus  ^l;  si  secunda  Permutatio  post  primam  adhibetur,  abit  P  successive  in 
sP,  s.s'P:  unde  si  secundam  Permutationem  post  primam  adhibendo  nascitur 
tertia,  fit 

e"  =  ee'. 

Hinc  prout  e'  aut  +1  aut  — 1,  hoc  est  prout  Permutatio,  qua  tertia  e 
prima  obtinetur,  ad  classem  positivam  aut  negativam  pertinet,  Permutationes 
prima  et  tertia  ad  classem  eandem  aut  oppositam  pertinent,  et  vice  versa. 
Sequitur  ex  antecc,  Permutationes  ad  eandem  classem  pertinentes,  si  nova  fiat 
Permutatio,  aut  cunctas  simul  in  eadem  classe  manere  aut  cunctas  simul  in 
alteram  classem  transire.  Scilicet  fit  illud  aut  hoc,  prout  Permutatio  ad  classem 
positivam  aut  negativam  pertinet.  Si  plures  Permutationes  aliae  post  alias  ad- 
hibentur,  diversae  nasci  possunt  Permutationes  pro  diverso  quo  aliae  post  alias 
adhibentur  ordine.  Etenim  Permutatione  aliqua  loco  0,  1,  2  etc.  ponatur  i„, 
ii,  i^  etc.  atque  alia  quadam  Permutatione  k^,  i,,  k^  etc.;  secunda  post  primam 
adhibita,  ipsorum  0,   1,  2  etc.  loeum  oceupabunt 

ki^ ,    hi^ ,    ki^     etc. ; 
prima  vero  post  secundum  adhibita, 

*■*.,     4,,     4     etc.: 
neque  necessarium  est  fieri 

h,„  =  »*,„  ■ 
At  prorsus  eadem  methodo,  qua  Propositio  praecedens,  demonstratur,  Permuta- 
tiones diversas  quae  nascaniur  pro  diverso  ordine,   qtw  Permutationes  complures 
aliae  post  alias  adhibentur,  ad  eandem  pertinere  classem. 

Designantibus  *  et  i'  binos  indices  quoscunque,  productura  P  sie  ex- 
hibere  licet: 

P  =  ih(«;— a;.)-fl(«*— «f)(«t  — <**0-ß(«*— «*■}. 
siquidem  designant 
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producta  omnium  ipsius  P  factorum  (a^  —  «;)C<^": — '^'O  ^^^  "* — ***''  1'^  obtinentur 
tribuendo  ipsi  k  vel  utrique  k,  k'  valores  ab  i  et  i'  divereos.  Quae  duo  pro- 
ducta altemm  ipsorum  i,  i'  respectu  symmetricum  est,  alterum  üs  vacat,  unde 
permutando  indiees  i  et  i'  non  mutantur.  Contra  ex  permutatioiie  factor 
singularis  a^ — a^,  valorem  oppositum  induit;  unde  ipsum  productwm  propositum 
P  permutando  binos  indiees  valm-em  oppositum  induit.  Duorum  igitur  indicum 
commutatio  est  Permutatio  negativa,  unde  Permutationes  positivae,  si  denao 
bini  indiees  commutantur,  cunctae  in  negativas,  negativae  cunctae  in  positivas 
transeunt. 

Reciprocas  vocare  licet  binas  Permutationes,  quibus  altera  post  alteram 
adhibitis  positio  primitiva  non  mutatur.  Statuamus  Permutatione  aliqua  loco 
0,  1,  2  etc.  poni  i^,  ij,  i%  etc.;  erit  Permutatio  reciproca,  qua  0,  1,  2  etc.  loco 
h  ■>  *'i  ■  4  6tc,  ponitur.  Binae  Permutationes  reciproeae  ad  eandem  classem 
pertinent,  cum  altera  post  alteram  adhibita  ipsum  P  non  mutetur. 


Ut  cognoscatur  an  Permutatio  proposita  sit  positiva  an  negativa,  variae 
assignari  possunt  regulae,     Statuamus  indicibiis  permutatis  loco 

0,      1,      2,     .  .  .,     n 
respective  positos  esse 

ac  quaeratur  an  hac  permutatione  productum  P  immutatum  maneat  an  signum 
mutet.  Producti  P  factores  singuli  ita  exhibiti  sunt,  ut  elementum  minore  indiee 
affectum  de  elemento  maiore  indiee  affecto  detrahatur.  Itaque  si  r  et  s  bini 
sunt  indicum  0,   1,  2,  .  .  .,  ti,  atque  r<Cs,  erit  ipsius  P  factor 

qui  factor  permutatione  assignata  abit  in 

qui  et  ipse  seu  Uli  oppositus  erit  inter  ipsius  P  factores  prout  ij  >  /■  aut  i^  <i  r. 
Itaque  si  in  serie  numerorum 

m  vicibus  evenit,  ut  post  numerum  aliquem  i,  inveniatur  minor  numerus  i,,  totidem 
vicibus  producti  P  factor  aliquis  signum  mutat,  sive  Permutatione  indicata  mu- 
tatur P  in 
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eritque  Pei-mutatio  positiva  aut  negativa  proat  m  par  aut  iinpar  est.     Quam 
regulam  olim  Gel.  Gramer  dedit,  III.  Laplace  demonstravit. 
Sint 

quicunque  indicum  0,  1,  2,  ...,  n  —  1,  ac  consideremus  eam  Permutatioiiem, 
qua  mutatur  *o  ii^  h,  h  in  h  ©^c-  ^^  postremo  «„,  in  %.  Ad  eandem  Permuta- 
tioneni  pervenimus,  si  primum  i^,  cum  «',,  deinde  i^,  cum  4  etc..  posti-emo  %  cum 
/„  commutamus,  Unde  uiia  illa  Pei-mutatio  obtinetur  m  vicibus  commutando 
duo  elementa,  ideoque  est  Permutatio  positiva  aut  negativa  prout  m  par  aut 
impar  sive  prout  indicum  numerus  m-\-\  impar  aut  par  est. 

Ponamus  Permutatione  aliqua  proposita  quacunque  mutari  indices  i^  in 
t'i,  i'i  in  ii,  4  in  {3  ac  generaliter  ii,_i  in  4:  pervenitur  tandem  ad  indicem  i,„, 
qui  in  ^  mutatur,  neque  antea  ad  aliquem  praecedentium  indicum  i'editur. 
Ponamus  enim  in  serie  indicum  4,  i^.  4,  . . .  inveniri  indicem  i,.,  qui  in  indicem 
aliquem  praecedentem  i„  mutetur:  cum  Permutatione  quacunque  mius  tantum 
index  in  datum  quendam  indicem  mutetur,  fieri  debet  4  =  4_i,  ideoque  etiam 
4_,  =  ij^^,  4-s  —  *t-3  ßt  ita  porro  usque  dum  habeatur  i,,_i^i  =  %.  Ünde  fit 
4_i^.i  =  i^,  ideoque  indicem  4?  I^i  ii^  indicem  aliquem  praecedentem  %  mutatur, 
semper  antecedit  index  i„,  qui  in  4  mutatur.  Si  indices  '4,  /,,  ....  i,„  non 
cunctos  effingunt  indices  0,  1,  2,  . .  .,  n,  et  Pei*mutatione  proposita  reliqui  in- 
dices quoque  inter  se  commutantur:  sit  eorum  aliquis  h^,  rui-sus  habetur  cyclus 
indicum 


qui  Permutatione  proposita  quilibet  in  proxime  sequentem,  ultimus  in  primum 
mutantur.  Si  ita  pergimus  usque  dum  omnes  indices  exhauriantur,  patet  pro 
unaquaque  Permutatione  indices  una  quadam  et  necessaria  ratione  disponi  posse 
in  cyclos,  ita  ut  indices  in  singulos  cyclos  dispositi  ea  Permutatione  quilibet 
in  proxime  sequentem,  ultimus  in  primum  abeant, 

Proposita  Pei-mutatione  aliqua,  disponantur  secundum  antecedentia  indices 
0,  1,  2,  ...,  n  in  cyclos,  quoruni  numerus  sit  2-*)  singulique  cycli  respective 
formentur 

indieibus  ita  iit  sit 

Si    cyclus    aliquis    unico  indice   constat  sive  antecedeiitium   mmieroram  «,    etc. 
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aliquis  utiitati  aequalis  est,  index  ille  non  in  alium  neqiie  allus  in  eum  mutatur. 
Ciiilibet  cyclo  k  indicibus  constanti  vidimus  respondere  Permutationem,  quae 
obtineri  potest  k  —  1  vicibus  duofe  indiees  inter  se  commutando.  Unde  Per- 
mutatio  proposita  obtineri  potest 

«i+ajH-ßjH f-ttp — p  =  n-i-1 — p 

vicibus  duo  elementa  inter  se  permutando*).  Unde  Permutatio  proposita  est 
positiva  aut  negativa  prout  n-i-1 — p  par  aut  impar  est,  sive  prout  detrahendo 
de  numero  indicum  numerum  cyclorum,  in  quos  indiees  Permutatione  proposita 
discedunt,  residuum  par  aut  impar  fit.  Hanc  pulchram  regalam,  qua  Permutatio 
proposita  positiva  an  negativa  sit  cognoscatur,  dedit  111.  Caucliy  (Lc.  Pol. 
call.  17  p.  41). 

4. 
Propositis  Qi-\-\y  quantitatibus 

in  quibus  indiees  et  superiores  *  et  inferiores  k  valores  omnes  0,  1,  2,  .  .  .,  n 
induant,  producatur  terininus 

ex  eoque  numerus  1.2.3...(n-l-l)  terminorum  simUium  formetur  indiees  aut 
superiores  aut  inferiores  omnimodis  inter  se  permutando.  Singulis  deinde  ter- 
minis  signum  aut  positivum  aut  negattvum  praefigatur,  prout  Permutationes, 
quibus  e  termino  aa[a'2...a^^^  obtinentur,  positivae  aut  negativae  sunt,  omniumque 
1 . 2 . 3  . . .  («  -I- 1)  terminorum  suis  signis  acceptorum  fiat  Aggregatum ,  quod  de- 
signabo  per 

Eiusmodi  Aggregatum  R  praeunte   III.  Gauss   aliisque  Determinans  appeUabo, 
ipsas  quantitates  dl    Detenninantis  elementa,  et  cum  ipsius  R  terminus  quilibet 
e  ».-Hl  elementis  producatur,  ipsum  R  dieam  Determinans  (w-i-l)"  grudus. 
(.Quilibet  Detenninantis  R  tei'minus 


*)  Patet  simiil,   paueiorihus   commutationibus    duorum   elemeiitorum  Permutationem   propositato  ob- 
L  poase. 
**)  Imlkem   (Ü)   in   genere   noE  scribo   ita  ut  a    ,  a  ,  a  loco  o^'',  o^ ',  a-J  pojiatur  vel  quanlitates 

respet'tive  dicantuv  inferioi'e  aut  superiore  awt  utroque  indice  (0)  affetti. 
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e  iermino  (i„a',al^ ...o^  duplici  modo  obtineri  potest,  sive  loco  indioum  inferioi-uni 
0,  l,  2,  .. .,  )i  ponendo  respeetive  k,  k',  k",  .. .,  /u'"',  sive  ponendo  0,  1,  2,  .. .,  n 
loco  indicum  superiorum  k,  k',  k",  .  .  .,  k'"\  Quae  Permutationes  sunt  reci- 
procae  ideoque  ad  eandem  classem  pertinent;  ande  Detenninaiitis  termini  iisdem 
slgiiis  afficiuntur,  regula  signorum  apposita  sive  inferiorum  sive  superiorum 
indicum  permutationibus  adhibeatur.  Cum  nova  Permutatione  quaeunque  facta 
eiusdem  classis  Pennutationes  siraul  omnes  in  eadem  classe  inaneant  sive  omnes 
simul  in  oppositam  classem  transeant,  seqnitur,  quacunque  indiaim  superiorum 
mferm'umife  Pei'miitaHone  Determinans  aut  non  mutari  atil  valorem  oppositiim 
indiiere.  Porro  cum  binorum  indicum  Permutatione  classis  Permutationum  po- 
sitiva  in  negativam,  negativa  in  positivam  abeat,  sequitur,  hinos  quoscunque 
sive  stipei'iores  sive  wferiores  indices  permtifando  Determinans  valorem  opposituin 
induere.  Quae  Determinantis  proprietas  principalis  et  cbaracteristica  est.  Unde 
haec  altera  fluit  propositio  fundamentalis,  evanescere  Dete?-minans  quodes  hini 
indices  sive  superiores  sive  inferiores  inter  se  aequaks  existunt,  siquidem  breviter 
indices  inter  se  aequales  dicimus,  ubi  quantitates  iis  affeetae  aequales  sunt. 
Scilicet  sl  duo  indices  inter  se  aequales  sunt,  eorum  permutatione  nihil  mutatur, 
qua  tarnen  permutatione  cum  per  proprietatem  characteristicam  Determinans  in 
valorem  oppositum  abeat,  fieri  debet  R  =  — R  sive  R  =  0. 


Adnotamus  casus  quosdam  speciales,  quibus  Detenninantia  in  simpliciorem 
formam  sive  etiara  in  unieum  terminum  redeunt.  Exhiblto  Determinante  R 
seqnente  modo: 

ubi  m  <Z  n:  ponamus,  pro  omnIbus  ipsius  i  valoribus 

0,     1,     2,     .  .  .,     m— 1 
esse 

(2)  4")  =  «('"+'>=...^«|"'=o. 

Reiiciendo  Determinantis  terminos  evanescentes,  ii  tantum  remanent  termini 


in  quibus  indices  inferiores 
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coiiveniLiiit  cum   nuinens 

m,     7M+1,     .  .  .,     n; 
ordinis  respectu  non  hab'ito.     N"am  si  indicum  *''"',   ^'"'■'■''  etc.  vel  unus  aequaret 
aliquem  numeromm  0,  1,  2,  .  . .,  m  —  1,  terminus  ex  hypotbesi  facta  evanesceret. 
Unde  sequitur,   quia   in  quolibet  Deteiininantis  termino   indices   elementis  sub- 
scripti  omnes  inter  se  diversi  esse  debent,  reliquos  indices  inferiores 

ordinis  respectu  non  habito,  convenire  cum  numeris 

0,    1,    2,     .  .  .,    m— 1, 
neque  valores  m,  m-l-1  etc.  indiiere.     Qua  de  re  eruuntur  ciiiicti  Determinantis 
termini  ex   uiio 

seorsini  inter  se  permutando  indices 

0,    1,    2,     .  .  .,    m— 1 
atque  indices 

m,     m+1,     m-i-2,     .  .  ,,     «, 
signis  insuper  ancipitibus  -H  ita  determinatis,  ut  termini,  qui  binorum  indicum 
permutatione  alter  in  alterum  abennt,  signis  oppositis  afficiantur.     Unde,  fit 

(3)  R = .^iaa;...«;,;^/'-^^«!:'«!":^"--  «i"*, 

sive  habetur  Pi-opositio: 
I.  Quoties    pro*  indicis  k  valoribus  0,   1,  2,  .  .  .,  m  — 1  evanescant  elementa 
«['"',  c4"'"^'\  .  .  .,  a[''\  Determinans 

abire  in  productura  e  duobus  Determinantibus 

Prorsus  eadem  valet  Propositio,  si  pro  indicis  *  valoribus  0,  1,  2,  . . .,  m— 1 
elementa  rt''',  al',!^_i ,  .  . . ,  a^'*  evanescunt.  Si  in  Propositione  antecedente  insuper 
pro  indicis  i  valoribus  0,  1,  . . .,  /— l  evanescunt  elementa  a,  ,  a^^ ,  •  ■  ■,  «,"' , 
Determinans  R  in  productum  e  tribus  Determinantibus  abit  et  ita  porro. 

Est  casus  simplicissimus  Propositionis  antecedentis,  quo  elementa  certo 
quodam  indiee  superiore  affecta  pro  indicibus  inferioribus  praeter  unum  Omni- 
bus evanescunt,  quippe  quo  casu  alterum  Determinantium,  e  quibus  R  producitur, 

46* 
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in  shnplex  elementiim  abit,     Sit  eniin 

aW  =  aW  =  -  =  a;;l,==0, 
fit: 

Si  insuper  fit 

eadem  ratione  e  (4)  sequitur: 

Sie  pergendo  eruimus  Propositiooem  hanc: 
II.  Evanescentibus  elementis  omnibus 

^(«,]        ^["H-l)        _    _    _         ^C") 

in  quibus  respeetive  index  inferior  i  indicibus  superioribus  m,  m-H-1,  ...,  n 
minor  est,  fieri 

S±aa^a,^...a^    = '*m '^^-i-i  ■■■">.   -^^aMi-'-^m-i  ■ 
ünde  ponendo  in  =  1  sequitur: 

III.   Evanescentibus  elementis  omnibus,  in  quibus  index  inferior  indice  superiore 
minor  est,  Determinans  in  unicum  terminum  abire  vel  fieri 


E  Propositione  II.  sequitur  hoc  Corollarium: 
IV.   Evanescentibus  elementis  omnibus 


in  quibus  Indices  inferiores  superioribus  minores  sunt,  si  insuper  habetur 

a'"'^  =  a''""^^''  =  ..-  =  «'"'  =  1 . 
fit 

E  qua  Propositione  patet,  quodlibet  inferioris  gradus  Determinans  haberi  posse 
pro  Determinantis  altioris  gradus  casu  speciali. 


Designemus  per 
Aggregatum  omnium  Determinantis  H  terminorum,  qui  per  quantitatem  a^    multi- 
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plicati  sunt.     In  quovis  ipsius  R  termino 

elemeiita  Ct,  a,,.  etc.  indicibus  cum  superioribus  tum  inferioribus  omnibus  inter 
se  diversis  gaudent.  üiide  terminos  Aggregat!  A\^^  non  ingredi  possunt  quanti- 
tates  a^^,  in  quibus  index  saperior  valorem  /  vel  inferior  valorem  g  habet. 
Porro  cum  in  quovis  ipsias  R  termino  elementum  unum  sit  nee  plura,  quod 
datum  indicem  superiorem  t,  unum  nee  plura,  quod  datum  indicem  inferiorem 
k  habeat,  sequitur,  singulos  Determlnantis  R  terminos  per  unum  elementorum 
«',  al\  ...,  «^''  neque  vero  per  plura  eorum  simul  multiplicari  nee  non  per 
unum  elementorum  a^,,  a^,  .  . .,  a^  neque  vero  per  plura  eorum  simul  multi- 
plicari,    Vocabantur  autem 

a'-^Ä'^\    a^'"'^"''      .  .  .       w''U'''* 

Aggregata  terminorum  Determinantis  R  respcctive  per  a' ,  a{ ,  .  . . ,  a^^  multi- 
plicatoruin,  unde  fieri  debet 

porro  erant 

Aggregata  terminorum  Determinantis  R  respective  per  a,.,  «1,  .  .  .,  a^"'  multiplica- 
torum,  unde  iieri  debet 

(2)  R  =  ß^^^+a^^H h«f  ^'i'- 

Tribuendo  indicl  i  vel  k  valores  0,  1,  2,  .  .  .,  n,  e  quaque  duarum  formularum 
(1)  et  (2)  obtinentur  n  +  l  repraesentationes  diversae  Determinantis  R. 

Determinans  R  est  singularum  quantitatum  al^  respectu  expressio  linearis, 
atque  ipsius  al  Coefficientem,  qua  in  Determinante  R  afficitur,  vocavimus  A^'; 
unde  adhibita  differentkliura  notatione  ipsum  A'l'  exhibere  licet  per  formulam 

Hinc  si  quantitatibus  al    incrementa  infinite  parva  tribuimus 

daf, 
siniulque  R  incrementum  dR  capit,  fit 

(4)  dR  =  2Afda^^, 
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siquidem  sub  signo  summatorio  utrique  ind'ici  i  et  k  valores  0,  1,  2,  .  .  .,  n 
eonferimtur. 

Binos  indices  superiores  i  et  /'  comiiiLitündo  cluh  R  in  —li  abeat, 
sequitur,  Aggregatum  termüiorum  ipsius  R  per  al  multiplicatorum,  o^Al,  ea 
coramutatione  abire  in  Aggregatum  terminoruin  ipsius  — R  per  «/  mtütiplica- 
torum,  — öi'A'^  Unde  sequitur,  ponendo  i  loco  i'  ahire  ßt^  in  — ^^^i  eadem- 
que  ratione  probatur,  fonendo  k  loco  k'  abire  A^  in  — A^..  Unde  etiam  sequitur, 
simul  ponendo  i  loco  %',  k  loco  k\  siquidem  i  et  i',  k  et  k'  inier  se  diversi  sint, 
abire  -Af  in  A^}. 

Obtinetur  a-  ^l',  si  in  termino 

elementuin  af  ininuitiitimi  uianet  rgliquorum  indicibus  superioribus  vel  inferiori- 
bus  permutiitis.  luide  fit 

unde  prodit  /ij.''  loco  inferioris  indicis  k  ponendo  i  et  signa  mutantlo,  sive  fit 

Vel  etiiim  si  {  et  k  a  0  diversi,  obtinetur  A^    ex 

loco  indicis  superioris  ('  et  inferioris  k  ponendo  0, 

Ooininutando  indices  inferiores  cum  supeiioribus  non  niutatur  Deter- 
mlnans  R;  simnl  termini  in  %!  ducti,  «*  -^j ,  abeunt  in  terminos  in  a\ '  ductos, 
af  Af ;  unde  in  quantitatihus  a^  commutando  indices  inferiores  cum  superiorihus 
abeunt  quantitates  Af  in  Af  siee  etiam  in  quantitatibus  A^  indices  inferiores 
cum  superioribus  commutanhn:  Hinc  etiam  sequitur,  quoties  pro  omnibus  in- 
dicihns  i  et  k  fiat 

fieri  etiam 

Af  =  Af. 
Gommutatis  enim  indicibus  superioribus  et  inferioribus  omnium  al ,  ipsa  .4^'    non 
mutatur,  cum  eins  elementis  aequivalentia  substituantur ;  ea  autem  commutatione 

vidimus  abire  AI    in  A^ ',  unde  utrumque  inter  se  abquäle  evadere  debet. 
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Statuamus,  pro  dutis  dLiobus  indieibus  i  et  ('  fieri 

c»)  <■'"  = «'"',  «',"  =  «f,  •  ■ .,  «!:'  =  «f , 

propter  proprietatem  eius  fundamentalem  evanescit  valoi"  Detei'rainantiy  R. 
Hiiic  repraesentando  Determinans  R  per  foi'miilam  (1)  ac  snbstitiiendo  (5) 
eruimus: 

(6)  0  =  a"''^"'+«f*^fH H«l'''^l^- 

Haec  aequatio  inventa  quidem  est  supponendo,  quantitates  al  ipsis  a^  respective 
aequales  esse,  sed  cum  expressionem  ad  dextrani  aequationis  (6)  quantitates 
a,',  «2,  .  . ,,  al  omntno  non  indegi-ediantur,  aequatio  (6)  identica  esse  debet. 
Ac  perinde  invenitur,  designante  k'  indicem  quemcnnque  a  k  diversum,  quoties  sit 

(7)  «A  =  «i-,     «^  =  «j,,     .  .  .,     d^"'  =  fi-^, 
identice  fieri: 

(8)  0  =  a^.A^+a^,A\^ HöJ^^jf . 

Substitnendo  foriiuiias  (3),  inventas  fomiulas  (1),  (2).  (6).  (8)  sie  quoqiie  ex- 
hibcrc  licet: 


(9) 


SR 

ort"' 

+  »? 

SR 

-+■■ 

■■+rtf 

SR 

+  "1 

+■■ 

■+rtf' 

SR 

Saf 

8R 
So» 

-t-rtf 

,   6iä 

-+■ 

..+  ,/' 

.,   SR 

SR 
Srt, 

■+<.;, 

öS 

--H- 

■■+«;■ 

,    SR 

(10) 


Quae  sunt  aequationes  differentiales  partiales,   quibus  Determinans  R  satisfacit. 

7. 
Per  formulas  §.  pr.  traditas  theoria  resolutionis  algcbraicae  aequationiim 
lineariam  facile  absolvitur. 

Proponantur  enim  aequationes  lineares 

[u   =at     +«,(,  H h«,,*«, 


0) 


ut  eruatur  ineognita  if.,  aequationes  propositae  rtispective  per  A^,  -4^, 
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multiplicentur  et  post  multiplicationem  factam  instituatur  summatio:  in  summa, 
illa  evanescunt  e  (8)  §.  pr.  CoSfficientes  ipsarum  t,  ?, ,  ....  ^  praeter  Coef- 
ficientem  ipsius  t^,  quae  e  (2)  §.  pr.  aequalis  evadit  Determinanti  R,  sive  fit 

(2)  Rt^  =  ^,m+4m,h \-Afu 

Qua  in  formula  tribuendo  ipsi  k  valores  0,   1,  2,  .. 

aequationum,  quod  incognitarum  valores  suppeditat: 

\Rt  ^=  Au -i-A'u, -\ h^'"'« 


(3) 


\Rt, 


u+A^u^-\ h-^i"'« 


erulmus  hoc  systema 


[Rt^=  ^„M+^^Mj-l l-A™M^. 

Prorsus  eadem  ratione,  propositis  aequationibus  linearibus 

|s  =ar-\-a'n-i Ha'''V„, 

L    —  „  c-u^'r-l l-nt"',- 


eruimus  e  (6),  (2)  §.  pr.: 


C5) 


iRr   =As 

R)\  =  A's 


-\-A\s 


■■■+As„ 

■■■-^aU,, 


Coramutando  elementomin  a„''  indices  superiores  et  inferiores  aequationes 
(1)  et  (4)  in  se  abeunt;  et  cum  simul  ipsorum  A^  indices  superiores  et  in- 
feriores commutentur,  Determinans  R  immutatum  maneat,  simul  etiam  aequa- 
tiones (3)  in  (5)  abire  debent.  Unde  alterum  aequationum  systema  de  altere 
derivari  potest.  Sed  idem  obtinetur  absque  ulla  cognitione  rationis,  qua  quan- 
titates  R  et  Ä^    ex  elementis  a^    componuntur,   obseirando  e  (1)   et  (4)  lieri: 

(6)  M)-4-M,J-,H i-u„r„  =  ts-i-t,s,-\ [-t„s„, 

ac  substituendo  in  hac  aequatione  ipsarum  t,  ;,  etc.  valores  e  (3)  petitos.  Ipsum 
Determinans  R  dicamus  ad  aequationes  (1)  vel  (4)  pertinere  sive  earum  aequa- 
tionum Determinans  esse. 

Aequationes  (6)  §.  pr.  docent,  propositis  n  aequationibus 


ro 


0  = 

at 

+a,' 

+■ 

■+«A, 

u  = 

a' 

^a[t 

+■ 

■+<(», 

0  = 

«' 

h+a': 

(,+■ 

■^'^'K 
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in  quibus  ipsi  a  iion  tribuatur  index  superior  /,  fieri 

(8)  t:t^:...:f^^A^'^:Af:...:A'-^, 

nisi  omnes  t,  (,.  ....  („  siiniil  evuiiescaiit.     Ut  etiam  acquatio 

iocitm  habest  sive  ut  in  (1)  quantitates  7(,  ti'  etc.  simul  omnes  evanescere  possint, 
tieri  debet  e  (1)  §.  pr. 

(9)  R  --=  0. 

Eademque  ratione  patet,  evanescere  Deterniinans,  si  exstent  n-\-i  quantitates 
nou  simul  omnes  evanescentes  r,  r',.  .  .  ..  7\  tales,  ut  siraul  lociim  habeant 
/i-t-1  aequationes 

[0  =  «.■+«■<■,+  . ■•+a'-',-,„ 

Seilicet,  inultiplicentin- aequationes  pi'accedentes  per  A''^,  AJ''.  ....  .4j,'',  invenitür 

addendo  e  (1),  (6)  §.  pr. 

fj  =  r^E, 
qua  aequatione,  cum  e  suppositione  facta  unum  certe  non  evanescat  rj,  Deter- 
niinans li  evanescere  patet.     Quoties  igit>ir  aequationes  (7)  vel  (10)  Jocum  habent 
neque    earutn    Determinaixs    R    evanescit,    certo    incogmtae    t.   t-^.   .  . .,    ;„    vel  r, 

?'[,  ....  r^  omnes  simul  evanescere  dehent. 

Quaecunque  proponantur  aequationes  lineares  (1),  ex  iis  semper  sequun- 
tur  aequationes  (3)  neque  uUus  est  exceptionis  locus.  Eruntque  incognitarum 
valores  aequationibus  (3)  prorsus  determinati  iique  finiti,  nisi  evanescat  Deter- 
niinans. Evanescente  autem  Determinante  usu  venit,  ut  incognitae  aut  in  in- 
iinitum  abeant  aut  indeterminatae  evadant.  Seilicet  aequationum  (3)  parte 
dextra  simul  evanescente  atqiie  Determinante,  incognitarum  valores  fonnam 
indeterminatara 

0 

o' 

induunt.  Sed  haec  res  variis  adliuc  quaestionibus  ansani  praebet.  Eieri  euim 
potest,  ut  inter  quantitates  infinitas  vel  indeterminatas  variae  relatioiies  lociim 
habeant,  unde  evanescente  Determinante  varii  casus  evenire  possunt  et  pro 
singulis  criteria  propria  assignanda  erunt.  AfFeram  exemplum  geometricam. 
IIE.  47 
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Proposita  superficie  seeuiidi  gradus,  dantui-  Coordinatae  centri  tribus  aequa- 
tionibiis  linearibus.  Quarum  aequationum  Determinante  non  evaiiescente,  haben- 
tiir  Ellipsoidae  et  Hyperboloidae.  Sed  evanescente  Determinante  habentur 
Paraboloidae,  si  Coordinatarnm  valores  evadunt  infiniti,  ita  tarnen  ut  centruni 
licet  infinite  remotum  in  data  recta  iaceat.  Prodit  Cylindrus  ellipticiis  aut 
hyperbolicHs  aut  systema  duorum  Pianorum  se  intersecantium ,  si  evanescente 
Determinante  Coordinatarum  valores  indetermiiiati  evadunt,  ita  tarnen  ut  centruin 
rursus  in  data  recta  sed  ubicunque  iaceat.  Cylindrus  iit  parabolicus  si  centrum 
in  infinitura  removetur,  ita  tarnen  ut  in  dato  piano  iaceat.  Determinante  igitur 
evanescente  inter  varios  adhuc  casus  naturae  maxime  diversae  distinguendum 
est  et  pro  singulis  criteria  algebraica  afferenda  erimt.  Quod  tarnen  pro  numero 
quocunqiie  aequationum  linearium  pauUo  prolixiim  videtur  negotium. 


Adnotavit  III.  Laplace,  unmiiqnodque  Determinans  repraesentari  posse 
ut  Aggregatum  productorum  pluriuin  Determinantium  inferiorum  graduum.  Quae 
res  ita  se  habet,  Discefpatur  numerus  n  in  plures  alios  numeroH  veluti  in 
quatiior,  ita  ut  sit 

n  =  i-f-i+;+m; 
distribiiantur  indices  0,   1,  2,  ....  n  in  quatuor  classes  ('-hl,  l<,  l,  m  indieibus 
constantes.     Üx.  gr.  constituant  indices 


0,           1, 

.,     /:     primam, 

i+1,     /-j-2, 

.,     k     secundam, 

k+1,    Ä+2, 

.,     l      tcrtiani, 

;+l,     1+2, 

. ,     n     quartam 

Quae 

classes    omnimodis 

sibi 

invicem  inserantur 

ordine   numerorum 

cuiusvis  elassis  non  mutato,  ita  ut  in  Pernmtatione  proveniente  non  fiat  ut 
index  minorem  aliquem  eiusdem  elassis  antecedat.     Sit  eiusmodi  Permiitatio 

«W,     u('\     a<^'>,     .  .  .,     ßW 
ac  designemus  per 

Aggregatum  omnium  expressionum,  quae  e  data  expressione  eiusmodi  Permuta- 
tionibus  proveniunt,  signis  -+-  aut  —1  praefixis  prout  Permutatio  positiva  aut 
negativa  est.     His  positis  in  singulis  terminis  expressionis 
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loco  Ikctoriim 


„(1)  „(1)      „w 

('■+1)    t'+ä)         (*) 

(H-l)    (H-2)           (") 

scribantur  Determlnantia 

vH-  „(«)  ^(1)       „(') 

«'" 

y-i-„»+i)„ö-i-5)      c: 

'            ■^+0''"^'*«':''''^' 

^('0 

prodit : 

Demonstratio  inde  patet,  quod  omnes  obtineautur  Perniutationes,  primum  iiidices 
ita  permutando,  ut  indices  eiusdem  classis  cei-tiim  quendam  ordinem  servent,  ac 
deinde  rursus  eiusmodi  classis  indices  omnimodis  pennutaiido.  Nuiueras  pi-o- 
ductormn  Determinantium,  quae  Aggregatuin  S  amplectitur,  est 

I.2.3.. .(«+!)        ^ 

1.2.3...(i+l).1.2.3...A.1.2.3...L1.2.3...m' 

Formula  proposita  expediri  potest  Deterroiiiaiitis  indagatio,  si  Deterinliiautia 
partialia,  quae  singuloruin  produetorum  factores  constitiKint,  valoribns  simplici- 
biis  gaudent. 

9. 
Accuratius  examiiiemns  Deterrainantia  (11  —  V)"  gradiis.  e  qiiibus  per  Deter- 
niinantia    secundi    gradus    uiultiplicatis  Determinaus    II   coinponitur.      Proposito 
Determinante 

termijiorum  elus  per  a^   a,j.     miiltiplicatorum  voceiiuis  Aggregatum 

Ipsi  /'  et  /"  nee  noii  (j  et  <J  quilibet  esse  possunt  indices  ex  ipsis  0,  1,  .,.,  n 
a  se  diversi.     In  terminis  Aggregati 

non  inveniuntur  elementa  indicibus  superioribus  f  et  f  neque  elementa  indici- 
bus  inferioribus  g  et  g'  affecta,  quippe  idem  Determinantis  R  terminus  binos 
non  habet  factores  eodem    indice  superiore  vel  inferiore   affectos.     Qua  de  re 

47* 
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indices  /  et  /"  vel  g  et  g'  intei-  se  permiitantlo  ipsuni  A^'l^  miitationem  iioii 
siibit,  ideoque  abit  expressio  (1)  in 

(3)  <^P'^'-^':!^- 

Eadem  aiitem  perinutatione  cum  R  in  — R  nint^tiir.  ei'it  (3)  Aggregatuui  ipsiiis 
— R  terminoruiii,  qui  per 

multiplicantiii",  ideoque  tsrit 

(4)  — 4"'''4''-^^,'9'' 

terrainoruni  ipsiiis  R  per  «^    a-g.    nndtiplieatoiniin  Aggregatnm  sive 

QiiEi  de  re  eontinebit  R  terniinos  provenientes  e  prodiicto 

iique  termini  Determinantis  R  eriint  omnes,  in  quibus  duo  elementa  indicibiiy 
superioribus  f  et  /"'  atfecta  indicibiis  inferioribus  g  et  g'  gaudent.  At  quivis 
ipsius  R  terminus  continet  dno  elementa  alteriim  indice  superiore  /  alteruin 
indice  superiore  /'  affectiim  nee  non  duo  elementa  alterum  indice  inferiore  g 
alterum  indice  inferiore  «/'  affectum,  quia  cuiusvis  termini  elementa  singula  sin- 
gulis  indicibus  cum  superioribus  tum  inferioribus  afticiuntur.  Unde  obtinetur 
R  summando  omnes  expressiones  (6),  in  quibus  pro  üsdem  /  et  /'  sumuntur 
pro  g  et  g'  bini  indicum  0,  1,  2,  . . .,  n  vel  etiam  in  quibus  pro  üsdem  g  et 
g'  bini  indicum  0,  1,  2,  .  . .,  n  ipsis  f  et  /''  substituuntur.  Qua  de  re  si  pro 
i,  i'  vel  pro  k,  k'  bini  diversi  indicum  0,  1,  2.  ....  n  sumuntur,  Ipsi  auteni 
/)  /'>  9>  ü'  *^^t^  Indices  sunt,  obtinetur 

Facile  etiam  ipsa  A,j  e  quantitatibus  A'!^'/^.  componitur.  Erat  enim  (i.j  Al^' 
Aggregatum  terminorum  Determinantis  R  per  a^J^  multiplicatorum:  qui  termini 
cum  insuper  per  unum  elementorum 

^(/-)      ^(y)     .^1/-)  ^(.n 

oniisso  elemento  a,j    ,  vel  etiam  per  unum  elementorum 
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omisso  etemento  '/,,'    multiplicati  esse  debeant,  obtmetur: 
(8)  '     A''^  --  cy^A{-j;^a['-' A-'f-i-.-^a'-p A{'/^ 


(9) 


A'' 


iibi  respectlve  tentiini  per  a^\  aj    multiplicati  oinittendi  snnt. 
Desigiienms  br.  causa  per  (k,  k!)  expressionem 
(10)  ''lf'{,'  =  (k,  k'), 

ita  Lit  sit 

(k,  k')  =  —(k',  k). 
Fit  e  (8)  ipsi  //  substitiiemlo  rmiiieros  U.   1,  2,  ....  ;;: 
'  '  ^        ,        -i-aY'^O,  i)^a<-/\0,  2)+ 

^*-^^  =  ,/-^'(2,  0)-Höf'"''(2, 1)+        *        + 


(11) 


'(0,  n), 
''(1,  «), 


'  =  «<^'>(„,  0)-H«;^'*(m,  l)+<''(«,  2)  +  --4- 
Similes  tbi'inulae  e  (9)  derivari  possunt.  In  aequationibus  (11)  ipsorum  u  ,  a/  , 
etc.  Cotifficientes  in  Diagonali  positi  evaneseunt,  bini  quilibet  Coöffieientes 
Diagoiialis  respectii  symmetrice  positi  valoribus  oppositis  gaudent.  Quae  est 
species  aeqnationiim  linearium  memorabilis  in  variis  quaestioiiibus  analytieis 
obveniens. 

10. 
Qiioiuoduin  sopra  difFerentiando  li  elementi  a'^''  respectu  ipsnm  A^^  ob- 
tinoiimif;.    Ita   ipsum  ^1^'^'.    obtinetur  bis  difFerentiando  Ä  elementornm  a^  ,  a^,  ' 
respectu.     Ex  ipsa  enim  Aggregati  Agf^.   detinitione  eruimus  formiilas 

1,//'  o  R         d  R 

^'^  I         dAf    __    dJp      '_        dA';"    '_      '  öA^> 

In  aequationibiiy  (10)  §.  6  ponatur  i",  k"  loco  i\  k\  fit: 
0  = 

0  = 


SR        (1 

1    SR 

■+«!' 

,  aß 

Sa, 

ÖR 

■+»r 

SR 
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Quas  aeqiiationes   elementomm   a^  ,   a^.    respectu   differentiainus.      übi  ?,   i',  i" 
tiec  non  /■,  k\  k"  a  se  diversi  sunt,  obtinemus: 

Si  i"  ipsi  /''  vel  /'  aut  /:"  ipsi  k'  aut  /:  aequalis  est,  eruimus: 

In  forinulls  (2),  (3)  statuendiim  est: 

Ä^^.  =  ^1;^  =0, 

sive  omitteridi  sunt  termini  in  quibiis  ipsius  A'(i..  indices  sive  superioi-es  sive  in- 
feriores aequales  existunt. 

Multiplicemns  aequationes  sequentes, 

0  =  «  A^+aA[^ ha'^Ul"'', 

0  =  a,^,-hfl!  A[-\ hafW-;\ 


res 

E  = 

i',At+«[''''t+- 

■.+«;-u<", 

per  facto 

0  =  < 

7^Jj.+  ß',.4j  +  - 

■■+<.;:' ,<:" 

additione  facta  seciindum  (2)  evanescunt  in  dexti-a  parte  termini  omnes  per 
Af  Ät  etc.  multiplicati  praeter  eos,  qui  per  A^l',  4f''  multiplicati  sunt  et  qui 
secunduro  (3)  evadunt, 

4?.Af,    ^A^.aT- 
Unde  prodit  fonnula: 

sive 

d'R       _    dR       3R   _    dR       dR 
^^  öafda^}    ~    daf  "  d^}         8^  '  da'p  ' 

Evokitione  productorum  facta  habetur  formula  identica: 

+(4<'Ui;2-4,  Jf  )(^?  a!»~a$,  4')  =  a 
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In  qua  siibstituendo  (4)  et  dividendo  per  li  prodit  fornuila: 

(6)  ^'^l'^'^.l--.■+-^'S-^'S'^■-^^Z■'■^^■M'  =  '^' 
!ic  siiniliter  demonstratnr 

(7)  Ä^.A'^f'-hA^^.A^i^'-hA^^^A'^  =0, 
Per  aliam  fonnulam  ideiitieain  notissimam  obtinetur  e  (4): 


(9) 


dR  ö'Ii  ÖR  ö^R  dR  d'R 


1    daf     aafSa'-p         SJf      Sa\ 

■"'aai? 

K'' 

c)<a,ir 

Attvocando  formulas  (1)  obtines  e  (8) 

(111)                     '^             -^"^'^v 

Af 
8 — - 

A'; 

--- 

^r''4; 

ao<?           ^!:'/iS:'  ' 

a«';:> 

^f-i? 

Foi'mulae    praecedentes    Ol.    Bezoiit    beiie    innotuerunt,    ejiriimque    in    variis 
quaestionibus  usus  est. 

U. 
Formula  (4)  §.  pr.  ad  generaiiiis  t'orinularum  systema  pertiiiet.     Vidimiii- 
§.  7.  ex  aequatioiiibus 


(1) 

sequi 
(2) 


("' 

+«, 

t,   --!-■■ 

■■+«.,;, 

,     =M, 

u 

'•  +«; 

(,   +■ 

■■+<' 

.     =",■ 

<■" 

"t+a'; 

"',+■■ 

..+«;■' 

'-I  ="«■ 

I  A^u+Ä^u^-i \-A'fu^^  R.t^, 

\a^u-\-A[u^-\ \-A^^'^u^^  R.f^, 
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at     +c 

'i'i  +■■ 

■■-^aj^ 

+( 

\-+, 

:'„+■■ 

■■+a/^ 

=  M, 

a't    -i-c 

i[t,  +- 

■  ■+«!(* 

+. 

4+, 

.!.«+■■ 

■+<'„ 

=  ", 

a^"t+. 

'f''i+"' 

■■+4'-- 

'(;+' 

'^i+] 

.'.■+.+■ 

■  ■+«*''  t 

.=«. 
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qiiibas  in   forimilis  erat 

(3)      R  =  2±aa...a':f,     A^^"'  =  2±aa[...  a^Z'K     A=2±AA\. 
Aequatioiium  (T)  tantum  ^'+1  primas  consideremus : 


(4) 


earumque  ope  detennineinus  l,  t,,  .  .  .,  /,  per  reliquas  qaüotitateö  /(._|_,.  fi,..^..^  etc., 
atque.per  u,  u,,  ....  iii..     Prodeat 

([iia  in  t'ormula  erit 

Quod  patet  obsei'vando,  obtineri  aequationes  (4)  e  (l)  poneiido  »  ^  k  ac 
ipsorum  'f,  loco  poiieiido 

SiiiiilitLT  e  «.  — /u-hl  postreinis  aequatlonutn  (2)  deterinineraus  quantitates  '/j., 
«(+1,  .  - -.  '>■',,  pei"  reliqnas  ?/,  tfi.  .  .  .,  »;._,  et  per  quantitates  ^j.,  ?(.+i,  .  ,  .,  4  = 
quo  t'aeto  prodeat: 

(7)  A'M+fiiMr! -l-iVwt  ==  ft?t-4--/''m?i+iH hKU,, 

erit 

Aequationes  (5)  et  (7)  inter  se  convenire  debeiit,  nam  per  aeqiiatioiies  jjropo- 
sitas  (1)  unico  tantum  modo  expiirai  potest  4  per  4+,,  ^^.s,  .  .  .,  t,„  u,  ?/,,  . . .,  u-i,. 
ünde  fieri  debet 

7A-  _  -Ka 


2ib«a'a"...a'*~''  2±A'-'''A"''^'K..A'-"^ 

■•■'^  ~2±^,'ZZ^^  }i7:s±Afr'Af?:'\..A^'' 


In  hac  Ibriiiula  generali  ipsi  k  ti'ibiiendo  valores 
«—1,    n—2,    M-3,     .  .  .. 
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(10) 


2±c 

a 

n'-" 

./ 

= 

I±A[--"A, 

«) 

2±o 
2±c 

a 

■■■<^t 

-1) 

RA<:> 

-•>A':' 

S± 

■  ■  ■  "<i- 

-■-■) 

2 

Rs±A';z 

I±A[Ä.'. 

2± 

"1 

r^±a:;a 

'...ä:> 

Harum  aequationum  prima  suppeditat 

quae  cum  formula  (4)  §.   pr.   convenit.     Deinde  aequationum  (10)  duas,  tres, 
quatuor  etc.  primas  inter  se  multiplicando,  prodit  formularum  systema  hoc: 


(11) 


[5ztA[A'.^...A'-^'^        =R''~'a. 
Qiias  forraulas  aniplectitur  formula  generalis 

(12)  v±^(*+')^(H-2)___^W  _  R'"-'-':^±aa[...<if'. 

E  qua  aliae  plurimae  profluunt,  indices 

0,     1,     2,     .  .  .,     k,    k-\-l,    k+2,     .  .  .,    n 
omnimodis  pernmtando.    Veluti  si  formularum  (11)  postremam  sie  repraesentamus : 
d:S:izAÄ,Ä'..A'-''^ 

ÖA  •     ='"      ' 


generaliter  liabebitur: 

Ponendo 
fit 


sive  e  §.  6: 

(13) 
Quae  notissima  Ibrmulu  est. 


■ Vt-? ^  ^  a^'R"-'. 

BAf  ' 

2±AA[...A'^^  =  r, 
,   dr         ,      dr  .      dr 

=  R—XAa+A^a^-i h^O' 

SitAA[...A'"^  =  R". 
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12. 


Substituendo  secunduni  (3)  §.  6  ipsis  ^4^    expressiones 

sequitur  e  formiilis  §.  7,  propositis  aequaiionihus  Hnearibus 
(u   =  at    +a^t^  H \-o-J  , 


(2) 


fieri 


R.l 

_   äR 

u  + 

aß 
aa' 

«,+■ 

•■+- 

aü 

aiw 

». 

R.t 

__  äR 

Sa, 

w+ 

SÄ 

M,+- 

■+ 

dR 

a«« 

». 

R.t, 

»+ 

dR 

äal 

M„+- 

■+ 

a« 

a>' 

». 

Propoiiam US  systemata  aequationiim  lineariuin,  in  quibus  omnibus  iidem 
sint  incogiiitaram  Co6fficientes,  et  quae  solis  terminis  mere  constantibus  inter  se 
diffenmt.     Quarum  aequationum  typus  generalis  slt 

\a't    +«!(    H 'ra't      =  Sa' 


(4) 


|o'"'(+ß|'"i,H \^a^^'>t^  =  Saf, 

e  quibus  aequationibus  n-k-1  systemata  proposita  obtineantur  ponendo  ipsius  k 
loco  indices  0,  1,  2,  .  .  .,  n.  Valores  incognitarum  e  systeinate  aequationum 
(4)  provenientes  vocemus 


erit  secunduin  (3): 
(5)  R.t 


dR 


SR 


6a.- 


■■  + 


BR 

da'f 


Unde  tribuendo   indici  k  cunctos  valores  0,   1,  2,  ....  Ji  et  suumiando  prodit 
formula : 

(6)  R{t+t[  +  tl'-^ irt'-^'')^SR 
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sive  etiam 

(7)  i+il-H^a'-l t-i^"'  =  ähgR. 

Expressio  ad  dextram  fonnulae  praecedentis  est  summa  e  valore  primae  in- 
cognitae  e  prinio  aequationum  systemate,  e  valore  secundae  incognitae  e  secuiido 
systeraate  eruto  etc.  Signum  variationis  —  d'  —  functioni  alicui  TJ  elemen- 
torum  a*    praefigendo  intelligo  suminam 

(8)  W  =  J-^J«<', 

designantibus  rfa'''  quantitates  quascunque  et  summa  ad  utriusque  indicis  i  et 
k  cunctos  valores  0,  1.  .  .  .,  n  sive  quod  idem  est  ad  cuncta  Detenninantis 
elementa  extensa. 

Supponamus  typum  aequationum  propositarum  esse 


mutabitur  formula  (5)  in  hanc: 


S»,  So™ 

öR   ,,    ,,        öli   ,,    ,,  oß    ,     ,, 


(10) 

ideoque  mutabitur  (G)  in  hanc: 

(11)  ä((+<  +  Ch \-i^^)  =  m^2-^{i,k\ 

summa  ad  indicum  %  et  k  cunctos  valores  0,  1,  2,  .  .  .,  ?i  extensa. 

Ponamus   inter  Co6fficientes  aequationum  linearium  propositarum  locum 
habere  aequationes 

^(i)  ^  ^(') 

unde  etiam  quantitates 

^^     ^    a(')  ^^     ^    aW 

daf  "      daf 

inter  se  aequales  existunt  (§.  6).     Supponamus  porro  quantitates  (i,  k)  iridieum 
i  et  k  permutatione  valores  induere  oppositos,  sive  fieri 

(12)  (k,  i)  =  -{i,  k),    (k,  k)  =  0. 

48* 
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Quibus  positis  in  summa 

termini 

evanescunt;  porro  pro  i  et  k  diversis  bini  termini 

sese  rautuo  destraunt,  unde  tota  summa 

^  5R    .,  ^, 

evanescit.     Habemus  igitur  hanc  Propositlonem. 

Propositio. 
„Proponatur  aequatloniim  linearium  systema 

a'f>  +a'Jl'>  +-+«>1''    -  äa[  +(1,  k). 


in  quibus 

atque  (?',  ^)  sunt  quantitates  quaecunque,  pro  quibus  lit 

(i,  k)  =  ^(k,  i),     (k,  k)  -  0; 

e  systemate  a  equationum  proposito  formentur  J^  4- 1  systemata ,  ponendo 
pro  ipso  k  indices  0,  1,  2,  .  .  .,  7i,  atque  e  prlmo  systemate  eruatur  valor 
primae  incognitae ,  e  secundo  secundae  etc. :  omniura  summa  aequatur 
variationi  logarithmi  Detemiinaiitis  aequationum  propositarum,  sive  fit 

Hac  interdura  Propositione  solvere  licet  quaestiones  Analyticas  gravissimas, 
quae  primo  intuitu  valde  complicatae  videntur.  Cuius  rei  alia  occasione  tra- 
dam  exempla. 
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13. 
Statuanuis 

(1)  ■•»  =  So»»'"  =  A<"+a';>af'+-WX'' 

ac  vocemiis  i^  Determina.ns  ad  elementa  c'    pertinens.  quod  rursus  («  +  1)''  gra- 
dus  sit,  ita  ut  habeatur 

(2)  P  =  2±cc[4'...c["K 
Est  productum 

(3)  ±cc>;...c;"'  =  ±Saa.Sa'a'.Sa"a"...Sa'-'''>a'-"\ 

quod  siniiiiiai'um  productum  per  unam  suiHmam  repraesentare  licet 

''         1  =±...«1,....:;;.,»..: »;;>,. 

slquidc'in  Signum  summatormm  S  ad  solos  indices  inferiores  m,  ?«'  etc.  referinius. 
quibus  singulis  cuncti  valores  tribuendi  sunt 

0,  1,  2,  .  .  .,  p. 
Permutando  quaiititatum  c  indices  superiores,  indices  superiores  ipsorum  a 
easdem  Permutationes  subeunt;  contra  permutando  quantitatum  c  indices  in- 
feriores, elementoriim  a  indices  superiores  easdem  Permutationes  subeunt.  Pro- 
dit  Determinans  P  ex  aequationis  (4)  laeva  parte,  indices  ipsius  c  superiores 
0,  1,  2,  .  . .,  n  Omnibus  modis  permutando  simulque  signum  positivum  aut 
negativum  praefigendo,  prout  eorum  indicum  permutatio  positiva  aut  negativa 
est.     Qua  de  re  obtinetur  P  ex  expressione 

indices  ipsius  a  superiores  omnimodis  permutando,  slgno  positivo  aut  negativo 
praefixo,  prout  Permutatio  positiva  aut  negativa  est,  unde  fit 

(5)  p=  s(«„, «;,... .a;j,,.^dia„ «;,... .«2,,). 

At  secunduin  Dcterinlnantium  proprietatem  fundamentalem  evaneseit  Deteniiinaiis 

quoties  indicum 

duo  quicunque  inter  se  aequales  existunt.     Qua  de  re  sufficit  in  aequatione  (5) 
Signum  S  referi'e  ad  indicum  m,  m'  etc.  valore-i  a  se  diversos  quocunque  modo 
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e  niimero  indicum  0,   1,  2,  -.-,  p  petitos.     Dlstingaamus  lain  inter  tres  casus, 
quibus  p  <in,  p  =  n,  p^n. 

Sit  p  <C'^;  non  licet  mdicibus  m,  m',  ...,  m'"',  qaoi'uin  numerus  est 
n-\-\,  valores  inter  se  diversos  e  numero^-+-l  indicum  0,  1,  2,  ■  ■  ■,  p  tribuere; 
qua  de  re  semper  evanescit  Determinans 

ideoque  totum  Aggregatum.  quod  slgnum  S  amplectitur.    Qua  de  re  lianc  habemus 
Propositionem. 

Propositio   I. 

„Sit 

/■)  =  «'''«<**-!-«''■' «''''h hß*'^«**' 

quoties  p  <Z  n,  evanescit  Determinans 

lam  secundum  casum  examineraiis,  qui  prae  ceteris  momenti  est. 

S\t  p^n;  indices  inter  se  diversi  m,  m',  . .  .,  m'"'  ex  indicibus  0,  1, 
2,  . .  . ,  n  sumi  debent  ideoque,  cum  utroruraque  idem  numerus  sit,  indices  m, 
m'  etc.  cum  indicibus  0,  1,  2,  .  ,  ,,  n  conveniunt,  ordinis  respectu  non  habito. 
Qua  de  re  eruitur  P  e  fonnula: 

indicibus   inferioribus  Ü,    1,  ...  omnimodis  permutatls,  Ita  tamen  ut  in  utroque 
factore 

<.<.;...»;■',  jia«;. ..«;■' 

eadem  adliibeatur  Permutatio,     At  iis  Permutationibus  Determinans 

S±aa[...alf 
aut  non  mutatur  aut  tantum  signum  mutat.  prout  Permutatio  positiva  aut  ne- 
gativa est.     Qua  de  re  eruimus  P,  si  in  expressione 

indices  ipsorum  ß  inferiores  omnimodis  permutantur  signo  positive  aut  negativo 
electo,  prout  Permutatio  positiva  aut  negativa  est.     Unde  si  poniinus 

(6)  2±aal...a'"''  =  R,     2±aal...af  =  P, 

fit 

(V  .  {'r^^'^' ... 

Qua  formula  haec  continetur  Propositio  in  his  quaestionibus  fundamentalis. 
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P  r  o  p  o  s  i  t  i  o   11. 
„Datis    binis    qiübuseimque    eiusdem    gi-adus    Determinaritibus    eorum 
productum  exhiberi  potest  ut  eiusdem  gradus  Determinans,  cuius  elementa 
sunt  expressiones  rationales  integrae   elementorum  Determinantium  propo- 
sitorum;  videHcet  posito 

f.(')  ^  n«a'*)+ß*''a''^H H«'''a'''' 

atqiie 

R  =  2±aa[...a^'\     P  =  2-±«k,'...«^"',     P  =  ^äzcc[.../^\ 
fit 

P  =  Pi^." 
E  Propositione  antecedente  fliiit  generalior: 

datis  quotcunque  eiusdem  gradus  Determinantibus  eorum  productum  ut 
eiiisdem  gradus  exhiberi  posst  Deterrninans,  cuius  elementa  expressiones  sint 
rationales  integrae  elementorum  Determinantium  propositorum. 

Non  esseiitiale  est,  quod  Prop.  II.  supponitur,   iitriusque  Determinantis 
eundem  gradum  esse;  vidimus  eiiim  §.  5,  quodlibet  Determinans  (m-hl)"  gradus 

etiani  pro   altioris   gradus   Determinante   haberi  posse.     Sit  m  <C  n  atque   sup- 
ponamus  evanescere  cuncta  elementa 

in  quibus  inferior  index  superiore  minor  est,  porro  esse 

,('"'+■'  =  a<"'+-'  =  . . .  =  «f ")  =  1  - 
erit  secundum  §.  5,  IV.: 

Eo  igitur  casu  fit: 

sive  habetur 

Propositio   III. 
„Sit  pro  indicis  t  valoribus  0,  I,  2,  .  .  .,  vi 

/>  =  aWa'*'4.a<''a<^'H hK^w''^ 

pro  indicibus  i  valoribus  maioribus  quam  m 
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erit 

In  parte  laeva  aequationis  (8)  iion  inveniuntur  eleinenta  a,  quorum  index  superior 
ipso  m  maior  est,  unde  in  Prop.  antec.  de  valoribus  eorum  ex  arbitrio  statuere 
licet.     Qlios  si  evanescere  poniuius,  fit  pro  ipso  ;'<m 

pro   ?  >■  m 


14. 
Accedamus   ad   casum,   quo  p^n;   seciindum  formiilani   (,'))  §.   pr.   fit  F 
summa  expressionum 

indicibus  m,  m'  etc.  tributis  quibuscimque  n  +  1  valoribus  u  se  diversis  e  numero 
indicum  0,  1,  2,  ...,  p.  Qua  de  re  ex  ipsis  0,  1,  2,  .  .  .,  p  electis  »  +  1 
numeris  diversis,  hi  numeri  omnimod^  inter  se  pennutati  pro  indicibus  in- 
ferioribus  m,  m',  . . .,  m'"*  sumi  debent,  omnibusque  illis  Permutationibus  pro 
quibuscunque  n-t-l  numeris  factis,  singula  Aggregata  1.2...(n-\~l)  terminorum 
sie  provenientia  sumraanda  sunt.  At  illis  indicum  Inferiorum  m,  m'  etc.  Per- 
mutationibus Determinans 

non  mutatur  aut  solum  signum  mutat,  prout  Permiitatio  positiva  aut  negativa 
est.     Qua  de  re  fit 

sive  fit  F  Aggregatum  e 

(p+l).p.(p^l')...(p-n+i)  ^   (j'+l)-P-(y-l)--(«+2) 
1.2. 3. ..(«+!)  l.2.ä. ..(p  —  n) 

prüductis   biiiorum   Determlnantiura 

quae  obtinentur  quoscunque  n-hl  diversos  numeros  ex  ipsis  0,  1,  2,  .  .  .,  p 
pro  indicibus  inferioribus  m,  m',  ...,  m'"'  sumendo.     Habemus  igitur  sequentem 


Propositionem : 
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Propositio  IV. 
„Formentur  producta  binorum  Determinantium 

pro  indicibus  inferioribus  m,  m'  etc.  quoscunque  suniendo  n-hl  numeros 
ex  ipsis  0,  1,  2,  ...,  p,  ubi  p';>n:  cunctorura  eiusmodi  productorum 
summa  aequatur  Determinanti 

cuius  elementa  dantur  per  fonniilam 

Casu  particulari,  quo  pro  omnibus  ipsorum  /  et  k  valoribus  fit 

^(0  „  ^('1 

e  Propp.  antecc.  haec  flult: 

Propositio   V. 


„Posito 

'f 

'  =  .»'  =  ««<,''>+«';'.;"+.. 

Sit  Determinans 

I±ce[...c'f  =  P; 

Libi  p<Zn,  fit 

P  =  0; 

ubi  p  =  ii,  fit 

P=|^±«i>,'...<.;"'|' 

uVil,>n,  fit 

siquidem    pro    indicibus    inferioribus    m,    m!   etc.    sumuntur    quilibet  n-hl 
diversi  e  numeris  0,  1,  2,  . .  .,  ^." 

Hinc  ut  Corpllarium  sequitur,  quoties  quanütates  a^'  reales  sint,  Determinans 

evaiiescere  non  posse,  nisi  Determinantia 

singuJa  evanescant. 

Propositiones  II.,  IV.  II!.  Cauchy  demoiisti'avit  loco  citato. 
III.  4il 
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Proponantur  aequationes  lineares 


(1) 


ubi 

(2)  4«  =  a»  ««)+„<"  af'H—.+A 

(3)  r;"  =  «»!+a';'!,+-+o;"i,. 
Quae  proveninnt  aequationes,  si  p-hl  aequationes 


w 


'  factoi 


multiplicatae  addunttir.  Si  p  <in,  aequationum  (1)  Detenninans  secundum 
Prop.  I.  §.13  evanescit,  quo  casu  incognitarum  valores  aut  infiniti  aut  indeter- 
minati  evadunt.  Indeterminatos  eos  evadere  inde  patet,  quod  aequationibus  (1) 
satisfit  quoties  aequationibus  (4)  satisfactum  est;  si  vero  j><C  n,  aequationum 
(4)  numerus  numero  incognitarum  minor  est  ideoque  aequationibus  illis  infinitis 
modis  satisfieri  potest. 

Sit  p^n,  ac  statuamus  rursus 
(5)  P=:s±cc[...c^;>-, 

resolvendo  (1)  provenit 


-i^"- 
-#'■" 

dp          aP    , 

SP     , 

In  qnibiis  valoribiis  ipsius  /'*  expressiones  (3)  substituamits,  quo  facto  prodeat: 
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Il'.i  =ßl    +ß,l^  H hi?^;,, 
P.»,  =ß'l  +;?',(,  H hßl!^. 


Quas  expressiones  secundum  (2)  sie  quoque  exhibere  licet: 

(9)  s<'>-lIL.J^+lJL    *;  +   ^  ^P    *'■' 

Inter  oiiines  quantitates  c  solae  sunt  quantitates  Ct,  c^,  .  .  .,  cf ,  quae  elcmentum 
a",„    implicant;   expresso  igitur  F  per  quantitates  a,  «  ope  fbrmulaniin  (2)  fit 

(10)  i'-=7^- 

Uiide  incognitarum  valores  (7)  per  has  fonmilas  exhiberi  possunt: 


(11) 


Ponanuis  i-ursus 

(12)  R  =  2±a^a\..a^^j^^y     ?  =  ^rtc___a\..ß2„). 

atque  Signum  summatorium  —  S  —  extendamus  ad  quaelibet  ipsorum  m, 
m',  .  .  .,  m*"*  systemata,  in  quibus  m,  m'  etc.  n-{-l  diversis  namens  ex  ipsis 
0,   1,  2,  .  .  .,  p  aeqiiantur.     Erit  secundum  Prop.  IV.  §.  pr. 

(13)  P=S.PIt. 
Qua  forinula  iu  (11)  substituta  fit 

(da  da'  aa„     ^J ' 


p..  =4^,+^/^,.+. 

da               öa,      ' 

da'^ 

—  i^-lf'-- 

duy 

(14) 


'   '  y  da  öa\      ' 

\S.PR\. 
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Expressioneiu  R  non  ingrecliiintur  omnia  elementa 

sed  tantum  elementa 

Qua  de  re  valores  (14)  sie  quoque  exhibere  licet: 


(15) 


DesigneiDiis  per 

w.  (»,) w. 

valores  incognitarum  x,  a:,,  .  .  .,  x^  provenientes  e  n-+-l  aequationibiis  e  numero 
aequationum  (4),  in  quibus  termini  constantes  sint 

L'       ;„,,       .    .    .,       ?,„(nl; 

erunt  expressiones  uncis  inclusaej    quae  in   dextra  parte  aeqiiationnm  (15)  sab 
signo  -S  inveniuntur  per  P  inultiplicatae,  aequales  ipsis 

R{£),    ß(^,),    ■  ■  ■'    ^C-^.)- 
Unde  poterunt  iam  formiilae  (15)  sie  exhiberi: 

f|S.PÄ|i  =S.Pii(i), 
(,5j  J|S.PÄ|.,=S.PS(.J, 


|S.PS|..  =  S.pg|- 

'■^~i 

SR 

„•^ P^TT — 

+  '"■ 

dR 

.,..,) 

1 

\S.VRlt_  =  S.?R(^J 

unde 

S.PÄ(x) 
(17)          '-^7pji-.    - 

S.VRM 
S.PR     •    ■  ■  ■• 

S.  VRM 

Quae  sequens  est  Propositio: 

Propositio   I. 
„  Quasciinque    n-'rl     combiiiando    e   p-\-^    aequationibiis    (4)    veluti 
(m-f-1)"™,  (m'+l)"",  .  .  .,  ('m*°'+l)'"",  eruantur  incognitarum  x,  x  ,  .  .  .,  x 
valores 
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W,     (^,) W: 

qui  valores  omiies  per  mnäem  quantitatem  multipücentur 

TR  =  ::±(,_o\..a'''J„.i±«^_a\..o«  ji 
pro  Omnibus  illis  corabinationibus,  quarum  numerus  est 

(y+l).p...(y-n4-l)  _  (p+l).(p...ii+2) 
i72...(«H-l)  1.2...(y-«)      ■ 

producta  singula 

Ffi.W,     Pß.(^,),     .  .  .,    P-K.CO 
summando  ac  dividendo  per  summam  ipsorum  Pi?  prodeunt  incognitarum 
valores,  quales  per  aequatioiies  (1)  determinantur, 

^  S.VRjx)  _  S.¥R(j!,)  _  S.?R(i.)  „ 

"^        S.VR'    "'  S.fR"'     ■  ■  ■'     "'^      S.'Rt      ■ 

Si  rursus  fit 

,:i   ^  "1.  ' 

abeunt  aequatioiies  (1)  in  sequentes: 

|C««)^    +("'K  +-+(««'"V,     -(«0, 

(igj  (■»'«>+(«'«>,+■■■+(«'«•■'>.  =(«'0, 

I  C«'-'<.)^+(«'"'«>,+  ...+(a'-'a'"')«.  =  («'"'0, 
siquidem 

Aequationes  (18)  eaedein  sunt  atque  adhibentur  ad  determinationem  incogni- 
tarum  x,  x^  etc.  per  Methodum  Mimmorum  Quadratorum,  si  Observationes 
numerum  aequationum  (4)  suppeditarunt  ipsum  incognitarum  numerum  exceden- 
tem.     Ponendo  enim 

summa  ä  extensa  ad  ipsius  m  valores  0,  1,  .  .  .,  p,  aequationes  (18)  eonveniunt 
cum  bis 


du 


pro  quibus   U  valorem  Mmimum  nancisciiur. 
Habemus  igitar  bane  Propositionem : 
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Propositio  II. 
„Proponantur  aequationes 


=  ^,, 


quarum    numerus    incognitarum    numeruin    excedat;    e    quolibet   systemate 
jiH-l  aequationum  praecedentimn  valor  incognitae  eruatur  atque  per  qua- 
dratum  Deternninantis  eius  systematis,  RR,  multiplicetur;  qiiibus  factis  pro 
singulis    aequationum    propositarum    combinatioiiibus  omnium  ülorum  pro- 
ductorum  summa  per  summam  omnium  RR  dividatur:   eruitur  incognitae 
valor  idem  atque  invenitur,  si  aequationes  propositae  per  Methodum  Minl- 
morum  Quadratorum  tractantur." 
Observandum    est.    valores  omnium    incognitarum,  qui   ex  eadem  aequationum 
propositarum  combinatione  proveniant,  secundum  Prep,  praec.  per  eandem  quan- 
titatem  RR  multiplicari,  quam  ideo  in  applicationibus  ad  Methodum  Minimorum 
Quadratorum    convenit   appellare    Pondus  Comhinationis ,   a   pondere   valoris   in- 
cognitae bene  distinguendum. 

16. 
Statuamiis  ex  aeqiiationibus  (18)  §.   pr.   sequi 

P.x=H{al)+H\a'l)A i-S<"'(<i*"'0, 

ubi  F  sicuti  supra  designat  aequationum  illarum  Determinans,  Gonsueverunt 
Astronomi,  quantitatem 

appellare  incognitae  x  Pondus  seu  potius  Pondus  determinationis  incognitae  x, 
quae  omnibus  Observationibus  per  Methodum  Min.  Quadr,  combinatls  eruitur. 
Restituendo  ipsius  ((/''«'")  loco  elementum  c^    fit 

Unde  secundum  Prop.  V,  §.  14 

siquidem  in  altera  formula  pro  ipsis  m,  in',  m",  ...,  m'"',  in  altera  pro  ipsis 
m',   m",    .  .  .,   m'"'   omnibus   modis  quibus  tieri  potest   sumuntur  indicum   0,    1, 
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2,    .  ,  .,  p   seu  n-\-\    seu  n  divei-si.      Si   tantummodo  tot    eombinamus  Obser- 
Viitiones  quot  sunt  incognitae,  ex.  gr.  Obsei-vationes  quantitatibus 

/„,    ;,,    .  -  .,    k 
respondentes,  fit  Potidus  ipsius  x  ea  Combinatione  determinatae: 

siquidem  in  denominatore  sub  signo  S  pro  indicibus  inferioribus  sumuntur  ornnibus 
niodis  n  diversi  e  n-\-\  indicibus  0,   1,  2,  ...,  n.     Si  vocamus  quantitatera 

üowlnnationis  Fondus,  erit 

ipsius  X  per  Combinationem  illam  determinatae  Pondus  inversum,  multiplicatum 
per  Pondus  Combinationis  RR.   Quantitas,  quae  Aggregate  praecedente  contiiietur, 

etiam  in   aliis   Combinationibiis  obvenit,  videiicet   in  iis,   quae  quantitatibus   4, 
/,,  .  .  .,  /„_i  atque  uni  e  reliquls  /,,  4^.i,  ...,  l^  respondent,  ideoque  in 

pH~l — n 
Combinationibus.     Quamobrem    si  pro  singulis  Combinationibus  jj  H-1  Observa- 
tionum  ad  numerum  «-t-1,   qui  determinandis  incognitis  siifficit,  determinamus 
ipsius  X  Pondus  inversum,  multiplicatum    per  Combinationis  Pondus:   omnium 
eiiismodi  productorum  summa  aequatur  quantitati 


:   fit 


•^W  -  (P+l~»)-H=  (i'+l- 


S.RR    ^        HS 


Hac  formula  incognitae  per  M.M.Q.  ex  Omnibus  ^  +  1  Obss.  determinatae  pon- 
dus '^  determinatur  eiusdem  quantitatis  ponderibus,  quae  pro  numero  Obser- 
vationum    n  +  l     aequali    numero    incognitarum    obtinentur,    advocatis    singulis 
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Combinationutn  Ponderibus  HR.  Videmus  ipsorum  .„-r  vaiorem  quodammodo 
medium  in  parte  laeva  aequationis  praecedentis  fonnatum  non  ipsi  -^  aequari, 
sicuti  in  Prop.  II.  §.  aiitec.  de  incognitarum  valoribus  usu  venit,  sed  ipsi  -^ 
multiplicato  per  p-hl  —  n,  hoc  est  per  excessum  Observationum  numeri  unitate 
aucti  super  numerum  incognitarum.  Quod  bene  qaadrat,  quia  determinationum 
pondera  cum  Observationuin  numero  creseunt. 
Regiom.   17  Martii  1841. 
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DE  DETERMIN ANTlßüS  FUNCTIONALIBUS*). 

1. 

In  OiHinnentatioiie  miterioi-e  (jroprietates  praecipuas  Detenninantiuiii  enai'- 
nivi,  ([iiae  url  quodcniique  eleinentoruiii  systeiiia  pertinent.  In  hac  Coiiinieii- 
tatlüiiy  suppoiiam,  elementa  Determiiiantis  esse  Hitferentialia  partialia  systeiiiatis 
fiinctioniiin  totiflerii  variabilimn.  haniiii  variabiliiim  respectii  siimta.  Euismodi 
Determiiiantia  per  tcitaui  Analysiii  gravissiiuas  partes  agei'c  (;t)nstat,  quin 
otkni  in  vai'üs  (juaestioiiibuii  ad  systeina  fuijctionum  plurinm  vai-iabiliiiin  per- 
tiiientibus  siuiiles  vices  gevei'e  atque  (|Uotientem  differentialeui  ftmctionis  iinius 
vai-iabllis.  Quod  ejiregie  declarant  vaiia  theoreinata.  quae  de  Dutenninantibus 
Ulis  aliis  Dccasioiiibiis  pi'opoaiii.  Qua  de  re  fortasse  converiit  ea  Detenninantia 
propria  appellatione  Deleniiliuintium  /itncfioiuiUiim  insignire.  Quemadmoduni 
aiitein  Determiiiaiitium  fiinctionaliuni  propi'ietates  ex  üs,  quae  de  Determinantibus 
algebraicis  constaiit.  derivabimu«,  ita  Detei-ininantiutn  aJgebraicorutii  proprietates 
vice  versa  e  Determinantiuni  tunctionaliuiii  propi'ietatibiis  deduci  possunt.  Sta- 
tiiendo  enint.  ipsas 

/;  /;,  /;,  ■  ■ .,  f. 

t'wse  functlonfs  lliie^iX'S  variMbiliuii]  .r,  ,r, ,  ...,  ,r„. 

fi  =  ".■'+".'"'i+"i"''V-l !-«!"■''., 

fit 

ideoque  Deteniiiiiaiiy.  ad  systeiiia  elemeiitoi'uui  (f^,'    (iuodcLin([iie  pertlnens.  liabori 
(»otest  pfo  Deterinlnarite  ad  systeraa  diffei'eiitialiuin  [lai-tialium 

pertiiieute  sive  |ji'(i  Det.ernihiaiite  t'iinctioiiali. 

*)  Quat  e  theoria  aequationum  linearium  et  Detenuiuatttiuni  algebraicorum  nota  supponuutur,  de- 
monstrata  inveuiuntur  in  Ooramentatione  praeeedoute  „De  DetermlnaiiiiOtis" !  ad  haue  pertinent  Coinmentationii 
paragvaphi  i|iias  aslcrisci.s  sHper]iosiHs  notavi. 

50' 
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Sefl  antequam  a<l  rem  [>rop(>sItain  iicceilaii],  [jaiica  <^]e  notatiüii«  diffe- 
i-entkliLim  pai-tialium  aiiteniittaio.  Et  tum  iii  hac  Coinineiitatione  saepius  de 
fimctionibiis  a  se  independentibiis  vel  non  a  se  indepeiidentibus  senno  fiat,  etiam 
de  bis  rebus  dilncidationes  quasdam  elementares  annectere  ratuiii  videbatur. 


Ut  d istin guerentui"  ditferentialia  partudia  a  vu/yciri/ms  seu  in  quibiis 
variabiles  omnes  ut  unius  variabilis  functiones  considerantur,  Eulerns  aliique 
differentlalia  pai-tialia  uncis  iiicludere  consuevernnt.  Sed  quia  uncorum  acenmu- 
latio  et  legenti  et   scnbenti  molestior  tieri  solet.   practuli  (iharacteristica 

d 
differcntiallä  vulgaria,  dift'erentialia  autem  partialia  characteristiea 

deuotai'f.  De  qua  re  ubi  couvenitiir,  erroi'is  locus  esse  noii  jiotest.  Itaqiie  sl 
/'  i])sariu(i  r  et  -(/  functio  est,  scribaui 

Si  qua  uiiam  tantitm  variabticni  (?oiitinet  t'unctio,  2>et'indc  characteristiea  d  vel 
8  utl  licet.  Eadcm  iiti  licet  dlstinctione  in  denotandis  integrationibus,  ita  nt 
expressiones 

]>(,,:,,./}<&,    jf(^,i,)d^: 
inter  se  distinguantur;  scilicet  in  illa  eonsideratur  y  ideoque   etiam   f(_^,y)  ut 
ipsius  X  functio,  in  bac  integratio  respectu  solius  x  jierficienda  est  atque  1/  inter 
integi'ationem  pro  Constante  habetur. 

Alias  proposuit  notationes  lil,  Lagrange,  quibus  et  ipsis  saepenumero 
cum  conmiodo  uti  licet.  Etenim  si  /'  pluriuni  variabiliuni  x,  ij,  z  t'unctio  est, 
denotat  per  /"  differentiale  totale,  hoc  est  expressionem 

ubi  x',  y',  z'  sunt  differentialia  ipsarum  x,  y,  z  eius  respectu  variabilis  sunita, 
quae  pro  Independente  assumta  est.  Contra  ditferentialia  partialia  denotat 
scribendo  post  signum  /''  eam  variabilem,  culus  respectu  diiferentiatio  partialis 
instituenda  est  dum  rellquae  pro  Constantibus  habentur,  ita  ut  sit 
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Si  (liianini  tantiim  variabiUiim  functiones  proponiintur,  ille  super  et  supponendo 
liiieoIaM  (leiiotat.   (jiiot  vicibiis  funetio  respectn  alterutriiis  variabilis  (lifferentianrla 

sit.  ita  iit  ex.  iri',  /"'  iiltiiii  sIt.  atqiic  — ^V,  ■  Deficit  Lagranijiana  iioüitia, 
si  t'dnctioniw  ti-iam  planiiiiive  variabilium  ditt'erentialia  altioi'a  quam  piima  ex- 
hilienda  sdnt,  neque  eiusmofli  dÜFereiitialia  in  Theoria  Fimctkinmn  obveniunt. 

tJt  fimctionis  plures  variabiles  involveiitis  clitferentiaie  partiale  sit  detini- 
titiii.  uon  sufficit  indicare  et  functionem  differentiandam  et  variabilem,  ciiius 
respectu  diffei-entiandum  est,  sed  insuper  necesse  est  indieetur,  quaenam  siiit 
qiiaiititates,  quae  intei"  differentiaiidum  constaiites  manent.  Sit  enini  /'  ipsarutn 
.('.  ,(■,.  .  .  .,  x^  funetio,  assumtis  lllanim  variabilium  n  functionibHs  Wi,  w.,,  .  .  .,  o}„, 
si  i]>sa  /'  pro  variabilium  x,  o;,,  w.,,  . . .,  «»„  funetione  habetur,  Variante  x  non 
ampliiis  konstantes  erunt  <w,j  oh,  . . .,  o\,  si  x^,  x..,  .  . .,  x„  eonstantes  manent, 
iieqiTc  si  W|,  o;.,,  ..,,  ftj„  constantes  manent,  etiam  eonstantes  erunt  fl.',,  J';,.  ....  x„. 

Exiiressio  aiiteni  -^     nrorsus    diversos    valores    iiidlcabit,    slv(.'    Iiae    sive    Ülae 

qiiantitates  inter  differentlandum  eonstantes  sunt.  Ex.  <^i'.  in  funetione  /' 
diiaruni  variabilium  x  et  y  ipsius  y  loco  introducatur  ipsarum  x,  y  funetio 
quaediun    'f    pro    altera    variabili    independente;    quod    antea    erat    differentiale 

„  -.  iani  erit 

valores  prorsus  divereos  signiticet,  ])rout  y  vel  "  con- 
(itans  nianet,  dum  /'  vespectu  ipsius  x  dift'erentiatur.  Qua  de  re  et  in  liae  et 
in  aliis  Commentationibus,  quoties  differentialium  partialium  usus  erit,  dieendo 
variabilium  x,  x^,  . .  ,,  x„  ipsam  f  esse  functionem,  non  tautum  indicabo,  ipsani 
f  a  variabilibus  illis  peiidere,  constantem  nianere  si  illae  eonstantes  maneant, 
variari  si  varientur,  quod  idem  locum  haberet,  si  ipsai-um  x,  x^,  . . . ,  x^  loco  aliae 
quaecunque  variabiles  co,  w^,  .  . .,  w„,  earum  functiones,  ut  independentes  intro- 
dueerentur:  sed  ipso  dieendo  f  variahilium  x,  x^,  . . .,  x„  esse  functionem  su/i- 
intelUtjam,  quoties  ea  funetio  per  partes  differentietur,  ita  instititendam  esue  dife- 
rentiationeni,  ut  ex  imts  Ulis  voriahilihis  semper  una  tantum  varietur,  dum  refiquau 
otiines  eonstantes  maneant. 

■  Nee  minus  quoad  signa,  ut  formulae  omni  ambiguitate  eximerentur, 
neeesse  esset,  ut  non  tantum  indicaretur,  varlabilis  cuius  respectu  differentiatuf, 
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sed  simiil  totiim  systema  variabilium  independentiam,  qaarmn  i'unL-tlo  [Jt;r  iiarto-^ 
ditt'erentianda  proponitur,  ut  ipso  signo  eae  quoque  quantitates,  quac  iutijr  ditlb- 
i-entlandiiin  constantes  maneant,  eognoscerenttir.  Qiiod  eo  magis  iiecessarium 
possit  videri,  quia  evitari  nequit,  quin  in  eadem  Ratiocinatione  vel  etiam  in  una 
eademque  formula  inveniantni-  differentialia  partialia  ad  diversa  varlabiliuni  in- 
dependentimn  systemata  referenda,  vekiti  in  expi-essione  snpra  pi-opositu 

_df_,Jf    du 

6x        du     8x  ' 

in  ([IIa  /'pro  ipsai'uni  quidem  x  et  u,  sed  ii  pro  ipsarum  x  et  y  i'[iiii.-ti()  liahendii 
est.  In  quam  expressionem  mutabatur  -^-,  si  it.  loeo  y  [jro  vuL'ialiili  iiiilopen- 
deute  introducitar.  Quod,  si  adseribuntur  variabili  depeuilouti  in(lepeu(louti.'s.  ail 
quas  dift'erentiationes  partiales  refenuitut',  indicari  [K>torit  [)or  biiiic  t'oi-iuiilaiii. 
omni  ambiguitate  exemtam: 

d.v  dx  du  c^ic 

Sed  notatio,  in  aequatione  antecedente  adhibita,  sicuti  aliae  oinnes,  '.[u-m-  tiugi 
possunt  ad  differentiaJia  partialia  ipsa  significandi  ratione  omuiuo  definieuda, 
in  quaestionibus  cei'te  generalioribas  et  formulis  magis  complicatis  uiolestissinia 
evaderet  uec  ferenda  esset;  scilicet  pro  maiore  vai-iabiliuui  indepeudentiuni 
nuinei'o  ])Un'ibusqne  tenninis  eveniret  ut  formula,  quam  una  tantum  liiiea  reprae- 
sentare  licet,  totam  paginam  occuparet.  Quando  sine  graviore  iiieominodo  licet, 
quamquam  maxime  aflfectanda  sunt  sIgna,  quibus  et  oinnis  ambiguitas  toUatur 
et  formulae  sine  interpretatione  verbali  adiecta  per  se  elarae  et  intelligibiles 
flaut,  iu  hoc  tamen  casu  propter  suramam  illam  nee  evitandaui  prolixitatcni 
acquiescendum  esse  putavi  in  notatione  differeutialium,  qnae  variabilium  indepeu- 
dentium  indicationi  supersedet.  Neque  eveniet  ut  lectorl  intelligeuti  et  ratioeinia 
sedulo  persequenti  in  dubitationem  venire  possit,  ad  quodnam  variabilium  iu- 
depeiidentium  systema  singula  differentialia  partialia  referantur.  Interim  iibi 
ratum  videtur,  quo  facilius  duo  differentialium  partialium  systemata  diversis  varia- 
bilium systematis  respondentia  inter  se  distingnantiir,  alterum  more  Euleriano 
uucis  includam. 

.H. 
Quacunque    aequatione  inter  plures  quantitates    proposita,    uisi  aLi|jUiitii> 
identica  est,   quantitatum   iltarum    unaquaeque   per    reliquas   determinari  potest. 
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Jdentlaiin  dico  aequatioiiera,  iTi  qua  terniini  omnes  se  mutuo  destrnunt,  imde 
qiiantitati  determiiiandae  insei'vii'e  nequit.  Si  ex  aequatioiie  proposita  quantitatis 
alicniua  valor  petitiir  isqiie  valor  in  aeqiiatione  proposita  ipsi  quantitati  sub- 
stitiiitnr,  aequatio  identica  emergit,  seu  potius  hunc  ipsum  diciinus  valoreni 
«[uantitatis  ex  aequatione  petitiim  sive  aequationi  satlsfacientem,  qui  quantitati 
substitiitus  aequatioiiem  identicam  reddat.  Quia  nuUitatem  differentiaiido  rursus 
nuUitatem  ideoqne  terminos  se  destruentes  differentiando  rureiis  terminos  se 
destruentes  obtines,  sequitur,  aequationem  identicam  caiuseunque  quantitatis 
respectn  diiferentiando  rm-sus  aequationem  identicam  prodire. 

Voco  aequationes  a  se  independentes ,  quarum  nulla  neque  ipsa  identica 
est  neqiie  reliquarum  ope  ad  identicam  reduci  potest.  Proponantur  inter  quanti- 
tates  ,r,  a\.  .  .  .,  i}\-  aequationes 

w  =  0,  M,  =0,  .  .  .,  «„  =  0; 
ex  aequatione  n  ^  0  petatur  quantitatis  alicuius  x  valor  per  a,',,  x^  etc.  expressus 
atque  in  i'eliquis  aequationibus  )i,  =  0,  n^  =  0  etc.  substituatur:  deinde  ex 
aequatione  «,  =  0  petatur  alterius  quantitatis  x,  valor  per  a-a,  x-^  etc.  expressus 
atque  in  ipsius  x  expressione  inventa  et  in  reliquis  aequationibus  u.^  =  0  et<;. 
snbstituatLii-,  etc.  etc.     Si  hac  ratione  pergimus,  aequationibus 

(1)  K  =  0,     M,  =0,     .  .  .,     M,  =  0 

i't  ipsaruni  .r,  .r, ,  .  .  .,  ä\.  valores  per  reli(]uas  quantitates  .1',^_,,  x^_^_2  etc.  expressi 
cnint.  et  reliquae  aequationes 

(ä)  «..+,  =  0,   ««=0.    ■  •  ■.    «.  =  0. 

solas  3:^(^1,  .xv+a  etc.  continebunt,  sive  quantitates  x,  a\,  .  . .,  x^  ex  iis  elimmutae 
erunt.  Si  pro  ntillo  ipsius  k  valore  minore  quam  m  evenit,  ut  substituendo 
ipsarum  x,  x-,,  ...,  x^  valores,  ex  aequationibus  (1)  petitos,  una  aiiqua  aequa- 
tionum  (2)  identica  evadat,  praeeedente  methodo  totidem  quantitates.  atque  pro- 
ponuntur  aequationes,  determinari  seu  per  reJiquas  quantitates  exprimi  poesunt. 
Si  vero  jjro  cei-to  ipsius  k  valore  evenit  ut  substituendo  ipsarum  x,  x^,  . .  .,  x,, 
valores  ex  aequationibus  (1)  petitos  reliquarum  aequationum  u^^i  =  0,  ?(,.^a  =  0 
etc.  ima  identica  evadat,  aequatio  illa  identica  ad  unam  quantltatem  per  reliquas 
determinandam  adhiberi  non  poterit,  unde  eo  casii  non  totidem  quantitates  per 
reliquas  exprimi  possunt  atque  aequationes  pTOpositae  sunt.  Qua  de  re  aequo- 
tlones  proposkae  a  se  tnvicem  indepmdeiUes  sunt  aut  non  sunt,  prout  eariim  ope 
qxdiititatinn.  inter  qiKix  propiomintiir,  totidem  mit  non  totidem  per  reliqun.^  exprimi. 


Hosted  by 


Google 


4U0  r*K  DKTiaiMlNANTlIiU.S  FUXCTIO.N  MJliUä- 

pih'^sini/.  Nüllo  üitteiii  modo  fiet'i  potest  ut  aetjuationibiis  pfopü^itis  (iL'tfi'iiiniutai' 
qimntitatLiiii  iiuiin^rut-  maioi"  uumero  aequatioiium;  unde  aequatioiuiui  a  se  link- 
pendeiitium  mimerum  aut  aeqnare  aut  excedere  (lebet  iiicognitarinii  qiias  iiivol- 
vunt  mimertis,  iiumquam  el  inferioi'  esse  potest.  Si  valores  qnaiititatum  <?  totidein 
aequationibus  inventi  nirsiis  in  his  aequatioiiibus  siihstituiiiitiir.  acqiiatioues 
identicae  e\'adere  debent. 

Propositis  aequatioiiibus  a  se  indepeiidentibus,  qHantitatcs  wrniii  0[n' 
per  reliquas  cleterminandae  iion  seniper  ex  arbitrio  eligi  possuiit.  Veliiti  t-i 
diiae  quantitates  x  et  Xi  iit  omnibus  aequatioiiibus  propositis  noiniist  additiom- 
int«i'  se  junctae  inveniuntar,  ipsura  quidem  x-hx^  neque  vero  singiilas  .t  et  .7\ 
pei"  reliquas  quantitates  exprimere  licet,  Si  aequationibus  u^=i),  «,  ^  Ü,  , . , ,  ?f.,„  =  0 
quantitates  x,  ,r,,  .  .  .,  x„,  determinari  seu  per  reliquas  quantitates  .c,,,.^,  etc.  ex- 
prinü  possunt,  ex  aequationibus  illis  nulla  deduci  potest  intiT  solas  .■i'„,+|. 
-i-W«?  ■■•■  ■'''»  seu  e  qua  simul  omnes  .t,  ,t,,  . .  .,  x„,  eliminatae  siiit.  Xani 
eiusmodi  aequatione  quantitatum  x,„+i,  x,„^.j  etc.  aliqua  veluti  x,„^,  per  reliquas 
.T„,+^  etc.  exprimi  posset,  ideoque  ope  m  +  1  aequationuni  *rt  +  2  (juaiititates  ,r. 
^1-  ■  ■  ■)  -^«i+i  per  reliquas  x,„^.^  etc.  detenninarentur,  quod  fieii  nc(iiiit.  Contni. 
si  non  fiei'i  potest,  ut  ex  aequationibus  a  se  independentibus 

„  =  Ü,    w,  =-Ü,     .  .  .,    M,„  =  0, 
oiiiiies  .T.  ,1:,,   ....  x,„  determinontur,   ex  aequationibus  illis  senii>er  aliani  dediicre 
licet  inter  solas  x,„_^.l.  ,T„,_^a  etc.  seu  e  qua  omnes  x,  x,.  —  x,„  eliminatae  sunt. 
Faclaraus  enim,  pro  ipslus  /~  valore  aliquo  minore  quam  i)i  aetinatiouibus 

u  =  0,    M,  =0,     .  .  .,     u^  =  0 
determinai'i  x,  ,■»;,,  .  .  .,  .r^.  earuinque  valores  substitni  in  aequationibus 

',^.  =  0.    «„  =  0,     ...,    ..,  =  0: 
tinn    domuni    his    aequationibus    nulla    amplius    determiiiatur   quantitatum    .'ij+i, 

,Cj_|_. i',„,    si  per  substitutionem  factain  quantitates  illae  ex  aequationibus 

/f^^,  =  0  etc.  omiiino  abeunt  seu  aequationes  inter  solas  x,„+, ,  x„,_^^  etc.  prodeunt. 
Vidiiiius  antecedentibus,  propositis  inter  n-hl  ineognitas  m-\-\  aequa- 
tionibus independentibus,  non  tantum  aequationum  propositaruni  nullain  reli- 
(piarum  0[)e  identieam  reddi  posse,  sed  etiam  ex  incognitarum  nuniero  assijinai'i 
posse  idque  in  geiiere  variis  niodis  ineognitas  n—m,  inter  quas  nulla  existat 
aequatio.  quae  e  propositis  aequationibus  derivari  possit.  Aequationes  v  =  0, 
?/,j  ^0,  ....  vf„,  =  0,  quibus  totidem  quantitates  x,  x^,  . .  .,  x,„,  quas  invoivunt, 
determinantin',  hannn  quaiititntmn  respfictu  dico  a  se  independentes. 
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4. 
Proi'sus  similia  de  functionibus  a  se  indepeiidenttbus  valeiit.  Functiones 
plurium  variabilium  voco  a  se  invicem  independentes ,  si  eamm  nulla  neque 
Constans  est  neque  per  reliquas  expriml  potest  vel,  quod  idem  est,  si  inter 
functiones  eas  solas  nulla  iocum  habet  aequatio  ab  ipsis  praeterea  variabilibus 
vacua,  quae  functionum  expressiones  substltuendo  identica  fiat.  Si  inter  func- 
tiones propositas  eiusmodi  habentur  una  pluresve  aequationes,  functionum  totidem 
per  reliquas  determinari  possunt,  inter  quas  nulla  amplius  aequatio  Iocum  habet. 
Unde  si  functiones  propositae  non  a  se  independentes  sunt,  earum  aliae  a  se 
independentes  erunt,  reliquae  per  eas  exprimi  poterunt.  Si  functiones  f,  f^,  ...,  f„ 
non  a  se  independentes  sunt,  functiones  autem  fi,  f^,  ...,/„  a  se  independentes 
sunt,  erit  /'ipsarum  /,,  f^,  .  .  .,  /„  functio.  Nam  si  functiones  /■,,  /;,,  ...,/„  a 
se  independentes  sunt,  aequatio  inter  omnes  f,  /,,-.■,/'„  Iocum  habens  ipsa 
functione  f  vacare  non  potest,  quae  ideo  ea  aequatione  ut  reliquarum  fx,  fi,  ■  ■  ■■  f„ 
functio  detemiinatur, 

Si  ipsarum  x,  a:,,  .  . .,  x^  functiones  praeter  has  quanütates  alias  a,  «i, 
a^  etc.  involvunt,  eas  functiones  quantitahtm  x,  x^,  .  . .,  x„  respectu  a  se  inde- 
pendentes dicam,  si  inter  solas  functiones  et  quantitates  a,  a^,  a^  etc.  nulla 
aequatio  Iocum  habet.  Si  loco  plurium  functionum  una  tantum  habetur  unius 
variabilis  functio,  casus,  quo  functiones  a  se  non  independentes  sunt,  in  eum 
redit,  quo  functio  Constans  est-  Aequatione  enim,  quae  inter  functiones  pro- 
positas Iocum  habet,  functio  si  unica  antum  proponitur,  Constanti  aequatur. 
Sint  f,  fi,  fi  etc.  functiones  variabilium  x,  a'j,  . .  .,  x„  a  se  independentes,  sitque 
X  una  variabilium,  quas  /continet:  exprimere  licet  x  per  f  reliquasque  variabiles 
^1,  Xi,  .  . .,  x^.  Qua  ipsius  x  expressione  substituta  in  functionibus  f,  f^  etc. 
continebit  /",  praeter  f  quasdam  variabilium  a;,,  x^,  . .  .,  ic,;  alioquin  enim  /,  per 
solam  f  exprimeretur,  quod  est  coiitra  suppositionem,  functiones  f,  f,  etc.  a 
se  independentes  esse.  Sit  x,  una  variabüium,  quas  praeter  f  involvit  f ,  ex- 
primere licet  «1  per  f,  /,,  x.^,  x^,  . . .,  x^,  quae  expressio  substituatur  in  ipsarum 
•^■:  fi;  fs  fite,  expressionibus  inventis,  quo  facto  illae  et  ipsae  per  /,  f,  x^, 
x-^,  ...,  x„  exprimuntur.  Et  continebit  rursus  /s  quasdam  variabilium  x,^, 
x^,  ...,  x„,  cum  e  suppositione  facta  f^  per  solas  /,  /j  exprimi  nequeat;  unde 
rursus  variabilium  x^,  x^,  .  .  .,  x^  aliquam  per  reliquas  atque  ipsas  f,  f,  f.^  ex- 
primere hcet.  Hac  ratione  si  pergimus,  datis  functionibus  quibuscunque  a  se 
invieera  independentibus,  variabilium,  quas  continent,  totidem  per  reliquas  et 
m.  nl 
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funetiones    iJlas    determinantiir.      Neque    pliires    variabilium  x  etc.   per  reliquas 
ipsasqtie  /'  etc.  exprimi  posse,  inde  patet,  quod  ponendo  m  +  1  aeqitationes 
K--^,  -p 1  •«„)==  <o. 


CD 

l/.fe-« \)- 

non  plures  quam  m  +  1  quaiititates  determinantur.  Neque  si  praeter  funetiones 
a  se  independentes  /,  /,,  . .  .,  ^„  aliae  proponantur  /,„^i  etc.,  quae  per  solas 
f>  /i)  ■  ■  ■)  fm  exprimi  possunt,  plures  quam  m-t-1  variabiles  per  reliquas 
ipsasque  f,  f,,  .  .  .,  f^,  f^+i  etc.  exprimere  licet;  nam  cum  ipsae  ^,+,  etc.  per 
solas  /,  /, ,  . .  . ,  f,„  exprimantur,  hoc  idem  esset,  ac  si  proponeretur  plures  quam 
m  +  1  variabiles  per  reliquas  et  m-\-l  funetiones  /,  /i,  .  . .,  /„  exprimere. 
Videmus  igitur,  prout  funetiones  plurium  variabilium  propositae  a  se  indepen- 
dentes aut  non  independentes  sint,  variabilium  totidem  aut  non  totidem  per 
reliquas  et  funetiones  illas  exprimi  posse,  vei  vice  versa  funetiones  a  se  inde- 
pendentes aut  non  independentes  esse,  prout  variabilium  totidem  aut  non  totidem 
per  reliquas  funetionesque  propositas  exprimere  liceat.  Sequitur  ut  Corollarium, 
functionum  a  se  independentium  numerum  variabilium,  quas  continent,  numerum 
superare  non  posse. 

Si  numerus  functionum  a  se  independentium  minor  est  numero  varia- 
bilium, quas  continent,  variabiles  totidem  per  reliquas  funetionesque  propositas 
determinandae  non  semper  ex  arbitrio  sumi  possunt.  Veluti  si  in  functionibus 
propositis  duae  variabiles  x  et  x,  tantum  in  binomia  x-i-x,  inter  se  iunctae 
obveniunt,  certo  non  licet  singulas  x  et  x^  seorsim  per  funetiones  illas  et  reliquas 
variabiles  exprimere.  Quoties  x,  x^,  . . .,  x,^  per  reliquas  a;„,+,  etc.  funetionesque 
f,  /,,  .  .  .,  f,„  exprimi  possunt,  inter  quantitates 

f,  u  ■  ■  •■  f.,  "„,  •  •  ■■  '. 

nulla  locum  habere  potest  aequatio,  quae  substituendo  functionum  f,  /,,  .  . .,  /„ 
expreseiones  identica  fiat.  Si  enim  haberetur,  eius  ope  una  insuper  variabilium 
^n.+i)  ^fl,+a  ßtc,  veluti  a:„,+]  per  quantitates  f,  /i ,  ■ . .,  f„.,  J^„,+£,  ^m+zt  •  ■  ■>  ^™ 
exprimi  posset,  ideoque  propositis  »n- 1  aequationibus  (1)  determinai-entur 
m-h'2  quantitates  x,  x-,,  . . .,  a;,„+i,  quod  fieri  nequit.  Vice  versa  si  inter  fune- 
tiones a  se  independentes  f>  fi,  ■  ■ .,  f,„  atque  variabiles  ^„,+i ,  x,„_^_^ ,  . .  . ,  x„ 
nulla  locum  habet  aequatio,  quae  substituendo  functionum  f,  /,,  .  . .,  /„,  ex- 
pressiones  identica  fit,  ipsas  x.  x,,  ...,  x,,^  per  quantitates 
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exprimere  licet.  Vidimus  enira  §.  pr.,  si  m  +  l  aequationibus  (1)  incognitae 
X,  x^.  .  .  .,  x,„  non  determinantor,  necessario  eas  incognitas  ex  aequationibus 
(l)  elimlnari  posse;  unde  prodiret  aequatio  iuter  ipsas  co,  coi,  . . .,  (w„,,  a;,,,^.,, 
*i„+S)  ■  ■  ■)  ^n)  sive  /,  fi,  .  .  .,  /■„,,  x„^_^.,,  .i'„,+3,  .  .  .,  x,„  quod  siippositioni  factae 
contrarium  est. 

Sequitur  ex  antecedentibus,  si  m-{-l  functiones  «  +  1  variabilium  a  se 
independentes  proponantur,  non  modo  nuUara  inter  solas  functiones  illas  aequa- 
tionem  locum  habere,  sed  semper  etiam  e  numero  n  +  1  vai-iabilium  extare 
n—m,  inter  quas  et  functiones  propositas  nuUa  aequatio  locura  liabeat,  sive 
non  modo  functionum  propositarum  independentium  nuUa  per  reliquas  func- 
tiones, sed  ne  per  reüquas  quidem  illas  n  —  m  variabiles  exprimi  poterit.  Func- 
tiones m  +  1  a  se  independentes,  per  quas  reliquasque  variabiles  totidem  quan- 
titates  X,  x^,  .  . .,  x,„  exprimi  possunt,  secundum  appellationem  supra  propositam 
designare  licet  ut  functiones  variabilium  x,  ic,,  . .  .,  :c„,  respectu  a  se  indepen- 
dentes, quippe  inter  quas  nulla  aequatio  locum  habere  potest  ab  ipsis  illis 
variabilibus  vacua.  Functiones  propositae  variabililium  loco,  quarum  respectu 
independentes  sunt,  pro  variabilibus  independentibus  sumi  atque  ut  tales  in  aliis 
functionibus  introduci  possunt,  quod  fit  variabiles  Ulas  per  ipsas  functiones 
aliasque,  quas  functiones  involvunt,  variabiles  exprimendo. 

5. 
Propositis  variabilium  x,  x,,  .  .  . ,  x„  functionibus  totidem 

/,  /■„  .  •  •,  f., 

fonnentur  omnium  difFerentiaüa  partialia  omnium  variabilium  respectu  sumta, 
unde  prodeunt  (ji-j-iy  quantitates 

Dcteriniiians  ad  Imrura  quantitatum  systema  pertinens 

voco  Determinans  funcHonale  vel,  magis  diserte,  Detemiinans  ad  functiones  f, 
f\,  .  .  .,  /„  variabilium  x,  x^,  .  .  .,  x^  pertinens  sive  functionum  f,  f^,  ....  f„ 
Determinans  variabilium  x,  Xj,  . . .,  x„  respectu  formatura.  Nam  si  plura  varia- 
bilium systemata  modo  hoc  raodoilhid  pro  inde2>endentibus  smnuntur,  accurate 
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iiidicandiim  est,  quaram  i-espectu  fimctiones  differentientur  vel  foi-metiir  Deter- 
minans  functionale.  Si  una  tantum  habetuT  fuiictlo,  redit  Detei-minans  functionale 
in  Quotientem  differentialem  functionis. 

In  genere  Determinantis  gradus  (4*)  idem  est  atqiie  functioniini  nimienis: 
quoties  vero  fuiictionnm  pi-opositanim  compkires  ipsis  varlabilibns  aequantiir, 
Determiiiantis  gradus  minuitur.     Sit  ex.  gr. 

/■.«=^..+,.  /.«='.«.  -...  /.  =  -.. 

fit  Deterrainaus  functionale  propositum 

bx      da;,         dx,,, 
Si  omnes   functiones  propoeitae  singulae  singulis  variabilibiis  aeqnantui-,   Detei'- 
minans  propositum  in  umtatem  abit.     Si  functiones 

/•,.+,.  /,.+,.  ■  ■  ■.  /. 

ipsarum  x„,_^,,  x,„^^,  .  .  .,  x„  functiones  quaecunque  sunt,  ipsas  x,  x^,  .  .  .,  .T„, 
non  involventes,  fit  Detorminans  propositum 

dx      r'^j         (ix 

_  v^  i>f    «f,       <    ^_^  ^u'    <^,       ^L 

tix      r)x^         d^^^^  dx     ,      Gx      >         öj; 

Quae  omnia  ex  iis  sequuntur,  quae  (5*)  probavi,  dunimodo  ipsius  -3-^  loco 
ponitur  af. 


In  limine  quaestionum  de  Det^rminantibus  functionalibus  se  offert  Pro- 
positio,  functionum  a  se  non  independentium  evanescere  Determinans,  functiones, 
quarum  Determinans  evanescat,  non  esse  a  se  independentes.  Demonstremus 
primum,  functionum  a  se  non  independentium  evanescere  Determinans.  Sint 
/)  /i!  ■  ■  ■!  /«    non  a   se   independentes,   ita  ut  inter  eas  locum  habeat  aequatio 

tj(f,f-„  ■•■,  0=0, 

quae  identica  fiat  substituendo  ipsis  f,  f\,  .  . .,  f„  ipsas  variabilium  x,  x,,  .  .  .,  a.'„ 
expressiones,  quibus  aequantur,  Aequationem  antecedentem  singularum  varia- 
bilium respectu  differentiando  obtinemus  hoc  aequationum  systema : 
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«-4- 

0-^ 

an       ö/, 

an      af^ 

■  af  +  ö*, 

an 

^' 
au 

^-ik 

an      af, 

~af  +  -ar 

an 

-1^ 

du 

af. 

Quae    aequationes    haben    possunt   pro    systemate    aequationum   Imeariiim  inter 
totidem  incognitas 

dn       dn  Bn 

Sf '  "ay;"'  "  ■  ■'    8/^ ' 

in    quo    terniini    konstantes    nihilo    aequantur.     De    eiusmodi  systemate  constat 
(7*),    nisi    omiies    simul    evanescant    irieognitae,     eius    Determinaiis    necessario 

evaneseere.      Quantitates   autem    -3^    etc.    omnes    simul    evanescere   nequeunt, 

quod  idem  foret,  ac  si  B"  omnibus  f,  f^,  .  .  .,  f„  careret,  unde,  quoties  functiones 

f,  /i ,  .  .  . ,  f„  a  se  independentes  non  sunt,  fieri  debet 

6f     Sl         df 
2±-^ - —  =  0 

q,   d.  e. 

7. 

Paullo  prolixior  est  demonstratio  rigorosa  Propositionis  inversae,  quoties 
evanescat  Determinans,  functiones  non  a  se  independentes  esse.  Quam  ita 
adornabo  demonstrationem,  ut  primum  probem,  si  theorema  antecedens  de  n 
functionibus  propositum  iustum  sit,  idem  de  n-\-\  functionibus  valere,  Unde 
valebit  Propositio  de  quocunque  functionum  numero,  ubi  de  duabus  functionibus 
coniprobata  erit. 

Vocemus 

Ä,    A,,    .  .  .,    A„ 
expressiones,  quae  in  Determinante 

ox      dx^  dx 


resp.  multiplicatae  inveniuntur  per 


Ö/^    _Ö/       _  df_ 
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entur 

aequationes  identic. 

ac  (6-): 

(1) 

8-«     ö«j 

-^-.. 

dx                  d«,         ' 

-^^"' 

(2) 

df               Öf 
Q  = —-r- A^  ^^  A,^- 

das        " 

Statuamus,  functioiies  /i ,  f^,  .  .  . ,  /,  a  se  indepeiidentes  esse ;  si  enim  non  sunt, 
iam  iocum  habet,  quod  demonstratu  proponitur,  functiones  propositas  non  a 
se  independentes  esse.  Poterunt  variabilium  x,  x^,  . . .,  a;„  numerus  n,  veluti 
x^,  x^,  . . .,  a:„,  per  x  ipsasque  /",,  f^,  ...,/„  exprimi,  ita  ut  /i,  /j,  .  .  .,  /„  ipsarum 
a;,,  3^2,  ...,  x„  respectu  a  se  independentes  sint  (y.  §.  4).  Quas  ipsarum  3;,, 
OJa,  ...,  x„  expressiones  in  functione  f  introducendo,  ipsa  f  evadit  funetio 
variabilium 

',    fr.     f„     .  ■  •,     /.■ 
Differentialia   partialia   harum  variabilium   respectu  sumta  imeis  inciudamus:  fit 

porro  si  i  quemcunque  indicum  1,  2,  .  .  .,  n  designat, 

oj:.  V  d/j  J     dx.         \  df^  }     dx.  \  df^  J     dx. 

Quibus  expressionibus  substitutis  in  (1),  expi-essiones  resp.  multiplieatae  per 
(Äf]     (^\  (Jf\ 

propter  formiüas  (2)  ideiitice  evanescunt.     Uiide  prodit  formula  memorabilis: 

a-T     dx,         dx^        \  dx ) 
sive 


(3) 


öx     dx^         dx^         \8x  j"        dx,      dx^         dx 


Evanescente  igitur  Determinante    ad  laevam,   evanescere    debet    aut   \^^\  aut 

"  \dx } 

Determinans 


3f      Sf,         Sf. 
dx        dx.,  dx 
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Supponimus,  propositum  de  n  functionibus  valere,  sive,  Determinante  n  functio- 
num  evanescente,  functiones  non  a  se  inclependentes  esse.  Unde  evanescente 
DetermiiiaDte  praecedeiite  A,  functiones  f^,  f^,  .  .  .,  f„  ipsarura  x-,,  x^,  ...,  x„ 
respectu  non  a  se   independentes  forent,    qiiod    suppositioni  factae  contrarium 

est.  Evanescere  igitur  debet  alter  factoi-  (-^1,  unde  sequitur,  /  per  solas  /",, 
f.j,  .  . .,  f„  absque  variabili  x  exprimi  posse.  Itaque  functiones  /,  /, ,  .  .  . ,  f^ 
non  a  se  independentes  erunt,  q.  d.  e. 

Propositum  postquam  de  «  +  1  fanctionibLis  est  denioiistratum,  ubi  de  n 
functionibus  valet,  generaliter  valebit,  ubi  de  duabus  functionibus  comprobatum 
erit.  Quod  ita  fit.  Sint  /,  f^  ipsarum  x,  x,  functiones,  quarum  Determinans 
evanescat  sive  sit  identice 

dx      !)x^  ö«j       das 

Est  /",  aut  Constans  aut  alteram  certe  variabilium  veluti  x^  involvit,  unde  o;, 
per  X  et  /,  exprimi  potest.     Qua  expressione  in  /  substituta  fit 

df__  (  df  \     df, 


a/. 


da      da;  6w        da    ~'  xdx }     dx 


U^j' 


sive  functio   /  per  ,r  et  f,   expressa  variabili  x  vacat  soliusque  fi  functio  fit. 
Evietum  igitur  est,  quoties  identice  sit 

^.3 ^/     °A  ^0 

aut  esse  f^  Constantem  aut  f  ipsius  /i  functionem,  ideoque  functiones  /i  f,  non 
independentes  esse,  q.  d,  e, 

E  Propcsitione ,  functionum  non  a  se  independentium  evanescere  Deter- 
minans, sequitur  functiones,  quarum  non  evanescat  Determinans,  a  se  indepen- 
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dentes  esse:  e  Propositione,  functiones,  quarum  evanescat  Determinans,  non  il 
se  iiidependentes  esse,  seqmtur  functionum  a  se  Independentiiim  non  evanescere 
Determinans. 

Si  una  tacitum  haberetur  functio,  Propositiones  antecedentibus  probatae 
in  hanc  redirent,  functionem  esse  Constantem  aut  non  esse  Constantem,  prout 
eius  differentiale  aut  evanescat  aut  non  evanescat.  Vice  versa  antecedentia 
docent,  hanc  Propositionem  ad  systenia  functionum  pluriutn  variabüium  extendi 
posse,  si  conditioni  functionem  esse  Constantem  substituatur  conditio  functiones 
a  se  non  independentes  esse,  differentiali  autem  substituatur  Determinans 
funetionale. 


Designantibus   f,   /",,  ....  f„  variabibum    x,   x^,    .  .  .,   .r„   functiones  a  se 
independentes,  si  proponitur  hoc  systema  aequationum  linearium: 
Bf  df  Öf 


f>X         ^    Ö.T;        ' 

■^  dx    ■"  ' 

-^. —  r+^ — r,+- 

-t-'^ 

-:^.^«. 

df             Sf 

.+1^,=., 

df            df 

•+f-'^=»'. 

(1) 


(2) 


earum  aequationum  resolutio  semper  possibibs  et  determiuata  est.  Quippe 
secundum  theoriam  notam  aequationum  linearium  tum  demum  accidit,  ut  aequa- 
tiones  lineares  impossibiles  aut  ad  determinandas  incognitas  insufficientes  evadant. 
si  eai'um  Determinans  evanescit  (7*).     At  aequationum  (1)  aut  (2)  Determinans 

quoties  functiones  /',  f\,  .  .  .,  f^  a  se  independentes  sunt,  non  evanescere  §.  pr. 
demonstravi. 
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Ipsam  resolutionem  aequatlonum  (1)  aut  (2)  hac  ratione  eruiinus.  Cum 
/,  /,,  ...,/„  a  se  independentes  sint,  ipsas  x,  x^  etc.  per  /,  fj  etc.  exprimere 
licet.  Quibus  expressionibus  substitutis  in  alia  quacunque  ipsarum  x,  x-^  etc, 
functione  5p,  ea  in  functionem  ipsarum  /,  /i  etc.  abit.  Eritque  ipsius  (p  diffe- 
reiitiale  partiaie  quantitatis  f^  respectu  sumtum: 

,„,  ö<f    d<f       Bx  dip       dx,  d<f       '^'*„ 

ö/,  ~  Bj:  '  ö/;  ~^  <3^^  ■  Sf^  "*      ^~s^'~df;~' 

Hinc  ponendo  5p  =  /;  prodit,  prout  k  =  i  aut  k  a,  i  diversus  est: 

df.     Bx       df.    dx^  Bf.    dx^ 

\~B^'^^~3^'~Bf;^     ^~Br'^^^- 

Si  in  ipsius  Xt  expressione  per  /,  /,  etc.  exhibita  substituimus  ipsarum  f,  /",  etc. 
expressiones  propositas,  ea  identice  ipsi  x^  aequalis  fit,  qua  de  re  eam  ipsius  x^. 
aut  alias  variabilis  x,  respectu  differentiando  nanciseimur  unitatem  aut  nihilum, 
sive  fit: 

(  Öx,      Bf         Bx,      Bf  dx.       Bf 

=  1, 

=  0. 


(4) 


_.i^^.... 

8x^ 

(5) 

-1-- 

Ml 

.iltiplicand 

ü  (1)  respective  per 

a^. 

Si, 

5*, 

"öT' 

-gjT,      ■    ■    ., 

'w: 

et 

addendo, 

fit  aequationum  (5)  i 

ape: 

(6) 

ö«. 

3x, 

-s^. 

Ml 

altiplicand 

0  (2)  respective  per 

Bj: 

ö.c, 

-gf-,  ■  ■  ■■ 

öf. 

et 

addendo, 

fit  aei^uationum  (4)  < 

3pe: 

CT 

+4^..+.. 

dl 

•-«.■ 

Quae  formu 

lae  hl 

IS  suppeditant  P 

ropositiones: 
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I.  Sint  variabilium    x,   Xy,   ...,  x„  functiones  /,  f\,    ....  f^  a   se  invieem 
independentes,  si  proponitui-  hoc  aeqnationum  lineariLiin  systema: 

Sx  äx,     '^     ^  S„     ■  ^   " 


earum  resolutlo  semper  est  possibilis   et    determinata  eruntque  incogni- 
tarura  valores: 

Ö.K  da:  dx 


IL  Sint  variabilium  x,  x^,   .  .  .,  ir„    functiones  f,   /", ,    ,  ,  .,   /^„  a  se    invieem 
independentes,  si  proponitur  hoc  aequationnm  linearium  systema: 


- — t-^~-t,-\ h^r^i 

„  =  «„ 

0/          5/,                 ö/; 

=  M 

earum  resolutio  semper   est  possibilis    et  determinata  eruntque  incognt- 
tarum  valores: 

af  "      sf  •'i+'"      öf  "•' 

I  -^fL„+ii„+...+i5L„ 

d/,  ö/j  ö/,     "' 


Ex  bis  Propositionibus  sequentia  fliiunt  Corollaria: 

III.  Si  variabilium  x,  x■^,  .  .  .,  x„  functiones  f,  f,,  . .  .,  f„  a,  sa  independentes 
sunt,  ex  aeqaationibus 
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•■,  =  0. 

'■.  =  0. 

.;  =  0 

necessario  sequitur 

,■  =  0,    r,  =0,    .  .  ,,     r^ 

=  0. 

\  Si  variabilium  X,  «,,  .  .  .,  x^  funetiones  /",/,, 

...,/.- 

se  independentes 

sunt,  ex  aequationibiis 

^f          ^f,                  «f. 
dx            öx                     dx 

.  =  0. 

sf       Bf,             et 

öx,            d^,                       dx, 

-.-0. 

Sf           Sf,  Sf 

TS— «+Tr-'.H l-ir-'.  =  0. 

necessario  sequitur 

f  =  0,    (,  =  0,     .  .  . ,     t„  =  0. 
Si   in  Propositione  I.   aut  IL   aequationes  lineares  et  propositas  et  reso- 
lutas  accuratlus  inspiciinus,    videmus  alias   ex  aliis   obtineri,  incognitas  r  aut  t 

cum  terminis  constantibus  5  aut  u  siinulque  quotientes  differentiales  -^^~  cum 
quotientibas  differentialibus  -r-^  commutando.     Quod  facilem  suppeditat  regaiam 

pro  eiusmodi  aequationum  linearium  resolutione.     Slmul  e  formulis  praecedentibus 

ö^t  ....  df- 

patet,  quomodo  quotientes  differentiales  -37-  e  quotientibus  differentialibus  ■„  ' 

obtineantur.  CoUatis  enim  formulis  praecedentibus  cum  iis,  quae  per  notos 
algorithmos  algebraicos  resoliitioni  aequationum  linearium  inservientes  obtinentur, 
formato  Determinante 

e^„ ' 


sequitur 
(8) 


<?<8,  dR 
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sive  aequatur 

-^^ 

'Sc- 

i'egato 

terminorHin,  quod  in 

multiplicatiim 

reperitiir; 

unde  ex 

■  gl-- 

fit 

w 

R. 

w^ 

■.I± 

Adnotari  potest  succincta  differentialium  partialium  Determinantis  fune- 
tionalis  expressio,  quam  per  formulam  (8)  §.  pr.  obtinere  licet.  Proponatur 
ipsum  R  diiferentiare  quantitatis  alieuius  a  respeetu,  quae  sive  una  variabUiwm 
X,  x^  etc.  sive  alia  quaecunque  quantitas  sit,  quam  functiones  f,  f^  etc.  implicant:  fit 

SR         ^     SR  9Y; 


utriquc  i  et  k  sub  s'igno  ^  tiibntis  valoribus  oninibus  0, 
praecedens  per  (8)  §.  pr.  io  haric  abit: 


r~!R 
'da 

-  =  üi- 

ay, 

a«. 

fit  autem 

ay, 

öu  dx 

(_- 

ay 
ooa^„ 

a^. 

^1 

unde  pi'odit  formula: 

(1) 

8hg  R 
5V" 

e 

df, 

H h 

öu 

Sf    + 

^sfr 

Itaque  ad  ( 

jbtinend 

um  — ^ 

—  expressionum  propositarum  /',  f^ 

etc.  qii 

a  respeetu    differentietur,  differentiale  per  ipsas  /,  /",,  . .  .,  f^  exprimatur  eaque 
expressio    ipsius  /j  respeetu  differentietur:  horum   omnium  n  +  1  differentialium 

Aggregatura  aequabit  ipsum  — ^ 

In  Coiiimentatione  de  Detej"minantihtis  §.  11  demonstravi,  posito 

R  =  2±aa,a„  ...ar  ',     A\'  = t^. 

13  « '  *  gM 
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fieri 

Statueiido 

secundum  (8)  §.  pr.  fit 

A''>  -  R  *^« 
'    ^      ^' 

quod  substituendo  et  dividendo  per  E'"  abit  formula  praecedens  in  hanc: 

Ex  hac  formula  permutatione  indicuin  sive  ipsamm  x  sive  ipsaruin  f  plLirimae 
aliae  obtinentur.     Si  ponitur  m  =  n,  loco  cltato  formula  prodit 

2±AA[...Af  =Ä", 
undp  eo  casu  abit  (2)  in  hanc  forraulam: 


(3) 


Si  uria  habetur  unius  variabihs  x  functio  f  et  vice  versa  x  per  /  exprimitur, 
ipsius  X  differentiale  sumtum  ipsius  /  respeetu  valore  reciproco  gaudet  dÜfe- 
rentialis  functionis  f  ipsius  x  respeetu  sumti.  Similiter  formula  praecedens 
docet,  sl  habeantur  n-\-l  variabilium  x,  ."Kj,  ...,  x„  totidem  functiones  /, 
fi,  ■  ■  ■,  fn  et  vice  versa  x,  x^,  .  .  .,  ,t„  per  /,  f^,  .  .  .,  f„  exprimantur,  Deter- 
miiians  functionale  ipsarum  x,  x^,  .  .  .,  x„,  formatum  ipsarum  f,  f^,  ■  .  ■,  f„ 
respeetu,  gaudere  valore  reciproco  Determinantis  functionalis  ipsarum  /,  /i ,  . . . ,  fn 
variabilium  x,  Xy,  .  .  .,  x„  respeetu  formati. 

10. 
Antecedentia  docent,  quomodo  obtineatur  Determinans  functionale,  si  non 
ipsae   dantur  fuiictionum  expressiones  explicitae  sed  vice  versa  variabUes  per 
functiones  exhibitae  dantur.    Quae  quaestio  redit  in  generaliorem,  invenire  Deter- 


"'^w^—s?: 

=  1 

._,_  a^    a^,      s,. 

1 

da,, 

a« 
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minans  functionale,  si   definJantur  functiones  per    aeqtiationes    inter    functiones 
ipsas  et  variabiles  propositas,  sive  si  functiones  implicite  dantur. 

Definiantur  ipsarum  x,  x^,  . .  .,  x^  functiones  f,  /",,  .  . .,  f„  per  aequationes 
sequentes  inter  omnes  illas  2;^-^-2  quantitates  propositas 

ir=o,    F^=Q,    i';=0,    .  .  .,    iC  =  0. 
Siibstituendo  functionum  /,  /,,  ,  .  .,  f^  expressiones  per  x,  Xj,  .  .  .,  x^  exhibitas, 
ex  aeqaationibus  illis  prodeuntes,  earum  aequationum  quaevis 

F.  =  0 
identica    evadit.      Quam    aeqiiationem    differentiando    variabilis    alicuius    x,,   re- 
spectu  prodit 

BF.    a/,  dF.    df^ 

' '         da!.  "' ' 


(1) 

0  — 

BF.        SF 

Statu  am  US 

(2) 

3F. 

Sit  porro 

erit  e  (1): 

(3)  cf  = 


■■-Ha'' 


lam  vero  habetur  formula  nota  (13*): 

unde  substituendo  (2)  et  (3)  provenit: 

oF.  ^^^dF    dF,        dF.  ^^  Sf     df,        a/. 

Quae  formula  suppeditat  valorem  Determinantis  functionaÜs  propositi 

8f        ^fy  ^fn  "^   ÖX    '    Bx,     '"    dx^ 

df '  df,  ■"  a/„ 

Variabilis  x  functione  aliqua  f  definita  per  aequationem 

F(f,^)  =  0, 
obtinetur  functionis  /  difFerentiale ,   variabüis  x  respectu  sumtum,  si    ipsius  F 
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diiferentialia  ipsarum  f  et  x  respectu  siimta  alterum  per  alterum  dividuntur  et 
Signum  negativum  praeiigitiir.  Prorsus  slrnili  modo,  docet  formiila  (5),  varia- 
biliiim  X,  X,,  .  .  .,  x„  functionibus  /,  fj,  ....  /„  definitis  per  aequationes 

F=o,  F,  =0,  . . .,  -p;  =  o, 

functionum  /,  f^,  .  ,  ,,  f„  Determinans ,  variabilium  x,  x,,  .  .  .,  x„  respectu 
formatum,  aequari  Quotienü  duorum  ipsarum  F,  Fj,  .  .  .,  F^  Determinantium 
ipsarum  /,  /i,  .  .  .,  f^  et  ipsarum  x,  x,,  .  .  .,  x^  respectu  formatorum,  signo  -H 
aut  —   praefixo,  prout  ipsarum  f,  f,  etc.  numerus  par  aut  impar  est, 

E  formula  generali  (5)  sequitur  ut  Corollarium  formula  §.  pr.  demonstrata. 


Invenimus  enim  Propositionem ,  datls  inter   ipsas  x,  x^,  . .  .,  x„,  f,  /j,  , 
aequationibus  i^=  0,  F^  =  0,  .'. .,   F„  =  0,  si  f,  fi,  .  . .,   f^  per  x,  Xi, 
exprimantur,  fieri 


/. 


!>f 


-(-)" 


SF    iF\_ 
3F    SF, 


unde  secundum  eandem  Propositionein 
primantur,  fieri  debet 


x^  per  f,  f\,  , 


■  öf' 


=  (-1)" 


■  af  ■  df^ 


»F. 


3-F. 


ideoqiK 


de, 
9/, 


quod  §.  pr.  probavi. 


Supponamus  f'unctiones  f,  j\,  .  .  .,  /',  non  immediate  per 
.  .  .,  x^,  sed  per  earum  functiones 


expressas  dari.     Sit 

(1) 


Sf, 


Hosted  by 


Google 


416 

DE  ÜETERMINANTIBUS  FUiNCTIONALiBUS. 

linde  statuendo 

(,W  =  „WaW_|_oW(jm_| i-a»a» 

df.    dtp       df.    d<p^            5f. 

C2) 

.0       ^f. 

Invenimns  in  Cominentatione  de  Dderminantibus  §.  IS  sqq.,  sip<in: 

(3)  5±,;c;<^;...cf  =0, 

si  j)  =  ?i: 

ubi  Signum  S  pertiiiet  ad  cunctas  combinationes,  quibus  pro  indicibus  m, 
m',  .  . .,  m<"'  sumuntur  n-i-1  diversi  ex  ipsis  0,  1,  2,  .  .  .,  p.  Ex  bis  tribus 
foimuHs  (3),  (4),  (5),  substituendo  elementis 

diffei-entiaba  partialia  (1)  et  (2),  tres  Propositiones  sequentes  fluiint: 

Propositio  I. 
Determinans  functionum,  quae  omnes  j^er  minorem  functionum  nnmerum 
exprimi  possiint,  evanescit. 
Haec  Propositio  cum  iis  convenit,  quae  supra  demonstravi;  quotics  enim  fiinc- 
tiones  propositas  per  minorem  aliartim  quantitatum  nuinerum  exprimere  licet, 
functiones  non  sunt  a  se  invicem  independentes  (§  4),  functionum  autem  a  se 
non  independentinm  Determinans  evanescit  (§  6). 

Propositio  IL 
Sint  /,  /i,  ,  .  .,  f„  quantitatum  (p,  (p^,  ,  ,  .,  ^„,  ipsae  y,  (f^.  .  .  .,  w„ 
quantitatum  x,  x,,  .  .  .,  x^  functiones,  unde  ipsae  quoque  f,  /j,  ,  ,  ,,  L 
pro  quantitatum  x,  x^,  .  .  .,  x„  functionibus  haberi  possunt;  quarum 
functionum  Determinans  aequatur  producto  e  Determinante  functionum 
ff  /i)  ■  ■  •,  fn  ipsarum  <f>,  fi,  . . .,  y>^  respectu  atque  Determinante  fnnctio- 
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.  .,   <p„   ipsarnm  ^ 
Bf      df,         Sf^ 
dx      die  öx 


Sf 


um   (p.   (p,.   .  .  .,   <p^  ipsarnm  X,   .t,,   .  .  .,  x„  respectu  foniiato,  sive  fit 

()<Pj        dq)^  dx      dx^         die 

liaec  Propositio  est  prorsus  analoga  ei ,  in  quam  pro  n  =  0  redit,  designante 
/'  ipsius  y,  y  ipsius  x  fimetione,  esse 

dx         dy      dx 
Nequae  formulae  siraplicitas  mirmitLir  modo  differentialibus  Determinantia  func- 
tionalia  substituantur. 

Propositio    ill. 

Sint  f,  f\,  . . . ,  f^  tunctiones  maioris  numeri  quantitatum  tp,  (f^ <p^, 

quae  ipsae  sunt  variabilium  x,  x^^  ....  x„  fimcitiones;  fonnetiir  prodiietum 
duorum  Determinantium 

df       Bf^         df^  d<f      d(p^        d(f^ 

dtp      o(f.        d<p^  dx      Bw^         3x^^ 

oiuniaque  similia  pro  quibuscunque  n-\-l  e  p-\-l  iunctionibiis  y-, 
^1,  .  . .,  y^:  omnium  horura  productorum  summa  aequatur  Determinanti 
functionum  /,/,,...,  f„  ipsarum  x,  a\,  .  .  .,  x^  respectu  formato,  sive  fit: 

"        öx      dx^  äx^  [  d<p      d(f  ö<p^  bx      dx^  d.r    J 

Haee  Propositio  analoga  est  huic,  functionis  plurium  quantitatum  diÖ'erentiale 
obtineri  differentialia  functionis  singularum  quantitatum  respectu  sumta  respec- 
tive  per  singularum  quantitatum  differentialia  multiplicando  omniaque  j^roducta 
addendo. 

Sequitur   e  Propositione  II.    haec   ut  CoroUarium,  in  qua  ipsius   <p   loco 
elementum  y  posui: 

Propositio   IV. 
Sint  /',  J\,  .  .  .,  f„  quantitatum  y,  y\,  ■■■,yn  tunctiones,  sl  exprimuntur 
cum  f,  f\,  .  .  , ,  f„  tum  y,  y,,  .  .  .,  y„  per  alias  quantitates 


<3j       ÖJ,     "   Sj/. 


.  6f      df, 
Bx      dx 


dx      dx 


df. 

dx 


_  (^y      öl/,         dy^ 
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Haec  Propositio  huic  respondet,  in  expressione  —j—  perinde  esse,  quaenam  varia- 

bilis  sit.  cuiiis  respectu  dift'erentietur,  sive  expressa  et  /  et  y  per  aliain  quam- 
libet  variabilem  x,  fieri 

Si  in  Propositioiie  IV.  ponitur  /'=  x.  /',  =  x,,  . .  ,,  /^^  =  x„.  redimus  in  formulain 
(3)  f  9. 

12. 
E  Propositionibas  §,   pr.   traditis  aliae  quaedam  fluunt  adnotatu  dignae. 
In  Propositione  11.   §.   pr.   ponamiis 


<jl  ^  x,     f\^=  .'\,     .   ■   .,     (p^^^  =  . 

secundum  §.  5  lit 

Unde  docet  Prop.  IL. 

si  in  Determinante  functionali 

^^  dx'  aa.  ■■■■  &, 

ipsarum  x„,^^,  ^„,+2,  .  .  .,  x„  loco  aiiae  ipsarum  x,  x^,  .  .  ..  x^  functioncs 
pro  variabilibus  iridependentibus  introducantur,  fieri 

r  ,^_«/    3f^    i^ 

^^^  I     ^+^^    t"/,   Jif..    af,.^.,     sf,.„       sf,   ^^a^,.^,    ay.^, 

Hinc  si  uniiis  tantum  variabilis  x^  loco  alia  variabilis  <f  introducitur,  fit 

ß)       ^_^  af    af,      df,  ^  ay  ^_^  af    3f,      af,_,  ^  a/. 

Si  insuper  in  fonnula  (1)  ponitur 

5^,,,+,  =  /;„+, ,  f,..+.,  =  L+„  ■  -  - ,  %  =  /;, 


Hosted  by 


Google 


UE  BETEKMINANTIBUS  FÜXCTIONAT.iBIlS.  419 

fit  secundiJin  §.  5 

Unilf.  sequitur  Propositio  pi'ae  ceteris  raeiiioi-abilis,  Detenninans  functionale 

si  in  functionibus  f,  f,,  .  .  ..  f,„  varijibiliuni  .r,„+,,  .r,„+i.  -  .  .,  x^  ioeo  ipsat;  /„,+,. 
fn.+2i  ■  ■  ■;  f"  introdncantLii',  fieri 

(i)   -± -■'''■  i^'-...i^=2±j'I.J^L,..i:^.,±i'kL.i^-L_...i?l. 

Qua  in  fbrmula  tenendura  est,  duorum  Determinantium  in  se  ductorum  prius 
ipsarum  x,  x^,  .  .  ..  .t,,,,  f „,+.,,  f,„^-,.  ....  f„  respectu  formatum  esse,  in  posteriore 
ipsas  /^„.+|,  ^,.4_2,  ...,  fn  pi'o  variabilium  x,  x,,  ....  .t„  functionibus  Imberi.  E 
formula  praecedente  pro  m  =  0  sequitur 

^  ■'  die     dx^^        dw^         \  dx )  dx^      Sx.^        dx^ 

in  qua  uncis  innuitur  ipsam  f  pro  ipsarum  f,  a;,,  x^,  .  ■  ■,  x„  f'uiietione  haberi. 
Hanc  foriniilam  iam  supra  §.  7  demonstravi. 

Datis  ipsarum  x,  x^,  .  .  .,  ,r,  functionibus  (p,„^^,  <p,u+2-  ■  ■  •,  fn,  si  ex- 
primuntur  .t„,_^,,  x,„_^^,  .  .  .,  x^  per  x,  .r,,  .  .  .,  .t,„,  5p„+,,  yi,„+s,  ....  <p^,  fit 
secundam  §.  9  (3): 

Qua  in  formula  in  formandis  Determinantibus  functionalibus  habentur  quan- 
titates  X,  Xi,  ...,  ^,„  pro  Gonstantibus.  Substituendo  formulam  praecedentem 
in  (1),  sequitur,  si  ipsarum  x,  x,,  . .  .,  2;  functiones  f,  /,,  .  . .,  /„  nee  non  ipsae 
x,„^i,  x,„+.j,  .  . .,  x^  expnmantur  per 

fieri 


C»)       ^±7Sr 


df    er, 

^     df    df,      df,^ 

'         dx   '  dx^    '"  Öx 

d^    dx^ 

63* 
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PoiTO  c  (3)  seqiiltLir,  si  exprimantur 

/.     fv     ■  ■  ;     f..     «..+,.     ^W»     '. 
per  quantitates 

■'.  ",•  ■  ■  ■.  "...  /,.+,.  /■„.+,.  ■  •  ■.  /,.. 

fieri 

<>f  <>(,           Sf.                  -^  3>i"aii^""  da,^ 


C6) 


Formuiae  (5),  (6)  etiam  e  Prop.  IV  §.  pr.  dediicuntur,  ipsis  y,  yi.  ■  ■  -,  y„  sub- 
stituendo  x,    x^,   .  .  .,  x„,    ipsis   autem    x,„+i,  a.-,„^.a,    . .  .,    a'„    substituendo  /,^i, 

1.3. 
Ponamus,   ipsarum  x.  x^,   ....  :*;„  fimctiones  /,   f,,   .  .  .,  f,^  determinari 
«H-m+1    aequationibus    inter  quantitates  illas  x,   x,,    .  .  .,    ;(.■„,   /■,   f^,   .  ,  .,    / 
aliasque  quantitates 

/:+,.  /•.+„  ■■■.  /.+.. 

propositis 

/■  =  0,     F,  =  0,    .  .  . ,    F„+,„  =  0, 
ac  qiiaei'atur  riirsus  Determinans  fanctioiiale 

^_^  af    Sf,      3/-. 

Ex  liequationibns 

-fi+i  =  0,    -f;+i  =  0,    .  .  .,     F,+„,  =  0 
ipsai-um  /^j,  /^g,  .  . ,,  /'„^„^  petamus  valores  eosque  in  functionibas  F,  i\,  ...,  F„ 
substituamus,  erunt  -F  =  0,  i^,  =  0,  . . .,  J^„  =  0  aequationes  inter  soias  quantitates 

^,    ■«„     ■  ■  .,    «.,    f,    f„    ■  ■  .,    f.. 
Qnaram  aequatiomim  ope  determinatis  ipsarum    x,  .r, ,    .  .  .,  a„   functionibus  f, 
/;,  ...,  /;,  fit  e  (5)  §.  10: 

äf    (5/,      ö/,  -—  s^  ■  a»,  ■■■  ai 


Hosted  by 


Google 


DE  IIETIÜRMINANTIBUS  FUNCTJOMALIBUS. 


Fractionis 

ad  dextram  cum  numeratorem  tum  denominatorem  multipliceraus 

per 

3± 

•3-F.i, 
''/.+, 

dFW,        dF.^. 

erit  secuiiflum  (3)  §. 

pr. 

du 

dF 

dF 

8F.+. 
Sf.^, 

=  ^± 

dF 

dF, 
2 

S-f. 
"  S". 

-  df 

-    SU  '  SU 

SF,        dF.^ 
-f,         SU 

dF.+„ 

=  ;5± 

SF, 
5/, 

dF. 
"  K 

'-  Si^,     dU 

<3-f;+. 

• 

SU 

siquidem  in  laeva  parte  aequationura  pi'aecedentium  ipsas  F,  F,,  ....  F„^„, 
rursus  pro  omnium  /,  /J ,  . .  .,  f^+„,,  x,  x,,  . . .,  x^  functionibus  habemus,  quaies 
propositae  sunt.  Substituendo  formulas  praecedentes  in  (1),  prodit  expressio 
quaesita : 

^^Sf     df,         df, 
'         d^      öj:^         dx„ 
_ä£äF^       dF.     a-f^H     äF,+,       dF.^ 
-  da:      du,         d«.  '  äf.^,      df^^  df„^ 


(2) 


.(-)" 


:s± 


dF, 
Sf,   ' 


dF.+, 

sf.^: 


Quae  docet  formula,  quomodo  inveniatur  Determinans  functionum,  qiiae  qiiocunque 
modo  iraplicite  dantur. 

Si  (ieterminatur  unliis  variabilis  x  functio  /  per  m  +  1    aequationes  inter 
quantitates  x,  /",  f„  .  .  .,  f.,  propositas 

F  =  0.     F,  =0,     .  .  .,     F,„  =0, 
fit 

^_l_  dF    dF^    BF,        SF,. 

df  _  _ fe  '^"g/;""   Sf^ 

<it  ^+SF    BF,     BF,    "BF. 


CS) 


BF, 
■  Sf,  ' 


Sf. 


■  Bf      Sf, 

Quam  fonnulam  si  cum   generali  (2)  comparas,    et  hie  vides  perfectam  locum 
habere    analogiam    inter   differentiale    primum    functionis  unius  variabihs  atque 

Determinans  systematis  functionum  plurium  variabilium. 
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14. 

Demoiistrabo  iam  Propositioneiii,  qiiac  prat;  cuteris  meinorabilis  ütque 
iuncta  formalae  (2)  §.  pr.  ipsis  Determiiiantibus  functionalibus  inveniendis 
commoda  est.  Ponamus  enim  inter  quantitates  x,  x^,  .  . .,  x^  datas  esse  tolidem 
aeqimtiones 

in  qnibtis  a,  «,  etc.  sinf,  Constantes:  dico  Determina'ns 
,^  3f     Sf,        3f, 

non  mutare  valorem,  si  furictiones  f,  f\,  ...,  f^  varias  subeant  mntationes,  quales 
per  aequationes  propositas  subire  possunt,  ita  tarnen  ut  funclioni  alicui  /j  trans- 
mutandae  non  ipsa  adhibeatiir  aequatio  fi  =  a^. 

Sufficit  Propositionem  praecedentam  pro  casii  demonstrare,  quo  ima  tantum 
funetio  /"mutationem  subeat  per  aequationes  inter  ipsas  x,  x-,,  .  .  .,  ,r„  propositas. 

f^=^a^,     /'s  =  %,     ■   ■   -,     fn'^'^n- 
Propositio  enim  pro  una  fanctione  demonstrata  ubi  successive  singulis  t'unctionlbus 
/,  fi,  .  .  .,  /„  applieatur,  propositum  demonstratum  erit  pro  casii  generali,  quo 


per  aequationes  propositas  simul  omnes  functiones  f,  fi,  ■ 
Ponatiius  igitur  per  aequationes 


,  f„  mutantur. 


fieri 


C2) 


probandum  est  per  easde 

(3)  v-j:-   ,      ,     ^ 

~        Öx      dx^       öa 

Funetio  <p  praeter  variabÜes  x, 

ita   ut  pro  ipsis  «,,    a^,    .  .  . 


f=9l 
I  aequationes  fieri 


3/,      »/, 


dx_ 


. . .,  x„  implicabit  Constantes  - 
restituendo  functiones  /i,  /';, 


fn  ipsa  (p 


identice  redeat  in  funetionem  propositam  /. 

habebunt  aequationes: 

üf  öff  äff       of^ 


Hinc  per   aequationes  (1)  locum 


« 


''f 


P9 


da, 


'~d^"d^ 


6(f 
da. 

df.                     d<p 

3« 

3f,                  S<f 

df  6y 


dq>       df^  6(p       öf^  < 

da        da:  da         dx  < 
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tix 

8/-,  ■ 

8/. 

■"aj; 

-!■ 

8/, 

8/1 

Sic 

8/. 

DE  DETERMTNANTIBUS  FUNCTIONALIBüS. 
Quibus  substitutis  in  Determinante 

^+K.J!I^.fL...J!L 

8.i;      öiCj       öiCj  öi»^  ' 

sequentem  eruimus  expressionem: 

öy-      ö/j      ö/g        5;"^        og< 

~       da!      dxj      dx^         dx^        bn^ 

Bf 

dif 
■■■"'"  8^ 
Ät  Deteiininantia  singula  in  singulos  factores 

d(f  d(f  8fp 

ö(tj  '       dit.,  '      ■  ■  ■'      (3ß^ 

ducta  identice  evaneseunt,  unde  üt 

Bx      dx        dx^  Bx^  ~     '  Ba      8x        Bx„  dx 

Nimiriim  si  in  differentialibus 

Bff'  Bf  ßep 

pro  ipsis   «1,   ffj,    ....    a„  restituis   functioiies   f^,   f^,    ...,  /„,   Determinans 
dextram  identice  in  Determinans  ad  laevam  redit. 
Si  per  aeqiiationes 

f-«.     /•,  =  «„     /;,  =  •..,      ■   .-,     f.  =  a, 

fit 

/,  =  »,. 

eodem  modo  probas  fieri 

Bw     Bw,      Bf.,         Bf 

.  --  2± .  '^   ,,,     '" 

^        ^a;       dx^       Sx^  3x^  ' 

Ö9J     B<fij      3f^        5f^ 
"       dx      Bxj      dx.^         Bx^ 
Sic  pergendo  sequitur  generaliter,  si  per  aequationes 


v-+-_Zl. 

8/, 

a^, 

8/, 

■  ai,  ■ 

8/. 

unde  etiam 

-If- 

8/, 

a»' 

8/, 

8/. 
"  8-1. 
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fiat 

f, 

=  </..■ 

per 

aequationes 

f 

=  «.    /, 

=  ', 

.    /. 

=  «„ 

fore 

(5) 

i± 

«f 

Sf. 

=  ^± 

ax 

Nimiriim 

restituendo 

in  0 

mnihus 

pro   Gonstantibiis   «,    Ki,    k^,   ....    «„   tunetiones   f,    f^,    f\,   ...,   f„,    Determinans 
f'uiictionale  alteruin  in  altcriim  idetitice  redit. 

Sit  iiLimenis  variabilium,  quas  functiones  f-,  fx,  ...,  f„  involvunt,  maior 
numero  fiinctioiium:  functiones  illae  si  a  se  non  independentes  sunt,  quarumque 
71+1  variabilium  iJlarum  respectu  non  a  se  independentes  erunt.  Scilicet 
aequatio,  quae  inter  eas  locum  habet,  omnino  nullam  pi-aeterea  variabileni  invol- 
vens,  sane  etiam  quibusque  n-\-l  illarum  variabilium  vacabit.  Qua  de  re  e 
Propositione  §.  6  sqq.  probata  sequitur,  si  variabilium  x,  Xi,  . . .,  x„^„^  functiones  /, 
/,,  .  . .,  f„  non  a  se  invicem  sint  independentes,  omnia  earum  evanescere  Deter- 
minantia  formata  qiiarumcunque  n  +  1  e  n  +  m  +  1  variabilibus  x,  x^,  •..,a;„+„, 
respectu.  Et  vice  versa  locum  habet  Propositio,  bis  omnibus  evanescentibus 
Determinantibus ,  functiones  propositas  a  se  invicem  non  independentes  esse, 
sive  inter  eas  aequationem  locum  habere  ab  omnibus  n  +  m  +  1  variabilibus  x, 
X,,  ...,  x„^,„  vacuani.  Quae  ut  demonstretur  Propositio,  probemus  rursus,  si 
de  n  funetionibus  valeat,  eandem  de  Ji-i-l  functionibus  iustam  esse;  quod  sufficit 
ad  Propositionem  generahter  demonstrandam,  quia  pro  una  functione  constat. 
Nam  pro  una  quidem  functione  haec  evadit,  variabilium  x,  ^i,  . .  .,  x„_f_,„  func- 
tionem  /  esse  Oonstantem,  si  eius  differentialia  partialia 
df_     _di_  df 

dj:  '       dx^  '     ■  ■  ■'      5^„_^„, 
euncta  evanescant. 

Ponamup    functiones    f,   /\,   ,..,   /^_,   a  se   invicem  independentes  esse; 
nam  si  functiones  f\  /',,  ...,    /',_,  non  a  se  invicem  independentes  forent,  iam 
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locum  haberet  quod  demonstrandum  proponitur.  Cum  propositum  pro  n  fuiic- 
tioiiibus  iustum  supponatm-,  non  evanescere  possunt  singuia  functionum  /", 
f\>  ■■■?  f<i-i  Determinantia,  quae  formari  possunt  n  variabilium  e  numero  ipsarum 
X,  .Ti,  ...,  x„^.,„  respectu;  alioquin  enim  secundum  Propositionem  illani  func- 
tiones  /,  /, .  .  .  . ,  /„_,  non  a  se  indepeudentes  foi-ent.     Sit 

_  ^     df    ^/^      e/;_, 

Deterininans  non  evanescens;  eligamns  ex  omnibus  functionum  /,  f[,  ....  f„ 
Deteiiiiinantibus  ea,  in  quibus  ipsae  x,  Xi,  .  .  .,  x„_j  inter  n  +  1  quantitates  sunt, 
quarum  respectu  Determinans  functionale  fonnatur,  hoc  est  Determinantia 

,._,_  af    äf,      f/-._,    y.     ^_^  df    sf,      a/._,      a/. 
,^  j/  jA      "/'.-.  "  af.  ^^  df    af,      B/._.     »f, 

Ipi^aruni  .r,  a',,  .  . .,  x„_^  loco  ipsas  /,  /',,  . .  .,  f„_-y  ut  variabiles  independentes 
in  functione  f„  introducamus ;  secimdum  ea,  quae  §.  7  denionstravi,  abeunt 
Determinantia  antecedentia  in  expressiones 

ubi  uncis  Inniio  i'unctionem  diflferentiandam  per  ipsas 

f,    A,    ■  ■  -,    Cp    ^„,    'Vi'    ■  ■  ■'    -V», 


expressam  esse.     His  aa 

tem  e: 

xpressioi 

nbus  evaneseenti 

bus,  ( 

;um  ß  non 

eva 

iiesca 

t, 

fien  debet 

=  0, 

^L 

=  0,     ....    ^ 

0. 

är 

unde  /„  solas  f,  /i,  ... 

,    /n-, 

iniplicabit  ideoque  functiones 

/■,/■„   ... 

,  /. 

non 

a 

se  independentes  erunt, 

q.  d. 

e. 

Demonstravimus 

antecedentibi 

\% ,    evanescentib 

US   m 

+  1    Deter 

minantibi 

IS 

af. 

af.-, 
af.-. 

af. 

neque  siniul  evanescente  Determinante  B  sive 

^f 

5/,         Ö4_, 
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fore  f„  ipsarum  f,  f\,  ...,  f„_,  funetionem.  At  si  /„  ipsai-um  f.  f\,  ....  f^_, 
functio  est,  initio  huius  §.  vidimus  evanescere  funetionum  f,  f^,  ....  f^  Deter- 
minantia  forinata  quarumcunque  )t  +  l  e  quantitatibus  x,  x^,  .  .  .,  ,t„^„,  respecfcii. 
Quorum  Detei'minantiuin  numerus  est 

(^-l-m+lX«+M)...(m+l}  ^  (w+m4-l)(«+wi)-..(«+2) 
1.2.3...(m+1)  1.2.5. ..tn 

Quae  igitur  omnia  evanescere  debent,  simulac  illa  w-t-1  Detenninantia  evanes- 
cuTit,  siquidem  ipsum  non  evanescit  Detenninans  B. 

16. 

Quo  melius  perspiciatiir  ncxns,  qui  inter  Detenninantia  ilia 

l,2.3...(ra+m+l) 

1.2...m.l.2...(w+l) 

intereedit ,    quae   evanescere    debent    omnia    simulatque  certa   m-i-l    ex    eorum 

numero  evanescunt,  Ibiinulas  sequentes  adiicio. 

Fingamus  novas  ipsarum  x,  Xi,  .  .  .,  x„_^_,„  functiones  arbitrarias 

U,      U,      ■■;      U, 

Uli  ponamus 

Qua  in  formula  utrique  indici  i  et  k  competunt  valores 

0,    I,    2,     .  .  .,    m. 
Variabilium  x,  x-^,  .  .  .,  x„_i  loco  introducendo  f,  /',,  .  .  .,  f„_,,  vidimus  §.  pr,  fieri 

.  ®  "'-'&• 

siquidem  rursus 


is  =  ::±---'-.^...-j'-=i. 

Sequitur  e  (2): 

At  e  formula  (3)  §,   12  nmtatis  mutandis  sequitur 

Sf    a/,      e/-.^. 


'  %« 1 


\dx    )    V  dx       )        \  dx        J    ^~^  öis      dx  3; 


sf.\  l°f.-^A.J'f-*'.\  :s±^    ö/,       a/._. 
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linde  fit 

(3)  J±SS;...S<:'  =  B-J±-^.it...-^. 

Cuius  formulae  in  quaestionibus  de  Detenninantibus  frequens  usus  est. 
Ponamus 

'^'  "  Ö^  d,?^!  ^*,_|  ^^«+i-  ^''^i+L  ^i"^«-!     ' 

seu  prodeat  — ft    e  Determinante 

^^Sf     df,         df,_, 

dlfferentialibus  ipsius  x^  i-espectu  sumtis  differentialia  ipsiiis  x„+i  respectu  sumta 
substituendo;  ent  p^   Aggregatum  tei-minorum,  qiii  in  expressione  bf  per 

multiplieantiir.     Unde  sequitur  Aggregatum,  quod  in  Detenwinante 

i±ii,\...b';;> 

multiplicatiu'  per 

Ar'  dl,  '"  dl    • 


At 

Aggregatum  termiuorum 

.  qui 

in  Detenninante 

2± 

df     df, 

=  (-l)*"+''^±- 

df 

■5/.-, 

f>f. 
dx 

°ln+m    «, 

^■*m+i 

■■^-■-■) 

pt-r 

■  euudem  factorem 

"f. 

-.i^-L.. 

KU. 

*)  Signum  ( — YfV"+^)  determinatur  consideratiooe ,  commutando  0,  1,  2,  . . .,  p  in  t,  i+l,  ...,  p, 
ü,  1,  ...,  i  —  1,  l'ermutationem  esse  positivam,  aiji  par  Sit;  povro  si ;/ iinpa,r,  esse  Permutationem  i,  i+l,  . .  .,p, 
0,  1,  . . .,  i — 1  positivam  aut  negatiTam  prout  i  par  a«t  impar  sit,  Unde  generaliter  haec  posterior  Permutatio 
positiva  aut  negativa  est,  prout  Ip  est  par  aut  impar.     V.  Com.  de  Deierm. 

r>4' 
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muitiplicantur,  est 

f_l>('"+i)  f  ± - — "-'    . 

^       ^  ^-^,,+1      ö^,„+s         d^„+,., 

Uiide    teniilnos    per    factorem    illum   multiplicatos    inter  se    conferendo    nancis- 

cimur  e  (3): 

Habemus  igitur  hanc  Propositionein : 
E  Determinante 

deducantiir  (m  +  1)"  alia  Determinantia,  uni  cuilibefc  differentialium  ipsa- 
rmn  x,  x,,  ....  x„,  respectu  siimtorum  substituendo  successive  differentialia 
ipsarum 

respectu  sumta:  illai-uin  (hi  +  I)-  quantitatum  Determinans  aequatur  ex- 
pressioiii 

'^'^..H-l  ^■^«.+".  '^■"«+,-. 

Aequiparemus  in  formula  (3)  terniinos  in  factorem 

C«   .S+^..._!/!±?L 
dx  öx^  '^^iii—i 

ductos.     In  expressione 

fit  Aggregatuni  terniinorLini  per 

multiplicatoruin 

^^  8/    a/,      sf,__,    Sf,_,      df,      a/._,  _ 

Unde   in    Jaeva  parte    formiilae   (3)    fit  Aggregatum    tertninorum   per  factorem 
propositum  multiplicatorum 
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In  Determinante 

,_j_  a/ JA <V.j.^ 

^,  i).,.-..,.±  ^f     ^f<       ,^f.     ^f.-.'    »u     ^f-*. 

fit  Aggregatum  terminoriim  per  eundem  factorem  multiplicatorum 
Unde  e  (3),  terminos  per 

iriLiltiplicatos  inter  se  coinparando  prodit: 

Sf        df,  8/. 

Eodem  modo  obtinetur  generaliter: 


qua  in  fonnula  signo  +  substituendum  est  aot  ( — 1)"("^')  aut  ( — iy»-<-'*+^\  prout 
i  par  aut  impar  est. 

Determinantia  nn-1,  quae  §.  pr.  evaneseere  supposui,  secundum  notationem 
hie  adhibitam  sunt 

b,    b„    b^,    .  .  .,    S,„. 
Singuli  termini  Determinantis 

2itbßj[...ß';;;-'' 
per  illarum  quantitatum  unani  multiplicantur,  unde  statiiamus: 
2±bß^ßi..ß^^;-'>  =.  U+X^b^-\ i-X^b^. 

Quantitates  /4''  ideoque  etiaTii  factores  i  differentiaJibus  functionis  /„ 
omnino  non  afficiuntur;  porro  ex  omnibus  b,  b^,  . . .,  b„,  unicum  b^  continet 
differeritiaie 

^■^.+.' 

idqiie    per  B  niultiplicatuin.     Unde    in  Determinante    antecedente  Aggregatum 

Sf 
termmorum  per  -5--^—  multiplicatorum  fit  Xi,B. 
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Hinc  ubi  ponimus 


öf       s/^  a/-„     _     df^  df^  öf^ 


dx        d.v  ö^ 


i'ir.-+':^i — I 


designante  /*t  Aggi'egatum  tenninoriim  in  Detenniiiaiite  praecedente  per  -^ — ^— 
multiplicatoram,  sequitur  e  (ö) 

l,ß  =  (-l)"'>"+"-B'"/i„ 
ideoque 

id=6(i,(S!,...|j!"""  =  (— 1)"''"*"B'"''1('''+.«,'',H H(i,,S,J. 

Unde  e  (5)  «t: 

af        a/,  if 

Variablles,  quarum  rcspectu  ibrmatur  Determinaiis 

^_^J)/_  _ö^j äf,_ 

sunt  n— m  fx  ipsis  a-,  a^i,  ....  x^i,  pro  quibiis  sunisi  ipsas 

ao  praeterea  m  +  l  novae  variabiles 

Si  ?»  =  «,  s'äriabiles,  quarum  respectu  Determinaiis  ad  dextrara  foriuatur,  omiies 
sunt  novae 

Unde  tbrmula  (7)  docet,  quomodo  e  functionum  f,  /",,  . . .,  /),  Detei-miiiantibus 
6(  per  idoneos  factores  multiplicatis  e  additis  proveniat  earundem  functlonum 
Determinans  quanimcunque  variabilium  respectu  formatum  atque  per  ipsuin  ß 
multiplicatum.  Hinc  bene  patet,  quod  §.  pr.  demonstravi,  quomodo,  omnibus 
bt.  evanescentibus  neque  ipso  B  evanescente,  simul  cuncta  illa  Determinautia 
evanescant. 

In  dextra  parte  aequationis  (7)  oninino  non  insunt  ditit'erentialia 

d.v  '       öiC,  '      ■  ■  ■'        cJ.T^,^_j  ' 
quae   etiani  quantitates  //^  non  afficiunt,  sed  omnes  quantitates  h,  b,,  ...,  b,„. 
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In  i|)50  Determinante 

of 
est  Aggregatum  terminorum   per  —^   multiplicatorum 

^^     df        Sf,      Sf,        a/„_, 

Unde  e  (7)  haec  fluit  Propositio: 

Sit  jU^  fuiictionum  f.  f,^  .  .  .,  f„_^  Determinans,  quod  in  Determinante 

-—  dx  '  öj^„,^,  '■'  öa>„^„ 


per 

■^    °      multiplicatiir,  ubi  m 

<  n, 

erit 

'-^ 

ö/.-, 
3-«« 

^"r-^^- 

-^..-af 

■  a«j  ■ 

a«,_, 

=  0. 


Si  »«  =  n,  in  hac  aequatione  identica  bina  functionum  /,  f^,  ...,  /„_j  Deter- 
minantia  in  se  dncta  ita  inter  se  eomparata  sunt,  ut  alterum  formetur  ipsarum 
^n!  ^n+ij  ■  ■  ■)  ^n+m  rfispectu  una  oniissa,  alterum  formetur  huius  omissae 
atque  aüarum  variabilium  x,,  x^,  .  .  .,  x„_^  respectu. 


In  formulis  (l)  et  (3)  §,  pr.  ponamus  n  =  l,  sequitur  ponendo 


(1)  K  =  ^^ 

fieri 

(2)  2ztbb[...bl';;'  = 

Ponamus  esse  x  ipsarum  Xj,  .%, 


da:  •  ai,^, ' 

B  = 

dx  ' 

--f 

a«, 

a.,  ^, 

.,  x„  functionem  determinatam  aequatione 
/=0, 
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(3)  S^-f- 


ideoqut 


Si  uncis  innuimus,  in  fuiietioue  difterentianda  ipsius  x  substitutum  esse  valorem 
per  aij,  x.^,  .  .  .,  x„  exhibitum,  ent 

ideoque 

Hinc  dividendo  per  7^"*  seqnitur  e  (2),  iibi  sitnul  m-+-l  ==■  n  ponitur, 

dx     dx         dx 


"•  ■'  ox  \da:   !\  Cr,,  /       V  Ox    )  c 


A- 

Sf 

d.v 

+^1 

0/ 
■  Ö.r, 

-+4 

+  ■ 

■■+A 

Sf 

{- 

-^1- 

4^ 

— A- 

O.e., 

_.. 

— ^™- 

c5,T 

Statuamu"> 

^^  ^f     df,        Sf, 

erit  secundum  (3) 

^     of_   sf_     ef^ 
'     Sx  '  a.c,  ■■■  ax,  ' 

unde  era'itur  forinula  memorabilis: 

t  äf\  (  Sf,  \     (  Sf  \  Sx  ix  Sx 

ubi 

dx^       ö,x^         dx^  ' 

ipsaeque  A^,  e  A  prodeunt  diffei-eiitialibus  ipsius  x^  respecta  siimtis  dtfferentialia 
ipsius  X  respectu  sumta  substituendo.  Formula  (6)  inter  egregla  inventa 
Illustrissimi  Lagrange  ceiisetur. 

Ut  e  formula  (2)  deduceretur  (6),    observo,    uoii  iiecessaiium  fuisse,  ut 
situti  feci  poneretui-  aequatio  /=  0.     Nain  cum  in  aequatione  identica  (2)  ipsa  f 
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quaeeuuque  sit  fuiictio,  pro  ipsis  quoque 

in  formiila    (2)    quantitates    arbitrarias    ponere    licet    ideoque    et'iam    qiiaiiti- 
tates  -  :=-  -'■ —  ■ 

Poiiamus 

bx^,  * ' 

sequitur  e  (1)  et  (2),  ponendo 

ficri 

(8)  2±Lbb[...b^^>  =  a:''2±aa[a^...a-2''. 

Qua  in  forinuia  cuin  ipsa  al    quantitates  quascunque  designare  possint,  potiamua 
(;+„  _  (,+„  _  äu.^, 

deslgnaiitibiis  n,  u„   ....  11^  quascunque  variabilium 

fuiictiones :  erit 

HiiiC  ponendo  rui-sus  m-hl  =  n,  suppeditat  formula  (8)  Propositionem : 

Designantibus  M,  Ml ,  ....  n„  ipsarum  x^^,  x^,  ...,  x„  t'unctiones,  ponendo 


fieri 

(9) 

du. 

1  ÖM,      du,         du 

'— 2±u- -.-'-■  ^■■■^^. 

Ipsis  «,  W|,  .  . .,  n„  substituendo  tu,  tn^,  . .  .,  fu„,  desiguante  t  et  ipsa  functio- 
nem    quamcunque,    non    mutabuntur    i'i,    v.^.   . . .,    )'„.      Unde  doeet  Propositio 
praecedens,  ponendo  tu,  tiii  etc.  ipsarum  u,  u^  etc.  loco,  Detenniiians 
9k,      du.,        du 
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aliam  non  subire  mutationem  iiisi  quod  per  factorein  T"'"'  iiiiiltiplicetar,  prorsii;^ 
ac  sit  /  Constans  esset.  Quocl  iam  olim  alia  occasione  adiiotavi.  (Diar.  Grell, 
vol.  XII.  p.  40.  —  Cf.  h.  vol.  p.  23ö.  236). 

18. 
Ratione  simplicissima  exhibetur  Deteriiiinans  fiinctionale,  cjuia  ad  uni- 
cum  termiiium  revocatur,  si  functionibiis  in  certum  ordinem  dispositis,  quaeque 
in  subsequentibus  unius  variabilis  independentis  loco  introducatur.  Quod  con- 
venit  cum  eliminatione  successiva,  qua  plui-ium  aequationuin  systema  ita  prae- 
paratur,  ut  successive  e  singiilis  aeqiiationibus  singularum  incognitarum  valores 
petere  liceat.  Sit  ex.  gr.  inter  ineognitas  ,r,  x,,  . . .,  x„  datum  aequationuin 
systema 

/=»,  /,  =  «,,  .  .  .,  /•.  =  «.; 
e  prima  aequatione  ipsius  x  valor  per  reliquas  incognitas  x-,,  x^  etc.  exhibeatur 
atque  in  reliquis  aequationibus  siibstituatur,  deinde  e  secunda  aequatione,  quae 
iam  inter  solas  Xj,  x„,  .  . ,,  x„  erit,  petatur  ipsius  x,  valor  per  x^,  x^  etc.  ex- 
hibitus  atque  in  reliquis  aequationibus  substituatur  et  ita  porro,  Ea  ratione 
aequationum  praecedentium  systema  ita  praeparatur,  ut  f^  solam  x„;  f„_^  solas 
^«j  ^n-i;  fn-s  solas  x„,  x„_i,  x„_2,  etc.  iinplicet.  Unde  ultima  aequatione  ipsa 
x„  determinatur;  eius  valore  in  paenultima  aequatione  substituto,  ea  solam  x^i 
implicabit  ideoque  ipsius  x„_,  valorem  suppeditat,  et  ita  porro.  Aequationibus 
dicto  modo  praeparatis,  f'unctio  /^  praeter  ipsas 

adlmc  implicabit  quantitates 

Pro  quibiis  quantitatibus  restituendo  ipsas  f.  f\,  .  .  .,  f,^^,  tit  /■  ipsaruni 

f,       f..       ■    ■    ■.       /•,-„      ',.      "„„       ■    ■    :       ■'. 

fimctio;  quod  indicabo  ipsius  /]  loco  scribendo 

f,(f,t\,--;f,^„    ■':,-'.^„    ■■;'.}■ 

Diiferentialia  partialia  autem  ipsius  ^  per  illas  quantitates  exhibitae  uneis 
includam,  ut  distinguantur  a  differentialibus  eiusdem  functionis  per  quantitates 
X,  ,Ci,  .  . .,  x.„  exhibitae. 

His  positis,   dabuntur  f,  f\,  ....  f„  ut  ipsarum  x,  x,,  .  .  .,  x„  functioiies 
per  hoc  aequationuni  systema: 
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0  =  F  =/-/'C^,  ,r„  ...,  ,r,), 

0= -f.  =/.-/.(/■/,.•■■,  /■„,■■'.). 

quae  sunt  acqiiationes  h  +  1  iiiter  varialiiles 

.',  -^„  ■ .  ■,  »..  /,  /,.  .  -  ■,  /.•)- 

Secuiidum  (5.)  §.  10  fit: 

E  ibnc'tioiiibus  i'',  7'\.  .  .  .,  F„  iiniea  /''„  ipsam  y„  iiivolvit,  unde  omtiibus 
BF        dF,  J)F..^ 

"/. '     a/. '   ■  "  ■'      llf. 
evaiieseeiitibus,  fit 

^.SF  eF\_    i*L_('v-i-i^  äf,      afi-1  '\  aF, 
-^^W'  a/,  ■"  a/;  ^v —  a/  "if,""'3fZr)'^f." 

Ex  Omnibus  F,  i'',,  .  .  .,  i''«_i  unica  F^_i  ipsam  /„_!  implicat,  unde  fit 

,  ,  äF  dF,      a-f.-,      (,.  aF  SF,      aF._j  \  af—, 


5/  ■  a/,"'"  e/._,      \--  df'  df,  ■■'  a/-._,  )'  a/'._, 


ideoque 


jii'odit 
(2) 

*)  Wem   sign.umy|-,   pro   vadabiü  et  fauclioue   sumtum,  ambiguum  iioii  erit,  quia  functioaali  s 
adieci  quautilates,  quas  fuiidio  iuvoivit. 

55* 


SF,      aF.-,  \  aF.-i 
äf,       af,_, )    af,_, 

aF, 
■  af. 

^rvenitur  ad  foi-ni 

nlam 

SF    SF,        SF. 

<V  '  af,  ■■■  a/.  ° 

SF    SF,       aF, 

"  af  at\  ■■■  a/,  ' 

SF       SF, 

Bf^  a/, 

af,  ^  ' 

,+  aF    BF, 

af. 
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Porro    cum    ex    omnibus    F,   F-,,    ...,    F^  unica  F  ipsam  x;   ex    omnibus   F,^ 
F^y  .  .  .,  -F«  unica  F^  ipsam  Xj  etc.  involvat,  simili  ratione  obtinetur; 

Bx      bx  dx  dj;      dx^         dx 


Fit  a  Litern 


unde 


Fonnulis  (2)  et  (3)  substitutis  in  (1)  protlit  tbrmula  memorabilis; 


(4) 


öj;  \  5.S  7    \  dx.  )      \  dx 


Cuius  aequationis  in  laeva  parte  functioiies  f,  per  x,  x^,  . .  .,  o:,  exhibitae  fin- 
guntur,  in  dextra  parte  functio  fi  per  /,  f^,  . . .,  /;_,,  x„  x,-_i,  . . .,  x^  expressa 
supponitur. 

19. 
Tlieoremate    §.    pr.    demonstrato    nituntnr   formulae   generales  quae  pro 
transformatione  integralium  multiplicium   circiiinferiintur.     Proponatur  integrale 
multiplex 

juefdf,...sf_. 

ubi  U  ipsarum  /,  /, ,  .  . . ,  f„  data  functio  est :  integratio  ita  modo  inaxime 
generali  instituitur,  ut  successive  unius  variabilis  respectii  tntegrando  reliqaae 
variabiles  pro  Constantibus  habeaiitur,  ita  ut  limites  quoque  iiitegrationis  harum 
variabilium  functiones  sint.  Veluti  pi-imum  ipsius  f„  respectii  integrando  limites 
ipsarum  /,  f\,  .  • .,  /^_i  functiones  erunt;  integrale  inventum  iterum  ipsius  f„_j 
respectu  integrabitur  eruntque  limites  ipsarum  /',  /J ,  . . . ,  f„_s  functiones,  et  ita 
porro  usque  dum  integrationes  omnes  transactae  sunt.  De  iilis  integralibus 
inultiplicibus  valet  theorema,  quod  in  liac  Theoria  pro  Piineipio  haberi  debet, 
siquidem  functio  ü  inter  integrationum  limites  nunquam  in  infinitum  abeat, 
Integration  um  ordineni  quoeunque  modo  placeat  mutari  posse,  ita  ut  perinde  sit, 
cuius  variabilis  respectu  prima,  cuius  respectu  secunda  integratio  fiat,  et  ita 
pori'o,   dummodo  novarum   integrationum  limites  idonee  determinentur.     Qiioil 
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Principium  per  se  darum  est,  si  integralis  multipUcis  valor  ut  llmes  summationis 
finitae  definitur,  intervallis  continuo  deci'escentibus.  Eius  Principii  ope  facile 
absolvitur  quaestio,  quaenam  expressio  siib  signo  integrationis  nuiltiplids  sub- 
stituenda  sit  elemento 

iibi  variabüium  /,  /i,  .-.,  f^  loco  aliae  variabiles  inti'odueantur. 

Fiat  integratio  prima  ipsius  f^  respectii;  pro  qua  variabOi  introducatur 
alia  x„  statuendo  f\  esse  quampiam  ipsius  x^  functionem,  quae  involvere  potest 
quantitates  /",  f^,  .  .  .,  /„_,,  quae  in  prima  illa  integratione  pro  Constantibus 
habentur.  Differeiitiali  df„  substitiienda  erit,  si  integratio  ipsius  x„  respectu 
efficienda  est,  expressio  aequivalens 

ita  ut  integrale  multiplex  propositum  aequetur  sequenti; 

lam  vero  integrationum  ordinem  mutemus  neque  ipsius  x„  sed  Ipsius  /^_, 
respectu  integrationem  primam  efficiaraus.  Rursus  ipsius  /„_i  loco  aliam  varia- 
bilem  3;„_,  introducamus  statuendo  /„_,  esse  functionem  ipsius  x„^i  quampiam, 
quae  involvere  potest  etiam  reliquas  quantitates  /,  /,,  .  .  .,  f^_i,  x„,  quae  in 
prima  illa  integi'atione  pro  Constantibus  habentur:  erit  integrale  propositum 


Rursus  integrationum  ordinem  mutando  non  ipsius  x^_-i  sed  ipsius  /„.^  respectu 
integratio  prima  instituatur,  pro  qua  nova  variabilis  x„_2  introducatur;  sie  post 
quamlibet  novae  variabilis  introductionem  ordinem  integrationum  commutando  et 
rursus  variabilis  loco,  cuius  respectii  integratio  prima  facienda  est,  novam 
variabilem  introduccndo,  pervenietur  tandem  ad  hanc  integralis  transformati 
expressionem: 


Ml)(^ 


In   qua  espressioiie  transformata  est  ^,  ipsarum  f,  f,,  .  .  .,  /^_, ,  x^,  porra  /„_, 
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ipsaruni  f,  /",,  ...,  f„_.,,  x^_^^,  x„,  ac  generaüter  f,   ipsarum  f.  f, f-_,.  ,r,, 

^i+u  ■  ■  -5  ^i  fLiuctio,  ita  iit  ultima  f  onines  novas  varlabÜes  x,  x^,  ....  ,r„  in- 
volvat.  At  ipsius  /  expressionera  in  /, ,  ipsarmn  f,  f,  expressiones  in  f^,  ipsavum 
f>  /i)  /s  expressiones  in  /,  siibstituendo  et  ita  pon-o,  omnes  /,  /",,  ....  f^  evaduiit 
novarum  variabilium  x,  x^,  ....  x„  functiones,  earuinque  functionum  Deterniiiians 

secundum  theorema  §.  pr.  probatiim  producto  illi 

aequatur.  Quod  si  producto  illi  substituimus  Detemiinans  in  iiitegrali  inultiplici 
tx-ansformato,  nanciscimur 


jUöfdf,...öf^=]U.[2 


quae  est  fornuila  generalis  pro  integi-aH  multiplici  transformando.  Quam  iov- 
mulam  pro  duabiis  'et  tribus  variabilibus  eodem  fere  tempore  Eulerus  et 
Lagrange  invenerunt,  sed  üle  paulio  prius.  Et  haec  tbrmula  egregie  analogiam 
differentialis  et  Doteriuinaiitis  functionalis  declarat. 
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DE  FÜNCTIONIBüS  ALTERN ANTIBÜS  EARDMQUE  DIVISIONE 

PEK  PRODUCTUM  E  DIFFERENTIIS  ELEMENTORÜM 

CONPLATOM. 

1. 

Eleganter  oHm  observavit  Ci.  Vanderinonde,    proposito  Determinante 

si  mutentur  indices  in  exponeiites,  provenire  Productum  conflatum  ex  Omnibus 
elementoruin 


Ca.-a,).,.(a-aJ 


Quod  sie  demonstratur.  Functio  quae  elementonim  Permutütione  aliqua  in 
valorem  oppositum  ablt,  nuUum  involvere  potest  terminum  eadem  Permutatione 
immutatum;  adesse  enim  deberet  etiam  terminus  oppositus  et  uterque  se  mutuo 
destrueret.     Unde  Productum  P,   quod  duorum  elementorum  commutatione   in 

valorem  oppositum  abit,  evoliitum  carere  debet  terrainis 

in  quibus  duo  exponentes  vel  plures  inter  se  aequales  sunt,  quippe  qui  termini 
non  mutantur  duo  elementa  ad  eandem  dignitatem  elata  inter  se  coinmLitando. 
Hinc  exponentes 

tantum  valores  induere  possunt  integres  positives  a  se  divereos,  et  cum  omtuuin 
summa  aequare  debeat  Producti  F  diuiensioueui 

in.  56 
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exponentes  illi  alii  esse  nequeunt  quam 

0,     1,     2,     .  .  .,     n. 
Quorumcunque    eiiim    aliorum    mter    se    diversorum  summa  numerum   -— '■-^— --'- 

siiperaret.     Coefficieiites  autem  teraiinorum  illorum,  in  quibus  tc,,,  o,  etc.  omnes 
inter  se  diversi  sunt,  alii  esse  nequeunt  quam 

±1, 
cum  in  faciendo  Producto  illi  termini  unico  modo  producantur.     Ex.  gr.  temiinus 

a^  fflj  «2 . .  -  a^^ 
alitet"  jjroduci  non  potest  quam  singulorum  factorum 


j)rima  nonuna  inter  se  producendo,  Nascitur  igitur  Pi'odueti  P  evolutio  e 
termino 

elementü  «o,  «,,  .  .  .,  ««  sive  eorum  indiees  subscriptos  Ü,  1,  . . .,  n  oninimodis 
permutando,  signis  insuper  ea  lege  definitis  ut  binorum  indicum  commutatione 
Aggi'egatuni  omnium  terminorum  in  valorem  oppositum  abeat.  Quae  ipsa  est 
Determinantis  formatio,  siquidein  exponentes  pro  indicibus  habentur. 

Ex  antecedentibiis  patet   in   evolvendo  Producto  P  perpaucos  remanere 
terminos,  longa  pluvimis  se  mutuo  destruentibiis.     Nani  producendo 

2 

factores  hinomiales,  proveniunt  termini  numero 


t'  quibus  tantum  renianent 

1.2.3... (71+1), 
?t-f-T  indicum -Permutationibus  respondentes.     Sic  quoties  n^=h.  e  32768  ter- 
minis  nonnisi  720  remanent  reliquis  omnibus  se  mutuo  destruentibus.     Quamobrem 
rectius    evolutio  Producti  eo  explicatur,  quod   instar  Determinantis    se  habeat, 
quam  vice  versa. 
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2. 
E    notis  Determinantimn  proprietatibus  similes  quantitatum  P  petuntiir. 
Sic  pro  tribus,    quatuor  etc.   elementis  successive  formantui-  quantitates  P  pei" 
form  «las 


>.)(■>■ 

-«.)(« -a,)  =  «,a,(«,-.,) 

-*-",».(«,—  «,) 

+«.«,(»,—».), 

•.)(«, 

-<■.)(<..-".)(■.-",)(<>-<.,)(«.-<..) 

=  »,».«.(<•■—«,)(«.—<•,)(".—  «.) 

—  a.,a,a„(^a^—a;){a^~o^){a^—a^) 

+».".«,(<•,—«,)(<•,—",)(",—<■,) 

-".»,  «,(»-".)(»,—«.)(»=—«,) 

etc. 

etc. 

Quaeque  linea  horizontalis  e  praecedente  obtinetur  quemlibet  indicum  0,  1,  2  etc. 
mutando  in  proxime  sequentem,  ultimum  in  primum,  signo  simul  luutato  aut 
immutato  prout  elementorum  numerus  par  aut  impar  est. 

Si  elementorum  numerus  par  est,    commoda  haec  habetur  quantitatis  /' 
repraesentatio.     Vocemus 

{i„  i,  h,  ■ . .,  i.) 
functionem  aliquam  quantitatum  indicibus  ^u,  i',,  .  .  .,  {„,  att'ectarum;  sl  formandum 
est  Aggi-egatum 

S(\,  i..i„  ...,  «  =  ft,  i..i.-  ■■■.i.^ui.) 

+{i„i„\ i..,       Q 

+(•■„   i.,i„   ...,!„        i,) 


+(<•.„ 


id  innuam  dieendo,  indices 


cyclum  percur-re)'e.     Qua  in  re  ordo,    quo  indices  in   cyclum  disponantur,   bene 
tenendus  est.     His  positis  quantitatem  P  sie  formare  licet.     Fingatur  expressio 

quam  quo  clarius  lex  appareat  sie  scribam: 

(«,-».)(« -<'!)-K-«,-,)^(".»,)"(",«;,)'(«,«.)'-(«._,«.)"-', 

sab  signo  2  omnimodis  permutatis  exponentibus 
0,    2,    4,    .  ,  .,    »— 1. 
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In  expressione  illa  cycliim  percurraiit  primo  elementa  tna 

secundo  elementa  quinque 

et  sie  deinceps  ita  ut  posfremo  cyckim  pereurrant  elementa 

Omnium  expressionum   provenientium   Aggregatum   aequabitiu'   ipsi  F.     Ex.  gr. 
pro  quatuor  elementis  fit 

In  expressione  proposita 

(«,-«.)(a,-a,)...K-«,_,)X».">,)*(-,«.)'.. .(<•,_,«)" 
constat  snmma  ^  terminis 

1.2.3...  »+i, 
qui  Permutationibiis  exponentium  proveninnt.     Productum 

evoliituin  suppeditat  terminos 

2  ^  . 
Ubi    suecessive  tres,  quinque,    .  .  ,.  n  elementa  cyclum  percurrunt,  teraiinorum 
numerus  per  3,  5.  .  . .,  n  multiplicatur.     ünde  Aggregatum  propositum  evolutiira 
amplectitur  terminos  numero 


quem  patet  aequalem  esse  numero 

1.2. 3.. .(«+!). 
Alia  generalior  ipsius  P  repraesentatio  haec  est. 
Diseerpamus  terminum  generalem 


in  plura  producta,  veluti  in  tria, 
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Pro  discerptionibus  in  plura  producta  cum  prorsus  siniilia  valeant,  in  illa 
discerptioiie  consistam.  Obtinentur  omnes  indicum  0,  1,  2,  ....  /z  Perinuta^ 
tiones  distribuendo  eas  in  tres  classes,  quarum  prima  V+l,  secunda  /:—;',  tertia 
it—k  indiees  ampleetitur,  eaque  distribtitione  omnibus  modls  facta  quibus  fieri 
potest,  cuiusvis  classis  indiees  omnimodis  permutentur.  Ex  ?tH-l  elementis 
eligi  possunt  «-f-l  diversa  primam  elassem  formantia  modis 

(.+i).....(»— +1), 

"l.2...(i+l)     '    • 

e  reüquis  n—t  elementis  eligi  possnnt  /: — ;  elementa  diversa  secundam  elassem 
formantia  modis 


("—•)■(» 


-i)^._.(«-i-i-i) . 


1.2. ..(*—■) 

reliqua  n  —  k  elementa  tertiam  elassem  fonnant,  unde  distributio  n  +  1  elemen- 
tornm  in  tres  classes  illas  fit  modis 

(^ +l.«)...(ra— i+l).(«— 0...(w — *+l) 
1.2...(i-hl).1.2...(k-i)      '     "    ■ 

Elementa  primae,  secundae,  tertiae  classis  permutari  possunt  resp.  modis 

1.2.3.. -O'+l),    1.2.S...(k—i),    1.2. 5... (n—k), 
quibus    Pennutationibus    ad    singulas    distributiones    adhibitis    omnes    emergunt 
n-hl  elementorum  Permutationcs  1.2...(n-\-l). 
E  termino 

n     1  "  "  "     '"  ■  (-1-1     i+'2  ■  ■  •  "i  '  ^'^  "jr+i  "t+a  -  ■  -  "„ 

provenit  pemiutando  indiees  0,    1,  .  .  .,   V,  indiees  i~hl,  i-{-2,  ....  k;   indiees 
^■  +  1.  k~}~2,  ...,  n,  produetum 

quod  seeundum  §.  1  sie  exhiberi  potest: 

K,«..+2-"*>-"(«*+.«*+s-"«,)'^'»K' «,. ..., « )fl(«-^„  «^^2.  -■■  «J-ffK+;,  'W'  ■■■'  "J; 

'lesignante  generaliter 

fl(«,  ^  c,  .  .  .,  ^.,  q)  =  (b-a)(<:-a)...{q-p-) 
produetum  ex  omnibut;  elementorum  c,  b,  ....  q  dift'erentiis.     Hinc  eruitur: 
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Signum  S  aniplectitur  tot  terniinos  quot  habentur  modi  elementa  n-i-1  in  tres 
classes«+l,  k — i,  n— /:  elementonun  distribiiendi.  Omnes  habentur  distributiones, 
eligendo  ex  omnibus  indicum  0,   1,  ...,  n  Permutationibus  has: 

in  quibus  «oj  «n  ■  •  ■)  «*  nee  non  «,+,,  ß;_^2,  .  . .,  ctf.,  denique  a^+i,  a,,^.^,  .  .  ..  c!„ 
sese  magnitudine  excipiunt.  Prout  mutaudo  iiidices  0,  1,  ....  n  in  ag,  «,,  .  .  .,  a„ 
Productum  P  inimutatum  manet  aut  in  valorem  oppositum  abit,  termino  sub 
signo  S  contento  Signum  -|-  aut  —  praefigendum  est.  His  obiter  commemoi-atis 
ad  propositum  pergo. 

3. 

Generaliter  cum  TU,  Cauchy  vocemus  funetiones  alterna.ntes,  quae  ele- 
mentorum  Permutationibus  aut  non  inutantur  aut  in  valorem  oppositum  abeunt. 
Quarum  est  simplicissima  Productum  P  antecedentibus  consideratum,  quod  ex 
Omnibus  elementorum  differentiis  conflatur.  Earum  functionum  est  expressio 
generalis 

in  qua  sub  signo  2  elementa  a^  etc.  oninimodis  pennutanda  sunt.  De  functione 
<f  reiici  possunt  termini  omnes  duorum  elementorum  Permutatione  immutati, 
quippe  qiii  se  mutuo  destruere  debent  (v.  §.  1).     Hinc  si  ponitur 

exponentes  «,,,  «,,  ....  «„  omnes  inter  se  diversi  esse  debent,  ne  funetio 
alternans,  ex  eo  termino  proveuiens,  identice  evanescat. 

Constat  et  facile  probatur,  quoties  exponentes  tc^,  etc.  sint  integri,  l'um- 
tionem  alternantem 

per  ipsum  P  divisibileni  esse.  Sed  non  video  observatum  esse,  divisionis 
Quotientem  per  formulani  generaleni  assignari  posse.  Quod  ut  appareat.  in- 
vestigabo  eius  Quotientis 


funetionem    generatricem.      Qua   in    quaestione    exponenteni    niinimum    statuere 
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licet  evanescere;  si  enim  «„  est  exponens  miniraus,  expressio  proposita.  per 

ilivkli  potest.     Hinc  Qiiotientem  proposltum  sie  exhibere  licet: 


in  qua  expi-essione  expoiientes  «i,  a<,  etc.  sunt  positivi. 

Sit  quantitatLim  t^,,  i,.  ....  C,„  functio  rationalis  integra  qiiaeeunqiie 
y((„,  jf;,  . . .,  t^); 
sit  Prodiictiim  ex  omnibus  ipsariim  ^„  etc.  differentüs 

O(to,    l>    ■■■:    t„,)  =  (t.,^Q(t,-t,)...(t^-t„.-,) 

=  2±tjl...fl: 
sit  deniqiie 

/M  =  («-<,J(^'^a,)(*-^a,)...(^-<..). 
His  positis,  secundum  ipsarum  t^,  t^  etc.  digiiitates  descendentes  evolvamns  ex- 
pi'essionem 

eiusque  evoliitionis   terminos  siniul  omniuiii  ;„.  ;,,  .  .  .,  t„,  dignitatibus  negativis 
affectos  äccuratius  examinemas. 
Ponendo 


fO:)- 


<i/M 


fit  per  discerptiones  in  fi-actiones  siraplices: 


(1) 


1 


X 


[_      1  1 


/'(«je.-«.) ) 


1 


1 


Facta  Multiplicatione  huiusmodi  proveuiunt  expressiones: 
designantibus  a.  h.  .  .  .,  p  quascanque  quantitatiim  a„.  «,,  .  .  ,,  c^  si 
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sive  inter  se  aequales.  Si  binae  veluti  a  et  b  inter  se  aequales  sunt,  expressio 
(2)  fit: 

na)f'(by.:.r(p)       t,-t„    '    '\t^-ä    *,-«"j  ((;-c)(i,-rf")".::(r_^) ■ 

E  cuius  expressionis  evolutione,  cum  -, sit  functio  integra,  non  proveniunt 

termini,  utriusque  („  et  /,  dignltatibus  negativis  affecti.  Unde  si  evolutionis 
respicimus  tenninos  ownium  t„,  t, .  .  .  .,  t,„  dlgnitatibus  negativis  affectos,  in 
expressione  (2)  pro  ipsis  a,  b,  ....]>  quantitatum  «„,  «i,  .  .  .,  a„  diversas 
sumere  sufficit.  Quod  cum  fieri  non  possit  si  m  >•  n,  habemus  propoeitionem, 
quoties  m>n,  ex  expressione  (1)  evoluta  non  prorenire  te^ininos  simid  omnium 
4,  (i,  ....  t„,  düpiitotibus  negativis  affectos. 

4. 

Statuendo  i/i<7i,  expressio  evolvenda  secundum  antecc.  sie  exhiberi  potest : 

^^^      ^■7T«„_.)rK_,~;^7'(«J(^-«^J(^-«„_^"J^~(*,„-«J  ■ 

Sub  signo  S  pro  ipsis  a^„  etc.  sumendae  sunt  quaelibet  m-hl  diversae  quan- 
titatum ÖD,  «,,  ...,  a„,   eaeque  omnimodis  inter  se  permutandae.     Vocemus  H 

Coefficientem  evolutionis  propositae  ductum  in  terminuni 

erit,  quod  facÜe  constat, 

,,,  „     „  s-K-,.,  "„.+, «.)■«(«„.,  »-,.^,.  .•.,«.) 

(4)  H=  S f>^JfX<'.„.^,)-^-rM 

lani  vero  cum  sit 

/'(«,)=(",-<■.)(«-«,)■■■(»,-».). 

omisso  factore  evaneseente  ß; — ii,,  lit: 

I  "('.-„  «.-,.t, «.)■"(-.■  «..  ■  •  ■.  «.) 

'"'  I  =  C-lf  **"«(«,  «„  . . ..  " J/'C«._J/'C«._„,)-/'(».). 

Nain   In  producto 

/'(<>.-,.;>/"(<>._,+,)..■««.) 

ut  faetores  inveniuntui'  omnium  elementorum  a^,  <(,,  .  ,  .,  a„  dift'erentiae  praeter 
eas,   e  quibus  conflatur  productum  II(ai,,   a^,   ...,   «„_,„_i),    atque    insuper  bis 

sed  signis  oppositis  habentur  ■  ■■■„ — -  faetores  producti  Il((t^_„„  a„_,„+i,  .  .  .,  (Q. 
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Substituendo  (b)  eruitiir  e  (4): 

(ß)         //  =  (--!)      '^      S-^^^ _^=!^>  J_..  "-_!i^— ^.'_.      .     ^. 

Fit  secundum  §.  l: 

(0  — p-  —  .2  p— ^, 

sub  signo  ^  omnimodls  permutatis  indicibus  0,  1,  ....  n^in — ^1.  Hinc  ob- 
tinetur  e  (ti): 

(8)  11=^  (-l)'"^'^'^ ^'  - -ll^-'-M^^^-..'  \-,..+v_''J_ ^ 

sub  signo  ^  omnibus  inodis  permutatis  eleineutis  omnibus  «„,  a^,  ....  (7„. 
Nam  in  expressione  (6)  sab  signo  S  elementa  a^,  «,,  .  .  .,  a„  oinnimodis  dis- 
tribuenda  eraiit  in  duas  classes  resp.  n^m  et  m4-l  elementorum  atque  ele- 
menta secundae  classis  omnimodis  pemiutanda.  In  formula,  quae  substitiiendo 
(7)  prodlt,  etiam  elementa  iirimae  elassis  omnimodis  permatanda  sunt,  unde  in 
formula  (8)  sub  signo  -£  element-a  omnia  omnimodis  permutanda  sunt,  quod 
perinde  est  ac  si  elementa  omnia  omnimodis  permutentur  (v.  §.  2). 

Expressio  (8)  est  elementorum  «„,  a,,  .  .  .,  a„  functio  altenians  ratio- 
nalis  integra  divisa  per  Productum  ex  omüium  elementorum  differentiis  P. 
Cuius  Quotientis  est  expressio  (I)  functio  generatrix,  quae  indagatu  proposita 
erat.     Invenimus  enim,  evoluta  expressione  (1),  Coöfficientem'  termini 

t-'t-\..t-' 
esse  Quotientem  propositiim,     Seoi-sim  consiideramus  casum,  quo 

Eo  casu  fit  formula  (4): 

fit  autem: 

undc 

"■'-•*-'      <!(.%,  "r   .  ■  ■,  i>  ) 

(10)  «  =  (-1)    '    S —T.--         ■ 

qua  in  formula  sub  signo  N  elementa  a^,  (',.  .  .  .,  «„  omnimodis  permutanda 
sunt,  Expressio  ad  dextram  functio  altenians  est  rationalis  integra  maxime 
generalis,  quoniam  <f  functionem  omniura  elementorum  rationalem  integram 
quamcunque  designat.      Habetur  igitur  liaec 

m.  57 
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P  r  0  p  O  S  i  t  i  0. 
Sit  /"productum  ex  omnibus  elementonim  a^„  «j,  ....  «„  differentüs.  e 
quo  nascatur  Tl  ponendo  ipsaruin  a„,  a,,  .. .,  «„  loco  resp,  t^.  t, /„;  sit 

atque  designet  g}{(g,  t^,  ...,t^)  ipsarum  t^,  t^.  ....  f„  fiinctionem  quam- 
cunque  rationalem  integram;  siib  signo  2i  permutando  omnimodis  ele- 
menta  «o,  «, ,  ....  a^,  fit 

^f{%.  «„...,  gj 

P 

expressio  maxinie  generalis  functionis  rationalis  integrae  altertiantis  divisae 

per  Productum  ex  omnium  eiementonnn  differentüs:  Quotientem  invenimus 

aequare  CoSfficientein  termini 

if-'(i'...i-' 
in  evoluta  expressione 

Si  m  =  n — 1,  secnndiim  (8)  expressionis 


fnnctio  generatrix  fit 

(-1)' 


-P'-*     ö(*„'     ^.      ■■■!     '„_l)-y(«ül     ^p     ■■■■     «„_,) 


Quod  facile  etiam  de  Propositione  antecedentc  seqiiitur, 

5. 
Statuamuö 

atque  observemus.  dividendo  functionem  evolvendani  per 

tlt'^...t['", 
Goefficientein  termini 

abire  in  Coefficientem  termini 

Hinc  SLippeditabit  fovmiila  (8)  hanc  Propositionem : 
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Propositio. 
Funetio  altenians  divisa  per  Productuin  ex  elementorum  a^,  a-,.  ,  .  ,,  a„ 
differentiis, 


aequatui-  CoSfficienti  termini 

-(r+0  -(j-i+i)      -()-,„+i) 

in  evoliita  expressione 

"""m'm-AO   .  ' 

siquidem 

/W=-(x-«„)(^-«,).„C^-».). 

Observo  In  Prop.  praecedente  posituiu  esse 

(-1)  "^' ' {t,-Q{f-o...{f.,.~f.„_,)  =  (f^^txi-f;)-(t„,-i~t^)- 

Sit 

1        1        <j.       a       v, 

f{W)  ^"+'  iC"+-  iC"-*^''  ^"+* 

erit  C,  SLimraa  omuium  pi'oductoi'iim  «'  elementorum  stve  diversorum  sive 
aequalium  e  nuniero  ipsariun  (i„,  a^.  .  .  .,  a„  desiinitoruni.  Quae  quarititates 
C,  Ca  etc.,  ponendo 

/(^)  =  .■e"^J,,t"-i+J^^''-2— etc., 
facile    per   ipsas    qiioque   A^.    A.,   etc.   exprimiintur.      Substituendo   evolutioneni 

ipsius  -r/"\   pi'aecedeiitem  in  evoluta  fractione 
1_ 

fit  tej'tninufi  <!;eneralis 
L'iide  evoluta  expressione 

tit  terminiis  ireneralifi: 

.i'±c;6;^...6;  .^"""'^'"^"'""'""■■■CT''""'^''"^'"^'''"'- 

Hinc  Propositio  antecedens  suggerit  fonnidam: 
a  a       o"~"'~^a'      al'  d'"' 

57* 
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In  hiiius  füi'inulae  altera  quidem  parte  omiiimodis  permutanda  sunt  elementa 
au,  «1,  .  .  .,  f/„,  in  altera  autem  indices  /,  /^.  .  .  ..  y,,,,  signis  -H  raore  consueto 
definitis.     Fit  ex.  gr.  pro  m  =  0,  m  =  1  etc. : 


^^^-F^-^  = 


etc. 
Generaliter  ueqxmiur  Quotiens  proposihis 


Deierminanli,  qnod  pertmet  ad  sysiema  quantitatum 


In  bis  formulis  statuendum  est,  quantitatem  ('  indice  0  affectam  unitati  ae<jualeTii 
esse,  indice  negative  affectam  evanescere. 

Si  pläceret,  Determlnans  praecedens  per  elementorum  «„,  «i,  ,  . .,  a„  ipsas 
Combinationes  formatas  exhibere,  in  formandis  Cj,j+,_„  omitti  posset  elementum 
unum  a^,  in  formandis  C'j,^_,_s_„  omitti  possent  elementa  duo  a„,  a^,,  et  ita 
porro.  Constat  enim  non  nmtari  Determinans,  si  singulis  seriei  horizontalis 
terminis  addantur  earundem  serienim  verticalium  termini  nmltiplicati  per  qaan- 
titates  quascunque,  quae  tarnen  pro  omnibus  eiusdem  seriei  horizontalis  terminis 
eaedem  esse  debent,  Porro  observo,  si  designentiir  per  C,  0"  etc.  Combinationes, 
in  quibus  Ibrinaiidis  unum,  duo  etc.  elementa  omittuntur,  fieri 

etc.  etc. 

Quod  facile  ipsa  ae<;[iiatione  probatur 

Qiiibus  Deterininantis  et  Combinationum  proprietatibus  propositum  constat. 
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0.   G.  J.   JACOBI, 

ORD,  PROF.  RTSK  MATH.  AN  DER  UNIVERSITÄT  ZU   KÜSIGSIiERG  IN  PHEUSSläN. 


Grelle  Journal  für  die  ruiüe  und  angewandte  Matliomatik,  Bd.  :!'2.  p.  372—374. 
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Setzt  man  in  die  Gleichung 

^_icg(,-:c)  =         ..     _  l-\-j:-i'X--h.v^-hetc. 
die  Reihenentwicklung  für 

~log(l— ^)  ^  a;H-^*'+|^'+i^'4-etc.  =  X, 
entwickelt  e^  in  die  Reihe 

so  sieht  man,  dafs  in 


der  Coefficient  von  jeder  Potenz  x"  der  Einheit  gleich  wird.     Es  ist  aber  der 

'~n. 


Coßfficient  von  x"  in  ^-ff-    nach  dem  bekannten  Polynomialtbeorem  gleich  dem 


Aggregate 

. L 

2''S'...nan/>nc.,.  ' 

wo 

(I)  tt+2*-l-3f+etc.  =  n. 

Es  niiifs  daher  die  Gleichung  stattfinden: 

^^^  ^2''"3^"..77«fl&//c"...  ""■^' 

wenn    man  für  u,    b,  c,  ...   solche   ganze  positive  Zahlen,   die  Null    mit  ein- 
begTÜfen,  setzt,  für  welche 

a+26+3c+etc. 
denselben  Werth  behält,  es  mag  dieser  Werth  übrigens  sein,  welcher  er  wolle. 
Die  Gleichung  (2)  kann  man  durch  rein  combinatorische  Betrachtungen  beweisen. 

Wenn  man   die  Zahlen    1,    2,  3 u  vei-setzt,  so  wird   durch    diese 

Versetznno;  eine  Zahl  ',,  in  u,  i,  in  L  u.  s.  w.  und  zuletzt  i,  wieder  in  *'.  über- 
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gehen,  wo  i,,  i.^.  .  .  .,  i„  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind.  Sind  hier- 
mit die  n  Zahlen  noch  nicht  erschöpft  oder  ist  a  <C  n,  so  nehme  man  von  den 
übrig  gebliebenen  Zahlen  irgend  eine  i^+i',  diese  wird  durch  die  betrachtete 
Versetzung  in  4^2,  diese  in  {„+3  a.  s.  w.  und  zuletst  iß  in  i„^y  übergehen,  wo 
wieder  4+1 »  Wa-  ■  ■  -j  V  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind.  Auf  diese 
Weise  kann  man  fortfahren,  bis  sämmtliche  n  Zahlen  erschöpft  sind.  Bezeichnet 
man  mit 

(3)  iW-r-i.) 

die  Art  der  Versetzung,  wonach  jede  der  Zahlen  /,,,  {,,  .  .  .,  i^  in  ihrer  Reihen- 
folge in  die  nächste,  die  letzte  in  die  erste  übergeht,  so  wird  man  durch  Vei'- 
setzung  der  «  Zahlen  in  dem  Ausdrucke  (3)  nur 

l,2.:-i...(K— 1)=-  "" 
verschiedene  Arten  des  üeberganges  der  Zahlen   in   einander   erhalten,    weil  je 
a  Ausdrücke 

nur  dieselbe  Art  dieses  Üeberganges  bezeichnen.  Man  kann  daher  sämmtliche 
Versetzungen  der  n  Zahlen  erhalten,  indem  man  die  n  Zahlen  auf  alle  mögliche 
Arten  in  Gruppen,  z.  B.  in  a  Gruppen  von  einer,  in  h  Gruppen  von  zwei,  in 
c  Gruppen  von  3  Zahlen  theilt,  wo 

und  in  jeder  Gruppe  z.  B.  von  a  Zahlen  die  verschiedenen 
IIa 

Arten  bildet,  wie  die  Zahlen  auf  die  angegebene  cyclisclie  Weise  in  einander 
übergehen.  Wenn  in  einer  Gruppe  sich  nur  eine  Zahl  beftndet,  so  heifst  dieses 
so  viel,  dafs  diese  Zahl  in  der  betrachteten  Versetzung  ihre  Stelle  überhaupt 
nicht  ändert. 

Man  kann  a  Zahlen  auf 

JIn 

lia  IIb  n.c::.{n2f{my '.'..' 

verschiedene  Arten  hi  a  Gruppen  von  einer,  h  Gruppen  von  2.  c  Gruppen  von 
3  Zahlen  u.  s.  w,  theilen,  wie  durch  einfache  conibinatorkiche  Betrachtungen 
hinlänglich    bekannt    ist.      In  jeder  Gruppirung    giebt   nach    dem    Obigen  jede 

Gruppe  von  2  Zahlen  -„— ,  jede  Gruppe  von  3  Zahlen  -„-'     u.  s.  w.  verschiedene 
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Ai'teii,  wie  die  Zahlen  derselben  Gruppe  den  cyclischen  Uebergang  in  einander 
Imiten  können.     Es  wird  daher  jede  Gruppirung  der  genannten  Art 

mm- 

\'^ersetÄnngen  geben,  und  da  inan 

nn 

/7«nöJZc...(iT2)*(iI3y..." 
solcher  Gruppirungen  hat,  so  werden  alle  Gruppirungen,  in  denen  die  u  Zahlen 
in  a  Gruppen  von  einer,  b  Gruppen  von  zwei,  c  Gruppen  von  drei  Zahlen  u.  s.  w. 
getheilt  werden,  wenn  alle  Zahlen  jeder  Gruppe  auf  alle  mögliche  Arten  cyelisch 
in  einander  übergehen,  zusammen 

rin 
nan/>nc...2''5'... 

Versetzungen  ergeben.  Giebt  man  den  a,  b,  c,  .  .  .  alle  Werthe,  für  welche 
«  +  26+3c+etc.  =  n,  so  mufs  man  sämmtliehe  TIn  Vei-setzungen  der  n  Zahlen 
erhalten,  so  dafs  man 

1  =  ^ i 

nanint\..2>'ä'... 

ei'hält,  welches  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 
18.  März  1841. 
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Estratto  dal  Giornaie  Arcadico,  Torao  XCVIX. 
Crelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  30.  p.  46—50. 
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SDLLA  CONDIZIONE  DI  UGDAGLIANZA  DI  DUE  KADICI 
DELL'EQUAZIONE  CÜBICA,  DALLA  QDALE  DIPENDONO  GLI 
ASSI  PEINCIPALI  DI  LINA  SUPERFICIE  DEL  SECOND'GRDINE. 

I. 

La  ricorca  degli  assi  principali  di  una  siipcrficie  del  second'ordine,  riviene 
al  problema  di  passare  da  tre  eoordinäte  rettangolari  x,  y,  s  &  tre  niiove  coor- 
dinate  rettangolan  p,  p\  p",  in  giüsa  che  l'espressione 

sia  trasformata  in  questa  piü  semplice 

ffpy+G'jjy+G'y';)". 
II    sig.  Kummer  e    giunto  a    rappresentare  il  valore  che  ha   i]    quadrato   del 
prodotto   delle  differenze  delle  tre  quantitä   G,    G',  G"  per  la  somma  di  sette 
quadvati,  i  qaali  possono  irtettersi  sotto  la  forma  seguente 

Il!i{EF'  —  FEy+lBD'~DB'+CD'—DC'—2{AD'—DA')]' 
+ib!,FD'—IIFy+lCE'—EC'+AE'-~EÄ'^2{BE'—EB')}' 
+lb(I>E'—EI)y+[AF'—FA'+BF'—FB'  —  2(Cr  —  FC')Y 
+  [BC'~CB'+CA'—AC'+AB'^BA'f 
=  {G'—G")\G"—ß)\0—G'f, 
ove 

IA'  =  BC—DD,    D'  =EF~-AD, 
B'  =  CA—EE,     E'  =  FD—BE, 
C  =AB^FF,     F' =  DE^CF. 
Per  meglio  far  conoscere  la  natura  di  questo  bei  risultato,  esprimerö  la  radice  di 
ciascuno  de'  sette  quadrati  in  funzione  delle  quantitä  G,  G',  G"  e  de'coefficienti 
della  sostituzione 

|;i    =oi'  +,SiJ  +C2, 
(3)  p'  =  o'i +()';/ +)''2, 

la    quale   determina  le  nuove  eoordinäte  p,  p',  p"   per  le   eoordinäte  X,  y,  z. 
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Le  fomiiile  algebriehe  alle  quali  sono  pervemito  in  questa  ricevca,  tbriiiscono 
una  niiova  dimostrazione  dejla  formuk  dfl  sig.  Kummer,  e  jkissüiio  atiche 
esser  utili  in  altre  occasioni. 


Fra 

coiiosciute 


(4) 


IL 

nove  foefficieiiti  ileHVqiiazidui  (3),    si  haimo  le  renddue  relazioni 


ua+a'a'-i-'x"a"  =  1. 

yy-i~r'y'+y"Y"  =  i. 
ßr-^ß'r'-i-ßy'  =  0. 

ya-hy'a'-i-y"a"  =  0. 

ß'Y"-ß"y'=a,     ß"Y- 
y'a"  —  r"„'  =  ß,     y"a- 

aß'Y"-i-ix'ß"Y-ha"ßy'— 


aa-h  ßß-{-  yY  =  1: 
«'«'+  ß'ß'-^-  Y'y'  =  1- 
a'-u"+ß"ß"-l-Y'Y^l; 
aW-V-  ß'ß''-^-  y'y"  =  0, 
a"a-h  ß"ß-\-  y"y  =  <>, 
««'+    ßß'-h    yy'  =  0: 

-ßy"  =  "^    ßy'—ß'y  =  a", 

-ya"  =  ß',  Y(c'—y'a  =  ß", 
■uß"^/,  aß'-a'ß  =  Y"; 
■.ß"/~a'ßY"-K"ß'Y=^i. 


Ma,  per  Tuopo  nostro,  mi'altra  bisogna  aggiuiigerue  uo  po'piü  naseosta, 
la  quäle  si  puo  dediirre  dalle  formu!«?  precedcnti  nel  modo  ehe  segne. 
Si  ha 

a'a"a-'  =  a'a"(ß"ß+Y"YXßß'-hyY') 

=  a'a"ß'ß".ß^-^a'a"Y'Y".Y^-i'«'ß"Y-<^"ßY'+'''ßy"  -«"ß'y- 
Da  questa  formula  se   ne  ricavaiio  due  altre,    alteriiando  tra  loro  le  lettere  k 
e  ß,  e  le  lettere  et  e  y.     Sommiamo  le  tre  formale  cosi  otteiiLite;  poi  t'acciamo 
uso  delia  formula 

a^a'a"(ß'ß"-\-Y'Y")  =  — ß'«"«"^ 
e  delle  due  simili:  otteiTemo  Ämüuiente 

2[a'a"d'"-i'ß''ß-'ß"''-i'y'VY'] 


(ö)  {  =  a'ß"YM"ßY'-ha"ßY'.aß'Y"-haßY.a-ß"Y 

-a'ßY".a"ß'y+a"ß'Y.ttß-Y'-haß"Y'.a'ßY". 
Designerö  questa  quantita  ne'calcoli   segueiiti  coUa   lettera  V.     La  quantitk  F 
non  cangiando  di  valore,  allorch6  si  alteriiano  simultaiieamente  tra  loro  le  quaiitita. 

«'  e  ,5,     a"  e  y,    ß"  e  y', 
si  deduee  dalla  formula  (5)  quest'altra  iiotabÜe 
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Sostituendo  le  fonnule  (3)  ndFequaÄione 
(6)  Gpp-^G''p'p'-\-G"p"p"  =  Ajcx-yByy-^Vz: 


\--2Dyz^2Ezx-^2Fxy, 


A  = 

G<,a+SVa'+(}Vc 

B  = 

Gfß  +  0'ß'ß'+G"ß"t 

C  = 

G„  +i3y/+G"/', 

I>  = 

Gßy+G'ff  +  a"ß" 

E  = 

<fya+GVa'+G"j" 

F  = 

Gaß  +  G'iiß+G"a" 

(8) 


(9) 


m 


Questi  valorl,  sostitiiiti  nelle  fonnule  (2),  forniscono  le  segueiiti 

=  G'G"aa+0"Oa'a'+GG'a"a", 

=  G'G"ßß+G"Gß'ß'+GG'ß"ß", 

=  e'G"yy  +G"Gyy  +  GO'r"r", 

-  G'e"ßr  +  G"GßY+GG'ß"f, 
E'  =  G'G"ra  +  G"G/i,'+GO'r"a", 
F=G'G"aß+G"Ga'ß+GG'a"ß". 

Combinando  i  due  sistemi  dl  formale  (7)  e  (8),  e  ponendo,  per  maggior  brevitä, 

ie(e'"_e"")  =  „,,   e'(e"'-e')  =  ™',  0"(G'-G"-j  =  m", 

l  (G'-G")(G"-^G)(G-G')  =  m+m'+m"  =  M, 

trovansi  le  nuove  formule  seguenti 

IFE'—EF  =  Maa'a"; 
JD'—DA'  =  m{a:fr^a"ßß')+m'{a"jy'--itßß")+m"(afy'—a'ß"ß), 
^..,,     .  BD'— DB'  =  m.aß'ß"+m'.t,'ß"ß+m".a"ßß', 
DC — CD'  =  m.ay'y"-{-m'.a'y"y-i-m".u"yy', 
\bC'  —  CB'  =  ma(ß'/'-hß"y')+rt'<i'(ß"r+ßy")+m"a"(ßy'+ß'y). 
Per    ottenere    la    secoiida    di    qiieste    cinque  fonnule,   bisogna  operare  qualche 
riduzione  merce  della  formnla 

a"ß"r"—a'"'ß'y'  =  ii'r"(a'ß"~,i"ß')—a"ß'(ci"y'—tr.'y")  =  a'y"y—a"ßß', 
e  delle  sue  simdi. 

Dalla  secoiida,  la  terza  e  la  quarta  delle  formule  (10)  puö  dedursi  il  valore 
della  quantita 

BD'—DB'+CD'—DC'—2(AD'~DÄ'). 
In  questo  valore.  i  teimlni  moltiplicfiti  per  m,  souo 
<,ß'ß"+2i,"ßß'—ay'y"—2<,'y"y, 
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1.  2,  si  miitaiio 

ed  )?i"  avraniio 


i  quali.  aggiungendo  la  quantita  evanescente 

a'ß"ß~a"ßß'+a'Y"y^a"YY'  =  ßy—Yß, 
diventano  i  segiienti 

aß'ß"+a'ß"ß+a"ßß'—(_ar'Y"^a'y"y+a"yy'). 
Questo  coefficieiite   di  m,   restando  inalterato  se  gli  accenti  0, 
rispettivamente  negli  accenti  1,  2,  0*),  si  vede  che  le  quanfitä  ) 
il  medesimo  coefficieiite.     Da  qui  la  fonimla  riinarchevole 

^'^^'  I  =  AIlaß-ß-+a-ß''ß^a"ßß'—ayy—a'y"y—^"Yy'\- 

Se  coirultima  delle  formule  (10)  sommiamo  le  due  altre  che  da  essa  si  derivauo 
per  analogia,  si  troverä  che  ciascuna  delle  tre  quantita  m,  in',  in",  e  nioltiplicata 
pel  medesimo  coefficieiite,  e  che  perö  si  ha  quest'altra  foi-mula  riniarchevoie 

BC—  CB'-i-  CA'—  AC'-^AB'—BA' 
=  M[aß'Y"-\-a'ß"y+(x"ßY''i-aß"y'-\-a'ßy"+a-ß'y]. 

Formate  le  foi-muie  analoghe  alla  prima  delle  formule  (10)  e  le  tre  altre  analoghe 
älla  formula  (11),  ecco  i  valori  delle  radici  de'sette  quadrati,  ripoitati  di  sopra; 

M^  =  FE'^EF  =  M.aa'a", 
M,  =  DF'^FD'  =  M.ßß'ß", 
M^  =  ED'— DE'  =  M.  yy'y", 
M,  =  BD'—DB'-hCD'—DC'—2(AD'^DA') 

=  M(ttß'ß"-\-a'ß"ß+a"ßß'^ay'y"—a'y"Y—a"yy'). 
(1-2)  M,  =  CE'^EC'-\-AE'^EA-—2(BE'—EB') 

=  AIißy'y"+ß'y"y+ß"YY'—ß'^'a"—ß'c"a—ß"fc')- 
M^  =  AF'—FA'+BF'^FB'—2(VF'—FC') 

=^M(YaV'+Y'c'"a+r"aa'-rß'ß"-Y'ß"ß-r"ßß')- 
M,  =  BC'—CB'+CA'—AC'-{-AB'—BA' 

^M(aß'Y"-ha'ß"Y+a"ßy'-haß"Y'+a'ßY"+o."ß'y'). 

Si  vede  ehe  il  valore  di  ciascuna  delle  sette  quantita  e  iiguale  al  prodotto  delia 
quantita 

e  di  una  fuiizione  de'nove  coefficienti  della  sostituzione,  ossia  di  una  funzione 
degli  angoii  ondc  i  tre  assi  pritiiitivi  declinaiio  da    tre  assi  pnncipali. 


*)  La  lettere  s 


3  cogli  . 
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IV. 
Foi'iiiianio  il  quadrato  della  quaiititii  AI,.     Es^scnrlo 

aß'ii"-^-a'(^"ß-^-K"ßß'-^-uY'Y"-\-u'Y"y'i-u"yy'  =  —?>a(('a", 
ü  avrä 

AJ-^  =9M'a'a''a"''—4.AP[aß'ß"-ha'ß"ß~{'a"ßß']\aY'r"+a'Y"y+it"y/\. 
Svihijjpando  il  prodotto,  troviamo  prima  le  tre  quaiititii. 

a'ß'ß"YY+a"ß"ßy"y-ha"'ßß'YY', 
e  pol  la  jonmia  di  sei  alti-e  designata,  nel  n".  IL,  per  r,     Dunqiic 

M'^  =  j\P(9a''a'^a"^~4rV)—iMX»''ß'ß"Y'y"+<''''ß''ßy"Y-^<i"'ßß'yr')- 
Siiiidinente  trovasi 

Än=AP(dß'ß"ß"'-4T)-iM\ßyy'Wa"-i-ß'YYc"«'i'ß"'77'<^'x'\ 

M^  =  MX9Y'Y'V"'—4tr)—4MXYVa"ß'ß"-hy'^a"aß"ß-hY"^aa'ßß'i 

Somniaiido  i  tre  quadrati  M^,  M^,  M^,  i-amnientiamo  la  formuhi  (.'») 

ed  üsserviaiiio  che  la  somma  de'nove  teraiiiii  moltiplieati  \n-v  —4-1/-  e   uoiialo 
al  prodott() 

~UIXaß'y"'^-a'ß"Y+cl'■ßy'Xaß•'y■+a'ßY"+ic"ß'Y). 
e   pevo  aUa  (![uantitii 

AP—M,'; 
otterremo 

M'^-h-M^-hM'^  ^^iü{M^  +  M§-+M-)+AP—M^: 
f  quindi  tiiialmente  la  foniiula 

AP  =  i-o{M^  +  M^+M^)-hM^  +  M^-hMi'  +  M;. 
la  quäle  e  la  medestma  che  qiiella  (1)  proposta  di  sopra. 
Koma,   7   marzo   1844. 
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ÜBER  EINE  NEUE  AUFLÖSUNGSART  DER  BEI  DER  METHODE 

Dl^R  KLEINSTEN  QUADRATE  VORKOMMENDEN  LINEAREN 

GLEICHUNGEN. 

Die  Beschwei'lichkeit  der  strengen  Auflösung  einer  gröfseren  Zahl  linearer 
Gleichungen,  auf  welche  in  vielen  Fällen  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
führt,  hat  an  die  Anwendung  von  Näherungsinethoden  denken  lassen.  Eine 
solche  bietet  sich  von  selber  dar,  wenn  in  den  verechiedenen  Gleichungen 
immer  eine  andere  Variable  mit  einem  vorzugsweise  grofsen  Coöfficienten 
multiplicirt  ist.     Ks  seien  nämlich  die  Gleichungen: 

(00)x-{-(01)x,-h(02)x^+.:  =(0m), 

(io)^+cn>,+(i2K-t— ■  =  aw, 

(20)^'+(21)^,+(22)ar,+...  =  (2m), 
etc.  etc.  etc., 

imd  alle  CoSfficienten  (ik)  gegen  die  in  der  Diagonale  befindlichen  (ti)  sehr 
klein,  so  wird  man  einen  Näherungswerth  der  Unbekannten  Xy  x,,  x^  etc.  aus 
den  Gleichungen: 

COO)^  =  (Om),     (U)^,  =  {Im),    {n)x.^  =  (2m),  etc. 
erhalten.     Bezeichnet  man  diese  Werthe  respective  mit  a,  a,,  «^  etc.,  so  erhält 
man  ihre  ersten  Correctionen,    die  ich  mit  J.  z/j,  A  etc.  bezeichnen  will,  aus 
den  Gleichungen: 

(00)z(  =-!(01)«,+(02)«,+-..i, 
(11)^,  =  -|(10)a+(12)«,+-|, 
etc.  etc. 

Und  aligemein,  wenn  man 

etc.  etc. 

setzt,  wo  die  oberen  Indices  die  auf  einander  folgenden,  immer  kleiner  werdenden 
Correctionen  bedeuten ,  wird  man  die  z/'"*"'  aus  den  J'  durch  die  folgenden 
Gleichungen  erhalten; 
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(oo)j'"+'  =  -icoi)j;+(02)j;+-..!, 
(ii)z*;+'  =  _|(ioK+(i2)j;+...!. 

(•22)J'+'  =  _t(20)j'+C21)^;-h(23)z/;+-|, 
etc.  etc. 

Bei  den  Gleichungen,  auf  welche  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  führt, 
sind  zwai'  die  CoSfficienten  in  der  Diagonale  im  Ganzen  vorwiegend,  weil  sie 
Aggregate  von  Quadraten  sind,  während  die  übrigen  Coöfficienten  durch  Addition 
positiver  und  negativer  Zahlen  entstanden  sind,  welche  sich  theilweise  zerstören. 
Es  werden  aber  in  der  Regel  doch  mehrere  der  aufserhalb  der  Diagonale  be- 
findlichen Cogfficienten  so  bedeutende  Werthe  annehmen,  dafs  der  Erfolg  der 
so'  eben  angegebenen  Näherungsmethode  dadurch  vereitelt  wird.  Man  kann 
aber,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  will,  durch  Wiederholung  einer  leichten 
Rechnung  die  Gleichungen  in  andere  umformen,  in  welchen  der  erwähnte 
Uebelstand  immer  weniger  hervortritt,  so  dafs  zuletzt  die  Gleichungen  eine 
Form  erhalten,  welche  die  Anwendung  der  obigen  Näherungsmethode  vei-stattet. 
Ich  setze  voraus,  wie  es  bei  den  Gleichungen,  auf  welche  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  fiihrt,  immer  der  Fall  ist,  dafs  je  zwei  CoSfficienten 
aufserhalb  der  Diagonale,  (ilc)  und  (ki),  einander  gleich  sind,  und  will  annehmen, 
dafa  der  CoSfiicieiit  (0 1)  einen  bedeutenden  Werth  hat,  dessen  Einflufs  die  An- 
wendung der  Näherungsmethode  hindert.  Um  diesen  CoSfficienten  zu  zerstören, 
setze  ich 

x  =  cos«.ij-|-sinH.»,j, 

,r,  ^siiia.ij  —  conK.ijj. 
wodurch 

(00).^+(01)a'j  ={(00)cos«-!-(01)siitKii,  +  {(00)sin«— (01)cos«|i;,, 
(10>+(11X  =  j(10)coa«+(ll)sin«! .,  +  !(]  0)sir.a—(U)cos«iv„ 
und  einsetze  die  beiden  Gleichungen: 

u  =  (00)^+(01)^,+C02>,H (0«*)  =  0, 

M^=(10)*-|-(ll>,-i-(12>,H Clm)  =  0 

durch  die  beiden  anderen: 

V  =  costt.M-|-sint(.M|  =  0, 

«,   =  siüft.M  —  COSK.M,  ^  0. 

Bestimmt  man  imn  den  Winkel  a  so,  dafs 

1(00)— (ll)icos«sin(t  =  C01)jcos'«~sin'ß!, 
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oder 

wird,  so  werden  die  beiden  neuen  Gleichungen: 

{COO)cos=aH-2(01)cosaaiiiß+(ll)sin'ttl»; 

+  |(02)c5Sß+(12)smai*,+-  =  COm)cos«+(lm)sinß, 

{(00)siQ'«~2(01)smacos«+(ll)cos'a!% 

+  |(02)sin(i— (12>osö!«j+--.  =  (Om)sma—(lm)cosa. 

Die   CoSfficienten  von  x^.,  x^  etc.  berechnet  man  leicht  trigonometrisch   durch 

('12)       (13) 
Hülfswinkel,  deren  Tangente  gleich  -^^,  -jäi^  >  ^^'^-  gesetzt  wird,  wobei  man 

besondere  Aufmerksamkeit  auf  die  Richtigkeit  der  Zeichen  der  Coßfficienten  zu 
wenden  hat.  Eine  in  dieser  Hinsicht  zweckmäfeige  ControUe  erhält  man,  wenn 
man  in  »  und  u,,  v  und  y,  die  Annahme 


macht,  und  die  Gleichheit  der  Werthe 

0    =  COSt!.M-|-siDß.M,, 

Wj  =  sina.u — cosa.u, 
prtlft.     Die  Coöfficienten  von  j]  und  ijj  kann  man  auch  so  darstellen: 

und  das  Zeichen  von  YR  von  dem  Quadranten,  in  welchem  2a  genommen  wird, 
vermittelst  der  doppelten  Formel 

(OO)-(ll)  _   (Ol) 

abhängt,    welche    zugleich    eine    Oontrolle    darbietet.      Jede    der    übrigen    Glei- 
chungen, wie 

(2Ü>-^(21)^,-hC22)^,+  - =(2ra) 

verwandelt  sich  dadurch,  dafs  man  t}  und  »j^  für  a;  und  x,  einführt,  in  folgende: 

{(20)cüs«+C21)siiiaj^4-i(20).iu«-C21)cosßl^,+(22)^,+(23)^3-H-  =  (2«»). 
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Da,  hier  die  Cogfficienten  von  tj  und  ij,  dieselben  sind,  wie  die  Coefficienteii 
von  Xs  in  den  ersten  beiden  transformirten  G-leichungen,  so  sieht  man,  düfs  die 
ti-ansformii-ten  Gleichungen  die  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Diagonale  beibe- 
halten, und  dafs  man  daher  nur  die  CoSfficienten  von  Xä,  x^  etc.  in  den  beiden 
transfoi-mirten  Gleichungen  zu  berechnen  hat,  um  auch  die  Co6fficienten  von  ij 
und  tji  in  den  übrigen  Gleichungen  zu  haben,  in  welchen  aufsei-dem  die  CoSf- 
ficienten von  Xi,  x^  etc.,  sowie  das  ganz  constante  Glied  unverändert  bleiben. 
Der  dem  (Ol)  entsprechende  OoSfficient  ist  in  den  transformirten  Glei- 
chungen =  0;  die  Summe  der  in  der  Diagonale  befindlichen  CoStficienten  bleibt 
dieselbe  (OO)-l-(ll);  dagegen  vermehrt  sich  die  Summe  ihrei"  Quadi-ate  um 
2.(01/;  woraus  folgt,  dafs  diese  Cogfficienten  weiter  auseinander  gehen,  der 
gröfsere  gi'öfser,  der  kleinere  kleiner  wird.  Dieser  Ideinere  kann  aber  nie  ver- 
schwinden, wenn  die  Goeöicienten  der  vorgelegten  Gleichungen  so  zusannnen- 
gesetzt  sind,  wie  dies  bei  den  Anwendungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
der  Fall  ist.     Das  Product  beider  CoSfficienten  wird  nämlich: 

P-+('1']'_R  =  C00)(1I)--(01)', 

mithin,  wenn  man 

(00)  =  ß  ß  H-^  ,3  4-)-  7  +d  -(  +■■  -, 

(11)  =  ß.c.-i-^.^.+r.r^+V,-!--. 

(01)  =  a  a,^ß  ß,+Y  7,+^  ct.H 

setzt,  immer  eine  positive  Gröfse 

(00xn)~(oiy  =  :s(aß-ßaj\ 

wo  das  Aggi"egat  sämmtliche  durch  Combination  je  zweier  von  de»  Elementen 
ß,  ß,  y,  (f  etc.  gebildeten  Quadrate  umfafst  und  nie  vei-schwinden  kann,  wenn 
niclit  sämintliche  Gröfsen  a,  /i,  y,  ä  etc.  den  Gröfsen  «,,  ß^,  y,,  d\  etc.  pro- 
portional sind.  Die  Summen  der  Quadi-at-e  der  Oo6fficienten  von  .r^,  von  j:,,  etc. 
bleiben  ebenfalls  in  den  beiden  transtbnnirtenGleiehmigen  unverändert,  (02)--l-(12)^, 
(03)^-l-(13)^,  etc.  Ebenso  werden  in  jeder  der  übrigen  Gleichungen  die  Summe 
der  Quadrate  der  Coäfficienten  von  tj  und  jj,  dieselben  wie  von  x  und  x^  im 
ursprünglichen  System.  Die  Summe  der  Quadrate  der  aufserhalb  der  Diagonale 
befindlichen  CoSfficienten  vermindert  sich  also  um  2 .  (0 1)^ ,  welches  dieselbe 
Gröfse  ist,  um  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  CoSfficienten  in 
der  Diagonale  sich  vermehrt  hat,  so  dafs  die  Summe  der  Quadrate  sämintlicher 
CoSfficienten    der  Gleichungen    unverändert    bleibt,   was   auch   von  der  Summe 
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der  Quadrate  der  ganz  constanten  Glieder  gilt.  Hieraus  folgt,  dafo,  wenn  mau 
das  transformirte  System  auf  ähnliche  Art  wieder  transformirt,  und  so  die  an- 
gegebene Transformation  mehrere  Male  hintereinander  anwendet,  indem  man 
immer  den  einfluisreichsten  von  den  aufserhalb  der  Diagonale  befindlichen  CoSf- 
ficienten  fortschaflFt,  in  dem  zuletzt  erhaltenen  Systeme  von  Gleichungen 

1)  die  Summe  der  Coöfficienten  in  der  Diagonale,  die  Summe  der  Quadrate 
alier  CoSffieienten  und  die  Summe  der  Quadrate  der  ganz  constanten 
Glieder  dieselbe  wie  in  dem  ursprünglichen  System  ist; 

2)  die  Summe  der  Quadrate  der  in  der  Diagonale  befindlichen  CoSffieienten 
vermelu-t,  die  Summe  der  Quadrate  der  aufserhalb  der  Diagonale  befind- 
lichen Coöfficienten  um  dieselbe  Gröfse  vermindert  ist,  nämlich  um  die 
doppelte  Summe  der  Quadrate  der  in  den  einzelnen  Transformationen 
zerstörten  Coöfficienten. 

Man  kann  auf  dem  angegebenen  Wege  die  in  den  Anwendungen  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  aufzulösenden  Gleichungen  in  andere  transformiren,  auf 
welche  sich  die  im  Anfange  angegebene  Naherungsmethode  anwenden  läfst;  ja 
man  zeigt  leicht,  dafs,  wenn  man,  indem  man  immer  den  gröfsten  Coöfficienten 
aufserhalb  der  Diagonale  zerstört,  die  Transformation  unbestimmt  fortsetzt,  man 
die  Cogfficienten  außerhalb  der  Diagonale  kleiner  als  irgend  eine  gegebene 
Gröfse  machen  kann.  Jedoch  wird  es  vortheilhaft  sein,  von  einem  gewissen 
Punkte  an,  welcher  am  besten  der  Beurtheilung  des  Rechners  überlassen  bleibt, 
die  Näherungsmethode  eintreten  zu  lassen.  Geschieht  dies  zu  früh,  so  wii-d 
man  durch  die  Näherungsmethode  selber  auf  die  CoSffieienten  aufmerksam  ge- 
macht, welche  ihren  Erfolg  unsicher  machen,  und  welche  man  daher  durch 
neue  Transformationen  zu  zerstören  hat. 

Da  fjti  +  tjiTji^  xx-i-x^Xi  und  die  übrigen  Unbekannten  x^,  x^j  etc.  in 
der  angegebenen  Transformation  ungeändert  bleiben,  so  behält  in  den  ver- 
schiedenen Transformationen  die  Summe  der  Quadrate  sämmtlicher  Unbekannten 
denselben  Werth.  Nennt  man  daher  s,  Sj ,  s^,  etc.  die  Unbekannten  des  Systems 
der  Gleichungen,  auf  welches  man  zuletzt  nach  mehrmals  hintereinander  ange- 
wandter Transformation  gekommen  ist,  so  wird: 

(1)  ä:X'+-x^w^-+-ä;^a:^-\----  =  ss-hs^s^-hs^s.^-i---- 

Vereinigt    man   sämmtliche   nach    einander   angewandte   Substitutionen    in    eine 
einzige,  so  dals  man  die   ursprünglichen  Unbekannten  x,  x^,  iCg,  etc.  durch  die 
in  den  letzten  Gleichungen  eingeführten  s,  s^,  ^j,  etc.  ausdrückt,  so  geben  die- 
m.  60 
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selben  Formeln  auch  unmittelbar  die  Werthe  von  s,  s,,  s^,  etc.  durch  x,  x^,  X2,  etc. 
ausgcdi'ückt.     Hat  man  nämlich: 

l  ütc.  etc. 

wo    folgt    aus    der    Gleichung    (1),    welche    nach    dieser   Substitution    identisch 
werden  mufs, 


imd  hieraus: 

s  =  aa:-^a,.v,-+-a^x..- 

Mj  —  hx-i-b^x^^b^x^- 

s„  =CÄ+Cjd:|  -^-c^x^- 

etc.  etc. 

Un)  eine  Controlle  zu  haben,  kann  man  durch  die  eine  Substitution  (2)  das 
zuletzt  erhaltene  System  von  Gleichungen  aus  dem  gegebenen  auf  einmal  ableiten. 
Bezeichnet  man  nämlich  die  gegebenen  Gleichungen,  wie  oben,  durch 

M  =  0,    M,  =  0,     u.^  =  Ü,  etc., 
so   hat  man    in   dieselben  für  x,  x-i,  x^^  etc.  vermittelst  (2)   die  Gröfsen  s,  *-i, 
-s'.,,  etc.  einzuführen  und  dann  die  G-leichungen : 

^^'  ™+c,»,+c,»,+  -..  =0, 

l         etc.  etc. 

zu  bilden,  welche  die  durch  die  aufeinanderfolgenden  Transformationen  schliefs- 
lich  erhaltenen  Gleichungen  sind.  Auch  kann  man  zuerst  aus  den  ursprünglich 
gegebenen  Gleichungen  die  Gleichungen  (3)  bilden  und  dann  in  diese  vermittelst 
(2)  die  Gröfsen  s,  5,,  s^,  etc.  als  Unbekannte  einführen.  Die  zwischen  den 
Coöfficienten  stattfindenden  Relationen,  wie 

«Ä+t(/,-[-öi,  6, -!-■-■  =0, 


^bb    -^cc     +.--  =  l, 
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können  ebenfalls  zu  Controllen  dienen,  welche  hier  überall  auf  die  mannich- 
fachste  Weise  angestellt  werden  können.  Jedenfalls  wird  man  wohl  thun,  nicht 
eher  zur  Anwendung  der  Näherungsmethode  zu  schreiten,  ehe  man  sieh  von 
der  Uebereinstiramung  der  letzten  Gleichungen  mit  den  gegebenen  überzeugt 
hat;  auch  wird  man  gern  die  zur  Umformung  der  Gleichungen  nöthigen 
Rechnungen  mit  gröfserer  Schärfe  führen.  Wenn,  wie  dies  bei  grofsen  Dreiecks- 
netzen der  Fall  ist,  die  Gleichungen  sich  in  mehrere  Gruppen  theilen,  welche 
nur  durch  wenige  Unbekannte  mit  einander  verbunden  sind,  so  wird  auch  die 
Substitution  (3)  sich  in  entsprechende  Gruppen  theilen. 

Ich  will  noch  kurz  andeuten,  wie  man  die  hier  befolgte  Methode  auch 
auf  lineare  Gleichungen  ausdehnen  kann,  welche  nicht  in  Bezug  auf  die 
Diagonale  symmetrisch  sind,  oder  für  welche  man  nicht  (ik)  =  (ki)  hat.  Je- 
doch wird  es  für  das  Gelingen  der  Methode  wesentlich  sein,  dals  je  zwei  Coef- 
ficienten  (ik')  und  (ki)  nicht  zu  sehr  von  einander  verschieden  sind,  oder  doch, 
wenn  sie  bedeutendere  Werthe  annehmen,  wenigstens  gleiche  Zeichen  haben. 
Ich  begnüge  mich  die  Resultate  hinzuschreiben, 
Ist  das  System  der  Gleichungen  wieder: 

u  =  (00)«-i-(01)^.-i-(02)^,H (Om)  =  0, 

M,  =(10>+(ll>,-|-(i2)a^,H (lm)  =  0, 

«,  =  (20>+(21)^,-t-(22),j^,H (2m)  ^  0, 

etc.  et«. , 

so  setze  ich,  wenn  die  CoSfficienten  (Ol)  und  (10)  bedeutende  Werthe  haben: 

con2J.Ä  =^  cos(a-\-J).\i+sm{a—ä).i}^, 

cos2J.a;,  =  sm(a-Y-A).t} — cos(«— J).!;,, 

wo  die  Winkel  a  und  J  durch  die  Gleichungen: 

ecos2«  =(00)— (11), 

esm2ß=(01)+C10), 

esm2J  =  (10)— (Ol) 

bestimmt  werden.     Setzt  mau 

V    =  cos  (ff  —  J).M-|-siü(ß— ^),M,, 

*)j  =  sm(a+J).u — cos(ff+J).Mi, 
so  nehme  ich  ferner  für  die  beiden  ersten  Gleichungen  v  —  0,  v,  =  0,  so  dafs 
das  transformirte  System  das  folgende  wird: 

«  =  0,    «1  =  0,    «3  =  0,    M,  =  0,  cic. 
In  der  Gleichung  v  =:  0  versehwindet  der  Coöfficient  von  i/^,  in  der  Gleichung 
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r,  =  0  verschwindet  der  Cogfficient  von  »;.     Setzt  man : 

»=[00]jj       *       +[02]*,+[03]ji,+  --, 

v,=     .     +[ll]i;,+[12]^,-H[13]^,-l— -, 

u,  =  [20])j  +  [21]ii,  +  [22]^,-t-[33]^3+-, 
etc.  etc. 

so  erhält  man: 

[02]  =  (02)cos(o— J)+(12>m(a— 4), 

[12]  =  (02)siii(o+4)-(12)cos(o+J), 

[20]oo82z(  =  (20)cosCn+ J)+(21)sin((!+4), 

[21]oo»24=(20)smC(i—J)— (21)008(0— <1). 

Aus  diesen  Fonnein  folgt: 

|00]+[11]  =(00) +(11), 
[00]'+[11]'  =  (00)'+(ll)'+2(01)(10), 
[02][20]+[12][21]  =  (02)(20)+(12)(21). 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs,  wie  oft  man  aucll  die  Transformation  hinter- 
einander anwendet,  die  Summen 

unverändert  bleiben,  und  zwar  letztere  so,  dafs  *£.(«')■  immer  gröl'ser,  2^(ik')(k'i') 
immer  kleiner  wird,  und  zwar  um  die  doppelte  Summe  der  Prodacte  der  beiden 
in  den  einzelnen  Transformationen  zerstörten  Coäfficienten.  Hat  man  durch 
"Wiederholung  der  Transformation  die  Cogfficienten  aufserhalb  der  Diagonale 
hinlänglich  verkleinert,  so  wendet  man  dasselbe  Näherungsverfahren  an,  welches 
ich  im  Anfange  auseinandergesetzt  habe. 

Die    hier    gegebene   Methode    findet    mit  noch  gröfserein  Vortheü    ihre 
Anwendung,  wenn  Gleichungen  von  folgender  Form : 

{C00)-G|a.+(01X+(02>,+--  =0, 

C10>+ICll}-G}v«,+(12K4-.  =  0, 

(20)*+(21>,+|C22)-(?J^,+  -  =  0, 

etc.  etc. 

aufzulösen  sind. .  Durch  Elimination  der  Unbekannten  x,  x^,  x^,  etc.  erhält  man 

bekanntlich  eine  höhere  Gleichung,  deren  Wurzeln   die  verschiedenen  Werthe 

von  G  geben,    und  für  jeden  dieser  Werthe  hat  man  die  Verhältnisse  von  x, 
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x^,  Xs,  etc.  za  bestimmen.  Die  vorbereitenden  Transformationen  werden  hier 
für  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  G  entsprechende  Systeme  dieselben, 
und  sie  geben  zugleich  mit  grofser  Annäherung  diese  Werthe  selbst,  ohne  dafs 
man  die  höhere  Gleichung  zu  bilden  nöthig  hat.  Ein  ähnliches  Verfahren,  wie 
das  zu  Anfang  mitgetheilte ,  giebt  dann  die  kleinen  Correctionen  der  Werthe 
von  G  und  die  diesen  Werthen  entsprechenden  Verhältnisse  der  Unbekannten. 
Ich  begnüge  mich  hier  mit  diesen  Andeutungen,  weil  Ich  die  Methode  in  ihrer 
Anwendung  auf  die  Säcularstörungen  der  sieben  Hauptplaneten  in  einer  andern 
Abhandlung  auseinandersetzen  werde.  Man  wird  dort  aus  den  von  einem 
meiner  gelehrten  Freunde,  Herrn  Dr.  Seidel  in  Mönchen,  mit  groiser  Sorgfalt 
geführten  Eechnungen  ersehen,  dals  die  Methode  durch  die  Geschwindigkeit 
und  Sicherheit,  mit  weicher  man  zur  scharfen  Bestimmung  der  Endresultate 
gelangt,  vor  der  von  Herrn  Leverrier  gebrauchten  namhafte  Vorzüge  besitzt. 
Als  ein  Beispiel  möge  hier  die  Anwendung  der  Methode  auf  die  in  der 
Theoria  motus  p.  219  gegebenen  Gleichungen  dienen.  Die  ursprünglichen 
Gleichungen  sind 

27;>+  6(^-1-  .  "  88  =  0, 
i3p-\-lÖq+  r—  70  =  0, 
,   +     ,y+54!-— 107=0. 

Schafft  man  den  Coefficienten   6   bei   q  in    der  ersten  Gleichung  fort,  so  wird 
«  =  22"  30', 

p  =  0,92390^+0,38268^/', 

cj  =  0,38268?/— 0,92390,»/'; 

und   die  neuen  Gleichungen  wei'den 

29,4853*/~H       *       -hO,38268r-- 108,0901  =  0, 
*       -l-12,5147y— 0,92390»--|-  30,9967=0, 
0,38268)/— 0,92390y+         54*-—  107=0. 

Die  erste  Näherung  giebt  aus  ihnen 

log^  =0,56419, 
log/ =  0,39389«, 
logs-  =0,29699. 

logi/  =0,56114, 
logy  =  0,36746n, 
logr   =0,28174. 


Die  zweite  Näherung  giebt 
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Nach  noch  zwei  leichten  Gorrectionen  erhält  man  die  strengen  Werthe 
logy  ^=  0,56125, 
logy-=0, 36836  n, 
logr  =0,28233, 


woraus  die  Werthe  folgen 


log^  ^0,B9276, 
logo  =  0,55036. 


Die  Gewichte  von  y,  y'  und  r  sind  sehr  nahe  die  Coöfficienten  in  der  Diagonal- 
reihe.    In  der  That  findet  man  daraus  den  Log.  der  Gewichte  von 

p... 1,39092, 

5-. .1,13565, 

r.. .1,73239, 
weiches  sehr  nahe  die  wahren  Gewichte  sind. 
Berlin.   17  Nov.    1844. 
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ÜBER  DIK  DARSTELLUN(3  EINER  REIHE  GEGEBENER 

WERTUE  DURCH  EINE  GEBROCHENE  RATIONALE 

FUNCTION. 


IJie  Liiifrangesclie  Intei'pokitioiisibrmel,  welclie  da/Ai  dient,  eine  Keüu' 
von  7t  Werthen  durch  eine  ganze  Function  (« —  1)""  Grades  darzustellen,  ist 
von  Cauchy  durch  eine  Formel  verallgemeinert  worden,  welclie  eine  Reihe 
von  n-\-m  Werthen  durch  eine  f/ebrocheue  Function  darstellt,  deren  Zahler  und 
Nenner  respective  vom  (n  —  1)""  und  ?n'^"  Grade  sind,  und  welche  sich  für 
m  =  0  auf  die  Lagrangesche  Function  selber  reducirt.  Sind  u„,  «,,  etc.  die 
Werthe.  welche  die  gebrochene  Function  ii  annehmen  soll,  wenn  x  die  Werthe 
All,  .r,.  etc.  erhält,  so  ist  der  von  Cauchy  für  u  gegebene  Ausdruck  {Analyse 
aJgehr.  S.  ö28): 


Aus  dem  hingeschriebenen  Term  des  Zählers  und  Nenners  bildet  man  leicht  alle 
übrigen,  indem  man  im  Zähler  statt  0,  1,  .  .  .,  m  beliebige  in-V-\  Lind  im 
Nenner  statt  0,  1,  . .  .,  m  — 1  beliebige  m  von  den  Indices  0,  1,  2,  .  .  .,  m  +  rt— l 
setzt.  Man  kann  diese  Formel  dadurch  deduciren,  dafs  man  die  linearen  Glei- 
chungen, von  welchen  die  Aufgabe  abhängt,  auflöst,  und  die  Determinanten, 
welche  man  für  den  Zähler  und  Nenner  von  ((  findet,  entwickelt.  Aber  die 
unentwickelten  Determinanten,  durch  welche  man  auf  mannigfache  Art  den 
Zähler  und  Nenner  von  a  darstellen  kann,  werden  bisweilen  mit  gröfserem 
Vortheii  angewandt  werden,  und  ich  will  diese  verschiedenen  Darstellungsweisen 
um  so  eher  nüttheilen,  als  die  Dai-stellung  gegebener  Werthe  durch  gebrochene 
rationale  Functionen  in  dei"  Theorie  der  Abelscheu  Transcendenten  von  so 
grofser  Wichtigkeit  ist. 

III.  fil 
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Es  sei  die  p:esn(;lite  Function  u-  =   ',.):!■  wo  iV(,r)  und  J)(x')  die  ganzen 

Functionen    vom  (ü  — 1)""    und    hi""  Grade   bedeuten,    welche  iliren  Zähler  und 
Nenner  hllden  sollen,  so  hat  man  aus  den  m  +  «  lineai-en  Gleichunj^en 

iVK)=.w„Z>(^„),  NM  =  u,D(.v,\  etc. 
die  Vei'hültnisse  der  m-H^i-hl  Coßfficienten  von  N(x)  und  J)(x)  zu  bestiiiiinen, 
wodurch  man  diese  Functionen  selbst,  abgesehen  von  einem  gemeinschaftlichen 
Constanten  Factor,  erhält.  Man  kaim  aber  auch  aus  diesen  Gleichungen  zueret 
die  ii  Coefticienten  von  ^(x)  eliminiren  und  dann  die  Verhältnisse  der  jn-Hl 
Coöfficienten  von  I)(x)  aus  den  nach  <ler  Eliniination  erhaltenen  GleieliiLn^'en 
bestimmen.     Hiezii  setze  man 


ind   bilde   i'ür  die   p-anzen   positiven   Werthe  von  p,   welche  <m— 1  sind,  die 


ii 

Gleichungen 


"■"'mo    ■    "     /■'(',) 

Dehnt  man  für  jeden  der  Werthe  von  p  diese  Summen  über  alle  vi-hn  Werthe 
von  3^;  aus,  so  vej-schwinden  nach  der  bekannten  Theoiie  der  Partialbrüche  die 
Summen  linker  Hand  vom  Gleichheitszeichen,  und  man  erhält  die  )ii  Gleichungen 

Diese    m   Gleichungen    enthalten  jetzt  nur    noch    die    m  -+- 1    Oofit'ficienten    der 
Function  D(x')  als  Unbekannte,  deren  Verhältnisse  aus  ihnen  zu  bestimmen  sind. 
Setzt  man 

und   den   Nenner 

so  M-erden  die  m  Gleichungen  (1): 


(2) 


h-v.,.a^     ^ 1-'',^^,.«,,,   =0, 
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in  welchen  die  Goßfficienten  r  gegebene  Gröfsen  sind.     Slibstituirt  man  die  aas 
diesen  Gleichun<fen  sich  ergebenden  Verhältnisse  der  Unbekannten  «,  «,.  ....  «,„ 

in  den  Ansdrnck  G-hcc^X'^ \-a„,x"\  so   erliä'lt  man,  abgesehen  von  einem  con- 

stanten  Factor,  DQc)  gleich  der  Determinante  der  Großen 


k,-.    ..    ^.,    . 

■     'i—r 

Setzt  1 

iiiui  ilei 

1  constaiitfii  Factor  gleich    1, 

so  erlifilt 

für  m 

r-^  2 

-DO')=-»i«.-«;+('i  «,-'■. 

r.)«+(e,'» 

fiii-  m 

=  3 

U.    H.    W. 

Der  konstante  Tenn  wird  aus  dem  CoSfficienten  der  höchsten  Potenz  x'"  er- 
halten, wenn  man  sJlmmtliclie  Indices  um  1  erhöht  und,  wenn  m  ungerade  ist, 
alle  Zeichen  ändert.  Allgemeiner  erhält  man  den  GoSfiicienten  von  ,t*'  aus  dem 
Cogfficienten  von  x'""'''.  wenn  man  sämmtllche  Indices  von  2m— 1  abzieht  und, 
wenn  ?»  ungerade  ist,  alle  Zeichen  ändert. 

Man  kann  i'Hr  die  Function  D(x)  durch  folgende  Betrachtungen  eine 
einfachere  Form  finden.  Wenn  in  dem  Schema  der  Gröiken,  aus  welchen  eine 
Determinante  gebildet  wird,  af  die  in  der  (i-\-iy'"'  Horizontalreihe  und  (/■h-1)""' 
Verticalreihe  befindliche  Gröfse  bedeutet,  so  ändert  sich  nach  einem  bekannten 
Satze  die  Determinante  nicht,  wenn  man  fCir  jedes  o,''  setzt  af—Xa^^',  für  jedes 
f'.^  setzt  ffl''— /i,('i'^— /*|('[,'\  u.  s.  w.,  wo  A,  ^,,  ,«1,  etc.  beliebige,  von  i  unab- 
hängige, Oonstanten  bedeuten:  oder,  wie  ich  der  Kürze  wegen  sagen  will,  die 
aus  einem  Systeme  von  trrölsen  gebildete  Determinante  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  von  jeder  Verticalreihe  die  vorhergehenden ,  mit  beliebigen  Constanten 
multiplicirt,  abzieht.  Das  G-leiche  gilt  in  Bezug  auf  die  Horizontalreihen  des 
Schemas    der    Gröfsen,   aus  denen   man   die  Determinante  bildet.      Wenn    man 

61* 
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von  jeder  Verticalreihe  blofs  die  unmittelbar  vorhergehende,  mit  deraelben 
(4röfse  X  HiLiltiplicirt,  abzieht,  so  erhält  man  hieraus  den  allgemeinen  Satz,  daß 
die  Detenniiuinte  der  Grofseu 


und  die  der  Grii/sea 


einander  gleich  sind.     Transfoniiirt  man   auf  diese  Weise   die   Gröfsen    (3).    so 
erhält  man,  wenn 

gesetzt  wird,   folgenden   Sütz: 
..,Es  sei 
^CG^„-^)^,       <(^-^)w,  ■C~-.(-^.-i-»-.--^)",.+.^.   _ 

"""  m)        "^        /W      -^■■-^--  ■■      /V„,+«_,)      '      '^    "' 
so  wird  D(x)j   abgesehen  von  einem  coristanten  Factor,  gleich  der   Defer- 
minante  der  Grö/sen 


C4) 


Man  erhält  niieh  (iiesein  Satze,  wenn  man  wieder  den  Constanten  Factor 
fiieich  1    setzt,  für  m  =  i 


liir  m  =  3 


Oie  Caiichysehe  Formet  giebt  für   den  Nenner  einen  Ausdruck,    welcher  aus 
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— |-q         '-'  -  Gliedern    besteht.      Nehmen  wir  au,    wlis   bei   dieser 

l^nterstichLing  verstattet  ist,  dafs  der  Nenner  nicht  von  höherem  Grade  als  der 
Zähler  ist,  so  wird  n>m  +  \,  und  daher  die  Zahl  der  Terrae  der  Oauchyschen 
Formel  grölser  oder  so  grofs  als  die  Zahl  -C^-^+^^-^^fl^r^^^'-C^^+ll,  welche, 

so  lange  m  <  7,  die  Zahl  der  Tenne  der  oben  aus  den  Gröfseu  w  gebildeten 
Deterrainante,  durch  welche  D(x)  dargestellt  worden  ist,  übertrifft. 

Wenn  die  Symraetrie  der  Formeln  in  Bezug  auf  die  »t+ji  Wertbe  von 
X  und  n  nicht  berücksichtigt  wu-d,  so  kann  man  die  Gröfsen,  aus  denen  die 
Determinante  gebildet  wird,  durch  eine  neue  Tmnstbrmation  vereinfachen.  Man 
setze  nämlich  in  (4)  statt  der  zweiten  Verticalreihe  die  (rröfsen 

statt  der  dritten  Verticalreihe  die  Gröfsen  „ 

statt  dei'  vierten  Verticalreihe  die  Grössen 

n\ — (^„'j-j;,-h^^')Wj+(j:^.'c^-^-x^^„-i-XgX,')w, — ,c^j:^x„ii>^,     ii.  s.  w.,  u.  s.  \v., 
so   erhiUt  man  folgenden  Satz: 
_/','s  sei 

(,{.,)  =  C^-,i,)(.>-.=.+,)-..(^— .'.+.-,). 
fmurr 

Ko  wird  /)(^),  abgesehen  von  eiiiein  coastanten  Factor,    die  ])etermiiuuäe 
dr.r   Größe» 

I  Vi''     ül      ...    ül;'-'' 

(55  I  ü?   u[    ...  &r'' 

hl    ilii'si'UL    Theorem    sind    U" ,    Uf ,    ....    V,',iL,    dieselben    Gröfsen    wie    ic„, 

Man  erhält  noch  eine  weitere  V'ereinfachiing ,  wenn  man  auf  ähnliche 
.\rt  die  Horizontalreihen  der  Gröfsen  (5)  transforinirt.     Man  setze  näinlich  statt 
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dor  zweiten  Horizontalreihe  dieser  Gröfsen  die  folgende: 

statt,  der  dritten  die  folgende: 

K."'-K,^,+0'^i"*+^.,-i'',„f'f.      t;'-(.,>_^+^J(7;+,i.^__^^__^C/;,    etc., 

u.  s.  f.;    so  bleibt   wieder  der  Wertli   iler  Determinante   unveründert,    und  man 
erhält  jetzt  folgendes  Theorem: 
„Es  sei 

A.W  =  (^-.s,)(— .v,)-(-'-'.  -J(«-»;„-,+.)('-',.J-C.-^,.+._,), 

fernem' 


(6) 


=  Ff, 
Ä'O   ivirä  D(t),   ahgesdien  von.   cji/em   Constanten  Fuclor,   (jli'K-k  der  Dek-r- 
minonle  der  Gröfsen 

I  r'''     K     ■  ■  ■  ff' 

I  K*'       V'        .  .  .     F'"'"" 


Hier  sind  F/,   F«,  ....    F,*"'~''  dieselben  Grölseii  M'ie  f/,r,   U!, Uf\  und 

daller   F„    =^  mJo,  welche  Gröfse  allein  unverändert  geblieben  ist. 

Transformii-t  man   auf  ähnliche  Art    die  letzten  m  Horizontalreihen   der 
Gröfsen  (3),  so  erhält  man  folgenden  Satz: 
.,A>  sei 

WO  tcieder 

so  irircf  /.>(.r),   abgesehen  von  einem  constanten  Factor,   die  Determinante 
der  Gröfsen 
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m 


w'       \v' 


(|7» 

w' 


Transt'ormii-t  man  aber  auf  ähnliche  Ai'c  die  Verticaireihen  der  (rröfsen 
(3),  so  erhält  man  den  Satz,  <Uf,(s  Dix),  ahjeseh^H  von  einem  comtxiiUen  Factor. 
gleich  wird  der  Deterniiiwnie  da'  Gröjsen 

''—■„     (■"—'.X-'-'';) 


(8) 


I*'," 


W»>       W' 


w 


w' 


w"  . 


EndUch  kann  man  wieder  die  m  letzten  Horizontah-eihen  dieser  (Ti-öfsen 
tfanstbrmii'en.  und  erhält  dann  den  folgenden  Satz; 
-Setzt  man 


*;.&,) 


-f;:.C'.+.)    -*;:.(•».,+ 


.,) 


(9) 


wo  wieder 

so  wi?-d  D(x),   abgesehen  von  einem  comtanten  Factor,  gleich  der  Deter- 
iniiuiiUe  der  Grofsen 

X'f'      X'  X,"  .  .  ,  x/'"' 


X  _ 


Aus  diesen  beiden  letzten  Theoremen  erhält  man  eine  nach  den  Gröfsen  x — x^, 
(x  —  Xo)(x  —  Xj),  etc.  geordnete  Darstellung  der  Function  D(x'). 
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Man  kann  auch  sogleich  dem  System  der  'in  G-leichiuigen  (1)  selber 
solche  vei'schiedeiie  Formen  geben,  die  unmittelbar  auf  die  verschiedenen  fflr 
Z>(,t)  gefundenen  Determinanten  ftihren.  Man  erliält  nämlich  verschiedene  Formen 
des  Systems  der  m  Gleichungen  (1)  durch  die  Betrachtung,  dafs  die  Glciehimg 

nur  erfordert,  dafs  /(.r)  den  Grad  n-^p  Übersteige.  Es  ist  daher  nicht  nöthiü'. 
für  f(x)  das  Product  von  allen  mn-Ji  Factoren  x  —  .r,  anzunehmen,  sondern 
man  wird  immer  Gleichungen  von  der  vorstehenden  Form  erhalten  können. 
wofei-n  nur  die  Zahl  dieser  Factoren  die  Zahl  n  übertriff't,  wobei  aber  jedesmal, 
wenn  n-+-k-\-\  die  Zahl  der  Factoren  von  f{x)  ist,  der  Exponent  j:»  nur  einen 
der  Werthe  0.  I,  ^,  ,  .  ..  /:  annehmen  darf.  Die  Summation  mul's  in  allen 
diesen  Fällen  nur  auf  solche  Werthe  von  x^  ausgedehnt  werden,  welche  in  den 
linearen  Factoren  x  —  x^  vorkommen ,  die  man  zur  Bildung  der  Function  f(x) 
ausgewählt  hat,  oder  solche,  für  welche  /'(»;,)  =  0  wird,  was  man  überall  im 
Folgenden  zum  richtigen  Vei-ständnifs  der  Summenzeichen  festzuhalten  hat. 
Die  verschiedenen  Annahmen,  die  man  hiernach  für  /'(.r)  machen  kann,  ergeben 
eine  sehr  grofse   Menge  von  Gleichungen  von   der   Form 

(10)  ;j     '__i-_-'^-^_  =  0, 

welche  sämnitlich  in  Bezug  auf  die  CoSfficIenten  von  D(/)  linear  sind,  und 
von  denen  m  von  einander  unabhängige  (,lie  Verhältnisse  dieser  Go6fticienten 
und  mithin  die  Function  r)(x)  selbst,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 
bestimmen.  Alle  diese  Gleichungen  lassen  sich  aus  den  m  Gleichungen  (1) 
ableiten,  nnd  es  werden  daher  alle  Systeme  von  m  von  einander  unabhängigen 
Gleichungen  (10)  nur  verschiedene  Formen  desselben  Systems  (1)  sein,  welchen 
wiederum  verschiedene  Formen  der  Gröfsen,  aus  welchen  man  die  der  Function 
iy(x)  (jroportionale  Determinante  zu  bilden  hat,  entsprechen  werden.  Ich  will 
jetzt  ilie  zwei  hauptsächlichsten  dieser  Formen  näher  angeben. 

1.  Man  bilde  m  Gleichungen  (10),  indem  man  für  f(.v)  immer  nur 
das  Product  aus  n-\-l  Factoren  und  daher  jj  =  0  setzt,  von  den  m  +  1  Factoren 
ferner  n  unverändert  läl'st,  während  man  für  die  ()i-\-\y™  immer  einen  andern 
aus  den  m  übrigen  Factoren  nimmt.     Es  sei 
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»W  =  C^- 


':.)("- 


„)■■■(■«■ 


V,*.-,). 


''M   ' 


-.f 


SO  erhält  man  auf  diese  Weise,  wenn  man  f(x)  =  ^(x)(x-~xi)  und  für  i  nach 
und  nach  die  Indices  0,  1,  ...,  m— 1  setzt,  die  Gleichungen 

a+       «.OjH h     n'.a,,  =  D(x), 

(™.a+      (<;".»,+•■■+     !™.«.=0, 


'.o+<; 


■■+('"'.a.  =  0, 


^fe'c/i  der  Determinante  der  Gröfsen 


(11) 


2.     Setzt  man  für  f{x)  nach  und  nach 


und  immer  p  =  0,  so  erhält  man   aus  (10)  m  Gleichungen,    welche  für  D(x') 
die  aus  den  Gröfsen  (7)  gebildete  Determinante  ergeben. 

Ändere  Formen  der  linearen  Gleichungen,  durch  welche  die  Function  Di^x), 
abgesehen  von  einem  eonstanten  Factor,  bestimmt  wird,  und  daher  auch  andere 
Formen  der  Elemente  der  dieser  Function  proportionalen  Determinante  erhält 
man,  wenn  man  D(x')  auf  andere  Arten  als  nach  den  Potenzen  von  x  entwickelt. 

Es  sei  z.  B. 
(12)     7)(.^)_rf^+rf,(^-^J+.J^(^-^^.)(.^_.rj4--+-*„.(^-^„)(^-^i)...(-«-^,„_,), 
wo  (%,  (Ti,  etc.  constante  Cofifficienten  bedeuten,  so  findet  man, 

3.     wenn  man  den  Ausdruck  (12)  in  die  m  Gleichungen  (1)  substituirt,  in 
ni.  62 
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welchen  fQc)  das  aus  allen  m  +  n  Factoren  gebildete  Product  bedeutet,  D(x}, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  gleich  der  Determinante  der  OröJsen  (8). 
4.  Wenn  man  aus  der  Gleichung  (10)  m  Gleichungen  bildet,  indem 
man  immer  ^  =  0  und  für  f(x)  zuerst  das  vollständige  Product  aus  allen 
m-h-n  Factoren  setzt,  dann  aber  nach  und  nach  die  Factoren 

tbrtläfst,  und  wenn  man  in  diesen  m  Gleichungen  für  D(x)  seinen  Ausdruck  (12) 
substituirt,  so  erhält  man  D(x)  der  Determinante  der  Gröfsen  (9)  proportional. 

"Wenn  man  D(x)  durch  den  Ausdruck  (12)  darstellt,  so  wird  man  im 
Allgemeinen  für  die  CoSfficienten  der  Unbekannten  S^,  d",,  etc.  in  den  m  Glei- 
chungen vereinfachte  Ausdrücke  dadurch  erhalten,  dafs  man  für  f(x)  das  Product 
aus  den  m  Factoren  x^Xg,  x  —  x,,  .  .  .,  x  —  x^^i  und  ausjz  — m+1  oder 
einer  gröfseren  Zahl  anderer  setzt,  welche  man  beliebig  aus  den  n  übrigen 
Factoren  x  —  x^,  x  —  3^„,+i,  .  -  .,  x  —  3:„,+,_i  auswählen  kann.  Es  werden  nämlich 
in  dem  Aggregate,  welches  den  Coefficient  von  Si  bildet,  immer  die  in  v,^, 
Ui,  . . .,  «,-_!  multiplicirten  Terme  verschwinden,  und  in  jedem  anderen,  in  Ui 
multiplicirten,  Term  wird  sich  der  Factor 

(^j— ^y)(a!j.— a;j)...(j;j— ^,_j) 
fortheben. 

Man  kann  aber  auch  statt  der  constanten  Coöfficienten  von  D(x)  Func- 
tionen von  X  als  die  Unbekannten  der  linearen  Gleichungen,  durch  welche  man 
D(x)  bestimmen  wül,  einführen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 


D  = 

«+«,»+», 

ic^-ha^x'-h- 

■■+« 

m^' 

D,= 

«j+ßa^c+ßg 

a;^H HK„ 

a!"'-', 

-D,— 

«g-hßj«+-- 

■  -^-a^^i^""^, 

-D._,  =  0 

',.'-,+  «1«'.' 

D_  =  0 

■... 

woraus 

o  =  fl 

— «Z>,. 

,     <•,=!> 

'—*-»,,               .         . 

■.     «— ,  = 

*— 1 

— j;i). 

<     «. 

und  daher 

(13) 

fl(^,) 

=  D+(^, 

-»)i),+  ^.(' 

^,— ')»=+■■ 

■  +«;' 

"(*,- 

-»)B. 

folgt,     Setet 

man 

x^i 

>,-»)», 

""  'm 

y'" 

■,. 

" 

"m) 
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SO  erhält  man  durch  Substitution  dies  Ausdrucks  (13)  in  (10),  wenn  /"(.r)  vom 
(7i+l-|-j))'^"  oder  einem  höheren  Grade  angenommen  wird, 

(14)  0  =  i'j,i>+wp  A+w-p+i  Ah l-w;j,+„,-iA„. 

Nimmt  man  beliebige  m  von  einander  unabhängige  Gleichungen  (14),  so  hat 
man  m  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Unbekannten  D,  D^,  .  .  .,  /)„,,  aus 
denen  man  ihre  Verhältnisse  bestimmen  kann.  Die  m-i-1  partiellen  Deter- 
minanten*), welche  auf  diese  Weise  den  Functionen  D,  D^,  D^,  ...,  D,„  pro- 
portional gefunden  werden,  müssen  mit  ihnen  respective  von  demselben  Grade 
sein.  Denn  da  alle  Gröfsen  w  in  den  Gleichungen  (14)  lineare  Functionen 
von  X,  und  nur  die  Gröfsen  v  constant .  sind ,  so  sind  die  den  Unbekannten  D 
und  Dl  proportionalen  Determinanten  ebenso  wie  diese  selbst  Functionen  von 
X  vom  m""  und  (m  — l)""  Grade.  Da  ferner  in  unserer  Untersuchung  a  einen 
beliebigen  Werth  annehmen  kann,  so  werden  im  Allgemeinen  D  und  D,  keinen 
gemeinschaftlichen  Factor  haben.  Wenn  aber  zwei  ganze  Functionen  D  und 
Dl,  die  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  zweien  anderen  ganzen  Func- 
tionen  E  und  E-i   proportional  und  D  und  E  von  demselben  Grade   sind,   so 


/),,  Ds,  , .  .,  D„,  aus  den  partiellen  Determinanten,  denen  sie  vermöge  der 
m  Gleichungen  (14)  proportional  gefunden  werden,  durch  Multiplication  mit 
einer  Constante  erhalten  und  daher  mit  ihnen  von  demselben  Grade  sein.  Es 
folgt  hieraus,  dafs  ■  sich  in  den  Determinanten,  welche  den  Functionen  D^, 
Dl,  . . .,  D,.  proportional  sind,  und  deren  einzelne  Terme  alle  auf  den  (m  —  1)'^" 
Grad  steigen,  respective  die  höchste,  die  beiden  höchsten,  etc.  oder  endlich  alle 
Potenzen  von  x  fortheben  müssen. 

Nimmt  man  für  f(x)  die  vollständige  Function  vom  (m-nn)"*"  Grade 
und  giebt,  wie  es  für  diesen  Fall  verstattet  ist,  dem  Exponenten  p  die  Werthe 
0,  l,  2,  . . .,  m — 1,  so  ergiebt  sich  aus  den  so  erhaltenen  m  Gleichungen  das 
Resultat,  dafs  D(x),  abgesehen  von  einem  Constanten  Factor,  der  aus  den  Gröfsen 
(4)  gebildeten  Determinante  gleich   ist.     Nimmt  man  zu  den  Gröfsen  (4)  noch 


m  h    \ 
h   d      L 


\     t      1 
h  £ 


mb     rt       h  It 


d  d     h    d  [    m 

p  HD 
ff        11    W  rth 

h  tth  h      F    t 
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aus  (3)  die  Gröfsen  (?„,  u,,  . . .,  v,„_^  als  (m+1)"  Verticalreihe  hinzu,  so  sieht 
man,  dafs  die  übrigen  partiellen  Determinanten  den  Functionen  niederen  Grades 
Aj  A,  ■  ■  ■,  D^  proportional  werden. 

ö.  Ich  will  jetzt  als  Unbekannte  die  ganzen  Functionen  von  x  an- 
nehmen, welche  man,  wenn  man  JD(x)  hintereinander  durch  x  —  x^,  x  —  x„ 
X  —  X2,  .  .  .,  X  —  x„_i  dividirt,  successive  als  Quotienten  erhält.  Man  findet  die 
hierauf  bezüglichen  Formeln  durch  folgende  Betrachtungen. 

Das  5"  Lemma  des  3'="  Buchs  der  Newtonschen  Principia  enthält  be- 
kanntlich folgenden  Satz:  „Wenn  y^,  1/1,  y^,  etc.  die  Werthe  einer  Function  y 
sind,  welche  den   Werthen  x^,  x^,  x^,  etc.  der   Variablen  x  entsprechen,  und  man 

y'-y'"  =»'■'■    y'-y'^  =.'■    ^kz.^^,,-    ... 


zIa.  —  „'"     y—y> 


setzt,  so  wird 

Ist  y  eine  ganze  rationale  Function  der  j)""  Ordnung,  so  erhält  man  den  voll- 
ständigen Ausdruck  dieser  Function,  wenn  man  ihre  p-v- 1  Werthe  y,„  y^,  . ..,  y. 
kennt  und  die  vorstehende  Reihe  bis  zu  dem  Term 

fortsetzt.  Allgemein  kann  die  Formel,  wie  Newton  will,  zur  Interpolation  be- 
nutzt werden.     Die  Ausdrücke  von  y'^,  y'^,  etc.  durch  die  gegebenen  Werthe  sind 


'  etc. 

Setzt  man  in  diese  Formeln  y  =  D(x),  betrachtet  ferner  JJ(x)  selbst  als  den 
ersten  der  gegebenen  Werthe,  dagegen  D(x,^  als  den  gesuchten  Werth,  so  er- 
hält man 

■  ■■H-Z''"'(,e^ — x)(x. — ^„)...(.w. — ^,„_2)i 
D',  D",  . .  .,  Z)''"'  zufolge  (15)  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt 


(16) 
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werden: 

n„_         JW  °      ,  -Pfa) ,  J(^,) 

etc. 
Diese  Ausdrücke  sind  sämmtlicli  ganze  Functionen  von  x,  und  man  sieht  aus 
ihrer  Zusammensetzung  leicht,  dafs  man  sie  als  Quotienten  erhält,  wenn  man 
die  erste  von  ihnen -0(3;)  durch  die  Gröfsen  x  —  x^,  (x  —  x^(x  —  a;,),  etc.  dividirt. 
Man  kann  dieselben  auch  successive  bilden,  indem  D"  der  Quotient  der  Division 
von  D'  durch  x  —  x^,  D"'  der  Quotient  der  Division  von  JD"  durch  x  —  x^ 
wird,  etc.  Substituirt  man  den  Ausdruck  (16)  in  m  von  einander  unabhängige 
Gleichungen  (10),  und  betrachtet  darin  die  ?ii-l-l  Gröfsen  D,  D',  ...,  D<"'' als 
Unbekannte,  so  kann  man  wieder,  wie  oben  bei  den  Functionen  D,  Z>i,  Jl^,  etc., 
zeigen,  dafs  sie  von  den  aus  ihren  CoSfficIenten  gebildeten  partiellen  Deter- 
minanten nur  durch  einen  eonstanten  Factor  unterschieden  sein  können,  und 
sich  deshalb  in  den  Determinanten,  welche  den  m  —  1  Functionen  D",  D"', ...,  D'™' 
proportional  sind,  die  höchste  Potenz  von  x,  die  beiden  höchsten  u.  s.  w.  oder 
endlich  alle  Potenzen  von  x  fortheben  müssen. 

Die  Cogfficienten  von  J),  D',  etc.  in  den  rn  aus  (10)  erhaltenen  Gleichungen 
vereinfachen    sich,    wenn   /(x)    in  (10)    den    Factor   (x  —  x^(x^x^...(x  —  x^_.^ 

enthält.      Setat    man.  wieder    /.(x)  =  -. ^7 — -^ — 7— — -^,   so    erhält  man 

aus  (10)  die  Gleichung 

(17)  Ä-D-I-S,i>'+S2D"H l-Ä,„i>''"'  =  0, 


fC.^^  u^M,^.) 


(18) 


.  .  .,    S   =^~'  '     ' 


Nimmt  man  für  /'(,c)  den  vollständigen  Ausdruck  vom  (m-^-ii)'"'  Grade  an  und 
bildet  die  m  Grleichungen,  indem  man  nach  und  nach  in  (18)  für  j>  seine 
Werthe  0,  1,  2,  . . .,  m—1  setzt,  so  erhält  man  aus  denselben  D(a:),  abgesehen 
von  einem  Constanten  Factor,  gleich  der  Determinante  der  (rröfsen  (5).     Bildet 
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man  aber  die  m  Gleichungen,  indem  man  in  (18)  p  =  0  und  für  /(j)  uacli  und 
nach  die  Functionen 

setzt,  deren  erste  wieder  die  vollständige  Function  (■m  +  n)""  Grades  ist,  so 
erhält  man  DQc),  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  der  Deteraiinante 
der  Gröfsen  (6)  gleich.  Durch  ganz  ähnliche  Determinanten  erhält  man  aber 
auch,  zufolge  der  vorstehenden  Betrachtungen,  die  ganzen  Functionen,  welche 
sich  als  die  Quotienten  der  Division  von  D(x)  durch  x  —  x^,  (x  —  x^^^x — x,),  u.  s.  w. 
ergeben. 

3. 
Den   Zähler  N(x)   kann   man ,  abgesehen   von   einem   constanten  Factor, 
unmittelbar    aus    dem  Nenner  Dl^x)   erhalten,   wenn  man  nur  für  die  Gröfsen 

«0,  Uj,  etc.  ihre  reciproken  Wei-the  — ,  — -,  etc.  setzt,  und  gleichzeitig  m  und 
n  in  n  —  1  und  w  -+- 1  ändert,  so  dafs  umgekehrt  der  Nenner  von  der  Ordnung 
n  —  1.   der  Zähler  von  der  Ordnung  m  wird.     Denn  die  Aufgabe,  die  Gröfsen 

Ur,,  u,,  etc.  durch  den  Bruch    Jfl  darzustellen    ist    dieselbe  wie  die  Aufgabe, 

die  Gröfsen  — ,  — ,  etc.  durch  den  Bruch    .jf{   darzustellen.     Es  bleibt  dann 

noch  Übrig,  den  constanten  Factor,  mit  welchem  der  Quotient  der  beiden  so 
gefundenen  Determinanten  multiplicirt  werden  mufs,  zu  bestimmen,  wozu  einer 
der  gegebenen  Werthe  des  Bruches  hinreicht. 

Da  der  Nenner  als  eine  Determinante  vom  m'°"  Grade  gefunden  wurde, 
(wenn  man  den  Grad  def  Determinante  nach  der  Zahl  der  Horizontal-  oder 
Verticalreihen  der  Gröfsen,  aus  denen  sie  gebildet  ist,  bestimmt),  so  wii-d  auf 
die  angegebene  Weise  der  Zähler  als  eine  Determinante  vom  («  —  1)'™  Gi-ade 
erhalten  werden.  "Wenn  daher  der  Grad  des  Zählers  und  Nenners  sehr  ver- 
schieden ist,  so  wird  die  eine  Determinante  von  einem  hohen  Gi-ade  werden, 
während  die  andere  von  einem  niederen  Grade  sein  kann.  Man  wird  aber  aus 
dem  Folgenden  ersehen,  dafs  man  auch  immer  den  Zähler  durch  eine  Deter- 
minante vom  (m  +  1)""  Grade  darstellen  kann.  Diese  Darstellung  wird  ein- 
facher als  die  obige,  wenn  die  Grade  des  Zählers  und  Nenners  um  zwei  oder 
mehr  Einheiten  verschieden    sind    und   man,  wie  es  nach  der  oben  gemachten 
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Bemerkung  verstattet  ist,  die  Aufgabe  so  stellt,  dafs  der  Nenner  von  niedrigerem 
Grade  als  der  Zähler  wird.  Auch  wird  man  bei  dieser  Darstellung  der  Be- 
stimmung des  hinzuzufügenden  constanten  Factors  überhoben. 

Es  sei  (f(x)  eine  Function  von  x  vom  71""  oder  einem  höheren  Grade 
und  das  Product  von  einer  entsprechenden  Anzahl  der  linearen  Factoren  x  —  x^, 
X  —  x^,  etc.  Man  hat  dann  durch  die  bekannten  Formeln  der  Theorie  der 
Partialbrüche 

WO  man  unter  dem  Sumraenzeichen  für  r  alle  diejenigen  Indices  0,  1,  2,  . . ., 
m-\-n  —  \  zu  setzen  hat,  für  welche  5p(a:,)  =  0  wird.  Setzt  man  für  D(x) 
wieder  tt-\-ttiX-{ i-k„X'  und 


=  aT,A 


so  giebt  die  vorstehende  Formel: 

Wenn    man    daher  die   Grofsen  a,   «i,   etc.    den    partiellen    Determinanten    der 
Gleichungen  (2)  §.  1  gleich  setzt,  oder  der  constante  Factor,  mit  welchem   die 
Determinanten  multiplicirt  werden  müssen,  überall  =  1  angenommen  wird, 
wird  ■ 


— ^-i- gleich  der  Determinante  der  Oröfsen 
(T,        T     .  .  .     T 


(19) 


wo  die  Gröfsen  v  dieselben  sind  wie  in  (3). 

Transforinirt  man   auf  dieselbe  Art  wie  zu  Ende  d( 

Horizontalreihen,  so  erhält  man ^^ 

T, 


(20) 


w' 


§.  1  die  m  letzten 
gleich  dei"  Determinante  der  Gröfsen 

.  .  .   r„ 

■  ■  ■  '*',;" 

.  .  .  w' 


wo  die  Gröfsen    W  dieselben  wie  in  (7)  sind. 
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Multiplicirt  man  in  (19)  jede  Verticalreihe  mit  x  und  zieht  sie  von  der 
folgenden  ab,  so  ersieht  sich,  wenn 


gesetzt  wird,  die  Function ^-^  gleich  der  Determinante  der  Größen 

(T.       S-         S,      ,  .  .     S  _, 


(21) 


wo   die  Gröfsen  w   dieselben  wie  in  (4)  sind.     Der  in   dieser  Determinante  in 
2*0  multiplicirte  Ausdruck  ist  der  Nenner  D(x). 

Um  die  Gröfsen  (21)  noch  weiter  zu  reduciren,  will  ich  annehmen,  dafs 
die  Function  y(x)  dem  Producte 

C^-^„,_,)(^-^J...(^-.r„,^,_,) 
entweder  gleich  sei  oder  dieses  Product  als  Factor  enthalte.     Ferner  sei 


f.W  = 


■cM 


wenn  die  Summe  nur  auf  diejenigen  Indices  r  erstreckt  wird,  für  welche 
Wk(Xr)  =  0  wird.  Wenn  man  jetzt  auf  die  in  §.  1  angewandte  Art  sowohl  die 
m  letzten  Horizontalreihen  als  die  m  letzten  Verticalreihen  der  G-röfeen  (21) 
transforrairt,  50  erhält  man ^i-  gleich  der  Deteiminante  der  Gröfsen 

vi      y',      ■  ■  ■  y'-^ 


(22) 


^^[,„-1)        yi.,.-^)        ^Un-X)        _    _     _ 

wo  die  Grössen    V  dieselben  wie  in  (6)  sind. 
Es  sei  jetzt 

"   -'(^,-^)yiC^,)' 
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wo  immer  wieder  die  Siiramation  nur  auf  diejenigen  Indices   r  sich  erstreckt, 
für  welche  <f\{Xt)^=^  wird.     Man  hat  dann  die  Formeln: 

Ferner  ist,  wenn  die  Gröfsen  Jt^'    dieselbe  Bedeutung  wie  in  (9)  haben, 


Wenn  man  die  Grtifsen  der  ei'sten  Verticalreihe  in  (22)  säramtlich  mit  x — x,^_^ 
multiplicirt,  so  wird  der  Werth  der  ganzen  Determinante  mit  derselben  Gröfse 

multiplicirt  und  daher  = p-^-     Addirt  man  nach  der  MultipHcation  zu  den 

Gröfsen    der    ersten    Verticalreihe    respective    die    unveränderten    Gröfsen    der 
zweiten  Verticalreihe,  so  wird  die  erste'  Verticalreihe 

t'^,    Xf'\    x^,    .  .  .,   x^"-'\ 


während  sich  der  Werth  der  Determinante 


<f,W 


nicht  ändei-t.     Multiplicirt 


man  die  letzteren  Gröfsen  mit  x^x,„   und    addirt  dann    respective    die  Gröfaen 
der  dritten  Verticalreihe,  so  wird  die  erste  Verticalreihe 

^■;,  xf ,  jfj,  . . .,  xf-'>, 

während   die  Determinante ^  wird.     Fährt   liian  so  fort,  so  erhält  man 

den  Satz,  da/s j~  gleich  ist  der  Determinante  der  Gro/sen 


(23) 


j,W 

•5.'"' 

K 

. ,  «.'■-" 

x,f 

,,(.) 

yW 

r*"' 

xl 

K 

K 

■  ■  K.-, 

Kl 

K 

r" 

.  .   r;_, 

Kr' 

y,..-. 

f;--'  '. 

•  •  '',!.'"' 

Transformirt  man  die  m  letzten  Verticalreihen  in  (20)  auf  dieselbe  Art, 
wie  in  §.  1   die  Gröfsen  (8)  in  (9)  transformirt  wurden,  so  erhält  man 
in.  63 


9(^) 
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gleich  der  Determtnanle  der  Grö/sen 


(24) 


T, 

■    K 

T," 

-  .   r»'" 

jfW 

x») 

X»"         . 

■   ^i 

X 

K 

X 

.  xl 

x'l 

X" 

x; 

.  X 

x';- 

>  x<'-'> 

xä'-"   . 

■  ■  x! 

ir  die  erste  Hoi-izontalreihe  die  Variable  x  enthält. 
Setzt  man  für  ^(x)  =  f(x)  die  vollständige  Function  (HH-m)'*"  Grades  und 


so   verwandeln  sich   in   der  ersten  Horizontalreihe  von  (19)   die  Gröfsen  T^,  in 
die  Gröfsen  R^.     Man  hat  zwischen  diesen  und  den  Gröfsen 


■welche  die  übrigen  Horizontalreihen  in  (19)  bilden,  die  Gleichungen 

Wenn  man  daher  in  (19)  für  die  Gröfsen  T^,  in  der  ei'sten  Horizontaireihe  die 
Gröfsen  ßp  setzt  und  dann  zu  der  zweiten  Horizontalreihe  die  erste,  mit  x 
multiplicirt,  addirt,  so  verwandelt  sich  die  zweite  Horizontalreihe  in  i?,, 
Äg,  . . .,  R^+,;  addul:  man  diese,  mit  x  multiplicirt,  zur  dritten  Horizontalreihe, 
so  verwandelt  sich  die  dritte  Horizontalreihe  in  B^,  E^,  .  .  .,  i?„,+.a.  Fährt 
man  auf  diese  Weise  fort,  wobei  der  Werth  der  Determinante  nicht  geändert 
wird,  und  wählt  für  den  Nenner  D{x)  die  Bestimmung  durch  die  Determinante 
der  Gröfsen  (4),  so  erhält  man  folgenden  Satz: 


Theo  r  c- 


I. 


^(^)  =  (^_^^X^._^.j,..(^_^_ 


(*.--)fW 

C«,-^)/'(*,)   ' 

(-„-,—)«-.„._,) 

■«.'(■»,—»)», 

<(»,-«)»,  , 

<,+.-iC'',+^.— »)«.+.-i 

/v.) 


fi",) 
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SO  wird 

1         Nix)    _   2±R'^*>R[...R'^'> 

wenn  man  nach  Bildung  der  beiden  Deiei'mmanten  in  jedem  Oirer  Tenne 

respectipe  -fi„+,s  und  w„+^  für  Rf   und  vjf  setzt." 

Aus  dem  Ausdrucke,  welchen  in  der  Lagrangesclieii  Intei-polations- 
formel  der  Cogfficient  der  höchsten  Potenz  der  Variablen  erhält,  bildet  man  nach 
einer  einfachen  Regel  die  gesuchte  Function  selbst.  Sind  nämlich  x^,  x^,  . . . ,  x^ 
die  Werthe  von  x,  für  welche  eine  ganze  Function  p™  Grades  die  Werthe  Wg, 
Wi,  ...,  Wp  annehmen  soll,  und  ist  F(x)  =  (x  —  !£o)(x  —  x^)...(x  —  x^),  so  wird 
der  Ooefficient  von  x"  in  der  gesuchten  Function 

und  man  erhält  aus  diesem  Ausdrucke  die  gesuchte  Function  selbst,  wenn  man 

darin  iür  Uo,  u,.  . .  .,    u^  respective  —^ — ,  —^ — ,  . .  .,  —^ —  setzt   und  mit 

FQe)  multiplicirt.  Ganz  dieselbe  Regel  gilt,  wie  man  aus  dem  Theorem  I, 
sieht,  bei  der  Darstellung  gegebener  "Werthe  durch  eine  gebrochene  rationale 
Function  für  die  Bildung  des  Zählers.  Aber  auch  für  den  Nenner  D(x)  gilt 
eine  ähnliche  noch  einfachere  Bildungsweise,  indem  man  nui"  nöthig  hat,  um 
diese  Function  zu  erhalten,  in  dem  algebraischen  Ausdrucke  des  Coöfficienten 
ihres  höchsten,  mit  x"  multiplicirten,  Terms  statt  ««>  "d  etc.  respective  «o(a;— .-c,,), 
Ui(x—Xi),  etc.  zu  setzen.    Man  hat  daher  folgendes  Theorem: 

T  h  e  o  r  e  m  11. 

„  Wenn  man  e'ine  rationale  gebrochene  Function  von  x,  deren  Nenner 
auf  den  m*'"  Grad  steigt,  durch  die  Werthe  «„,  u-,,  u^,  etc.  bestimmt, 
welche  dieselbe  für  die  Werthe  Xq,  x,,  x^,  etc.  der  Variablen  x.  annimmt, 
so  werden  die  algebraischen  Ausdrücke  der  Coefßdenten  der  •  höchsten 
Potenz  von  x  im  Zähler  und  Nenner  ganze  homogene  Functionen  von  u^, 
«I,  u^,  etc.  vom  (nn-l)""  und  m'™  Grade,  und  man  erhält  aus  ihnen 
den  Zähler  und  Nenner  selbst,  wenn  man  respective  für  %,  u^,  u^,  etc. 
in  dem  einen  Ausdrucke  die  Gröfsen 


Hosted  by 


Google 


500  ÜBER  DIE  DARSTELLUNG  EINKR  REIHE  GEGEBENER  WERTUE 

und  in  dem  anderen  Ausdi-ucke  die  Größen 

setzt,  und  hierauf  den  ersten  Ausdruck  noch  mit  dem  Product  sämmtlicher 

Factoren  (x  —  x^(x—Xj)(x  —  w^)  etc.  multipHcirt." 

Diis  Theorem  I.  zeigt  auch  noch,  dafs  die  OoSfficienten  der  höchsten 
Potenz  der  Variablen  im  Zähler  und  im  Nenner  beide  einem  ähnlichen  Bildungs- 
gesetz unterworfen  sind,  in  der  Art,  dafs  dieser  CoSffieient  im  Zähler  so  ge- 
bildet wird,  wie  der  Cogfficient  der  höchsten  Potenz  von  a:  in  einem  Nenner, 
welcher  auf  den  (m  +  l)""  Grad  steigt.  Man  erkennt  dies,  so  wie  das  Theorem  II., 
auch  mit  grofser  Leichtigkeit  aus  der  von  Cauchy  gegebenen  Formel. 

Auf  dieselbe  Art  wie  in  §.  I  die  Gröfsen  w  in  die  Gröfsen  V  transformirt 
wurden,  kann  man  auch  die  Gröisen  R  transformiren.     Setzt  man  wieder 

/,,W  =  ('»-'',)(''-Vi)-('«-^.,-.)x(^-«',._,+,)(«-^„.).-.(^— »..+._,), 

femer 

"*      "  CM    • 

WO  man  die  Summation  nur  auf  diejenigen  Indices  r  ausdehnt,  für  welche 
/i,*(^r)  =  0  wird,  so  erhält  man 

i_  N(.r)^  .g±Q,';'Q;...(3i:' 

Man  kann  in  den  Ausdrucken  der  Gröfsen  R  und  w  oder  der  Gröfsen  Q  und 
V  überall  x  —  x^  für  x^ — x  setzen,  wenn  man  gleichzeitig  in  den  Formeln  (25) 
und  (26)  das  Minuszeichen  links  vom  Gleichheitszeichen  fortläfst,  da  für  jene 
Aenderungen  der  Bruch  den  entgegengesetzten  Werth  annimmt. 


Man  kann  aus  dem  Theorem  I.  die  von  Cauchy  angegebene  Form  des 
Bruches  »*  auf  folgende  Weise  ableiten.     Set5;t  man 

_   ',(.■'-':) «>, -^ 

WO  im  Nenner  der  Factor  x^.^x^  fortzulassen  ist,  so  wird 

",  =  %K+  4,  <H l-5.+.-i<+.rf  ■ 

Führt  man  statt  w„+^v  den  allgemeinen  Ausdruck 

"'."  =  %<</,+i-.<y'+-+t..+.-,<„-.,a'„~. 


(26) 
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ein,  so  wird  zufolge  des  Theorems  I. 

wenn  man  nach  Bildung  der  Determinante  überall  y,  =  x^  setzt.  Aber  zufolge 
eines  von  Cauchy  und  auch  von  mir  später  bewiesenen  Satzes  (s.  Grelles 
Journal  Bd.  XXII  p.  308  folg.  —  p.  381  ff.  dieses  Bandes)  wird  die  vorstehende 
Determinante  gleich  der  Summe  aller  Gröfsen,  welche  sich  bilden  lassen,  wenn 
man  in  dem  Producte 

</jj  5j . . .  q,^^_,  2zhx*^ä:\...  a:"|~|  Ü  j/^Ji/j . .  ■y"'~\ 
für  die  unteren  Indices  auf  alle  möglichen  Arten  je  m  verschiedene  Tndiees  aus 
der  Zahl  der  Indices  0,  1,  2,  . .  .,   m  +  n —  1   setzt.     Man  hat  aber  ferner  für 
jede  solche  Combination  nach  einer  bekannten,  zuerst  von  Vandermonde  be- 
merkten Formel 

und  es  wird  daher,  wenn  man  y^  ^  x^  setzt,  in  T)(x)  jeder  mit  ^o^i---«;,,,-] 
multiplicirte  Terra 

Der  Complexus  dieser  Terme  ist  der  Nenner  der  Cauchyschen  Formel,  mit 
(—1)*"''"'"''  multiplicirt.     Ganz  auf  dieselbe  Art  wird   aus  dem   im   Theorem  I. 

gegebenen  Zähler  der  gebrochenen  Function  der  Zähler  der  Cauchyschen 
Formel  gefunden. 

Man  findet  auch  auf  einmal  den  Zähler  und  Nenner  der  Cauchyschen 
Formel  durch  folgende  Betrachtung.     Es  sei 

I)  =  ß+c^a^+H^/n l-a^.*"",     W^  a+a^a!+a^a;U l-a,_,^""\ 

so  hat  man  /i  +  m-hl  Gleichungen: 

,1     =         N\a+^a^         +-+^Xi' 


aus  welchen  man  die  n-hm-hl  Unbekannten  a,  a^j  etc.,  «,  «i,  etc.  eliminii-en 
kann,  und  dann  eine  Bedingungsgleichung  v  ^  0  erhält,  in  welcher  y  die  aus 
den  n-\-m-\-l  Horizontal-  und  Verticalreihen  der  Coefficienten  der  Unbekannten 
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gebildete  Determinante  ist.  Nach  einer  von  Laplace  gemachten  Bemerkung 
kann  jede  Determinante  als  ein  Aggregat  von  Producten  einfacherer  Deter- 
minanten dargestellt  werden,  wenn  man  die  Verticalrethen  in  zwei  Gruppen 
theilt  und  auf  alle  mögliche  Arten  immer  zwei  partielle  Determinanten  der 
beiden  Gruppen,  welche  sich  auf  verschiedene  Horizontalreihen  beziehen,  mit 
einander  multipUcirt.  Bei  der  Determinante  v  sondern  sich  die  Verticalreihen 
von  selbst  in  die  beiden  Gruppen  der  n  ersten  und  m'-l-l  letzten  Verticalreihen. 
Sondert  man  ferner  die  Terme  von  Vj  je  nachdem  sie  mit  D  oder  N  multi- 
phcirt  sind,  in  zwei  verschiedene  Aggregate,  so  erhält  man  die  Bedino-un^s- 
gleichung  in  folgender  Form : 

Man  wird  hier  die  einzelnen  Terme  jeder  mit  J!  bezeichneten  Determinante 
durch  Vertauschung  der  Exponenten  erhalten,  und  dann  die  beiden  Summen 
S  bilden,  indem  man  für  die  Indices  0,  1,  . .  .,  n— 2  oder  0.  1,  .  . .,  n—l  je 
n—l  oder  n  aus  den  Indices  0,  1,  2,  ...,  n  +  m  — 1  und  für  die  Indices 
M  — 1,  n,  .  . .,  n-hm  —  l  oder  n,  «H-l,  . .  .,  n-\-m  —  l  diem  +  1  oder  ??i  Übrigen 
nimmt.  Bezeichnet  man  mit  F(a,  b,  c,  .. .)  das  Product  aus  den  Differenzen  der 
Gröfsen  a,  h,  c,  ....  so  wird  die  gefundene  G-leichung,  wenn  man  nach  der 
oben  angeführten  Formel  die  Determinanten  durch  die  Producte  der  Differenzen 
ersetzt, 

Die  verschiedenen  Zeichen,  mit  welchen  die  Producte  P  genommen  werden 
können,  müssen  nach  der  Natur  der  Determinante  v  so  bestimmt  werden,  dafs, 
wenn  man  die  Gröfsen  D  und  JV"  und  die  Gröfsen  m^,  u^,  ...,  tt,+„_i  einander  gleich 
setzt  und  zwei  beliebige  von  den  m+n+1  Gröfsen  x,  x^,  x-i,  .  . .,  x„_^_^  mit 
einander  vertauscht,  der  ganze  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  den 
entgegengesetzten  Werth  annimmt.  "Wenn  man  daher  diesen  Ausdruck  mit  dem 
Product  P(a:,  a-u,  a;,,  ...,  a;„,_|_,_,)  dividirt,  so  muls  derselbe  in  Bezug  auf  die 
m+ra-f-1  Gröfsen  symmetrisch  werden,  und  es  werden  umgekehrt,  wenn  dieser 
Quotient  in  Bezug  auf  alle  Gröfsen  x,  x^,  x^^,  ...,  x,„+„_i  symmetrisch  wird, 
alle  Zeichen  so,  wie  es  die  Bedingungen  der  Determinantenbildung  forden-,  be- 
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stimmt  sein.     Bezeichnet  man  mit 

{(A,  B,  C,  ..  .)(^',  ß',  C,  . . .)! 
das  Product  aus  allen  Differenzen  der  Gröfsen  A,  B,  C,  .  .  .  von  den  Gröfsen 
A',  B',  C,  .  .  . ,  indem  man  immer  die  zweiten  von  den  ersten  abzieht, 
\(A,  B,  C,...XA',  B',  C',...)}  =  (Ä—A'XA^B'XA^C')...(B—A'XB—B')...(C-^A')..., 
so  erhält  man  auf  die  angegebene  Art  die  Gleichung 


1(^,  x^,  ^„  . . .,  ^„_,)(^,_„  ^„,  . . .,  ^,+„_j)| 

wo  der  Ausdruck  rechts,  wie  verlangt  wurde,  wenn  D  ^  N  und  Uo  =  m^  = 
■■■  =  M„-f^-i;  in  Bezug  auf  alle  Gröfsen  x,  x^,  a^i,  .  . .,  x^„_i  symmetrisch  ist, 

wenngleich  sich  das  Summenzeichen  nur  auf  die  m-i-'n  Gröfsen  x^,  X-,,  .  .  .,  3.'„+„_ 
bezieht.  Entnimmt  man  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  -=y  und  muiti- 
plicirt  Zähler  und  Nenner  mit  (x  —  x,^(_x  —  x^...(x  —  a;„+„_]),  so  erhält  man  die 
Cauchysche  Formel. 

5. 

Die  im  Theorem  I.  dem  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen  Function 
gegebene  Form  kann  mit  besonderem  Vortheil  in  dem  Falle  angewandt  werden, 
wenn  alle  oder  mehrere  der  Gröfsen  x^,,  a^i,  . . .,  x„^„„,  untereinander  gleich 
werden.     Ist 

und  bedeutet  ^(x)  eine  beliebige  Function  von  x,  so  verwandelt  sich  bekannt- 
lich, wenn 

wird,  das  Aggregat 

in  den  Differentialausdruck 

.n(r).da^  ' 

WO  /!(?■):=  X.2...r.  Man  kann  hiernach  sogleich  die  Gröfsen  angeben,  in 
welche  sich  in  den  oben  aufgestellten  Sätzen  die  verschiedenen  Systeme  von 
Elementen,    aus    denen    die  Determinanten    zu    bilden    sind,   verwandeln,  wenn 
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r-t-1    von  den  G-röfsen    a:„,  x,,    etc.   denselben  Werth  a  erhalten,  für  welchen 
dann  die  entsprechenden  Werthe  von  n  und  seinen  r  ersten  Differentialqnotlenten 
gegeben  sein  müssen. 

Man   nehme  insbesondere   an,   dafs  alle  Gröfsen  x^,   a-,,   x...   ....  j:^+„,_, 

dereelben  Gröfse  a  gleich  seien,  und  dafs  für  diesen  "Werth  von  x  sowohl  der 
Werth  des  gesuchten  Bruches  als  auch  die  Werthe  seiner  n-\-m — 1  ersten 
Differential quotienten  gegeben  seien.     Bezeichnet  man  den  gesuchten  Bruch  mit 

so  werden  die  verschiedenen  in  §.  I  eingeführten  Gröfsen: 

"         JJ{m-hn-l).da"'^''-'  ' 

*■  fl(m-4--n— l).da"'"^"~^  ' 

K'  = 
p 

*  n(m-{-n—i—k-—l).da"'^"~'~''^^ 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  aus  §.  1  für  den  Fall,  dafs  die 
m-hn  Werthe  x^,,  x,,  etc.  einander  gleich  sind,  sechs  verschiedene  Darstellungen 
des  Nenners  DQe)  durch  eine  Determinante. 

Die  in  §,  3  eingeführten  Gröfsen  werden,  wenn  man  dort  ^(x)  vom  n"" 
Grade  annimmt, 


■)"»(»■)] 


n{m-i-n—i- 

-ly.da-*-'-'  ' 

n{„ 

i-\-n—i- 

-i—l).da'*' — '-'  ' 

■'[»'zW] 

ntj. 

«+«—*"- 
<!"+• 

-l).<io"'+' '  ' 

"' 

fl(» 

—i~ 

-l).rf 

ylH 

(^""* 

-ff« 

-«r 

-'nWl 

m« 

—k- 

-i).<i 

r"' 

'[«'(« 

•.-^y 

^'zWl 

n 

(«+m).(it 

r^"'    ' 

<?? 

^ : 

£("+"•■ 

'    *~' 

[(.-« 
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Substituirt  man    diese  Werthe    In  (19)— (25),   so   erhält  man   den  Zähler  A^(x) 
auf  sieben  verschiedene  Arten  durch  eine  Determinante  ausgedrückt. 

Es  wird  zweckmäfsig  sein,  bei  Anordnung  der  Gröfsen,  aus  welchen  man 
die  Determinanten  zu  bilden  hat,  von  den  .niedrigsten  Differentialquotienten  zu 
beginnen,  weshalb  man  in  den  betreffenden  Scheraas  von  dem  entgegengesetzten 
Ende  der  Diagonale  ausgehen  mufs.  Ich  werde  zugleich  der  Kürze  halber  durch 
Xü  Lind  /p  die  Ausdrücke 


A'-)' 


bezeichnen. 

Setzt  man  hiernach 


n(p).da' 


Z!fe=£)i(fiL 


fl(» 


D.-. 


n(n^m+i+l).da-'*'+' 
SO  ergiebt  die  Darstellung  von  D(x)  durch  die  Gröfsen  (6): 

(-27)  zi(^)  =  i±z);;'-D;x>;'...z);;-», 

wenn  man  nach  Bildung  der  Determinante  überall  -D.+^  für  D^     schreibt. 

Braucht   man   das   Schema  (9),   so   erhalt  man  D(x)  gleich  der  Deter- 
minante der  Grö/sen 

(Z.-™        z«_,„+,         .  ■  ■    Z,_i        z„ 
):.-„«     z.-,.+s        ■  ■  ■    z,         z,+, 


z._,         z,  ...    Z.+.^!    z,.+._, 

l(^-«)-   (^^«)"-'    ...    «-«      1. 

Wählt    man    zur  Bestimmung  des  Zählers  die   Gröfsen  (22),    (23)   oder 


(24),  -so  wird  für  den  Fall  der  Gleichheit  aller  x^  der  Ausdruck 

der  Determinante  der  ßräfsen 

K       .Dl  ■  ■  ■    .D.,-1     z. 

D,        D,         ...    D,.        i.^, 


(,-«)■ 


-  gkich 


(29) 


Z) 


D„ 


J-[(»-.,)-'z(»)] . 

ri(n—l).da'   ' 
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oder  —  ■  __  '/_^^^   gleich  der  Determinante  der  Größen 


(30) 


-D,, 

i). 

■  ■  ■     -"„-i 

t^-^. 

-D, 

D, 

.  .  .     i)_„ 

«.-. 

-D.,_ 

D 

•  ■  •    A',.- 

x«-i 

z._.. 

Z„-„,+i 

•  •  •    z,_, 

■»r'xw] 


i7(»— m-l).do"- 


*(?)_.. 


orf^r  wieder  —  , — ^v;;-  gleich  der  Detei-minmite  der  Gröfseii 


(31) 


x„ 


,  iZ(»— 171— l).<io"^""'         nin—m).ia" 
Endlich  erhält  man  am  (26) 

iV(^)  ^±i^;"'A','...Al- 


J-'[(»-»)-'g(»)] 

fl(»— l).<io""' 


(32) 


WJOT«  ?rt«n  nffcA  Bildung  der   beiden  Determinanten  überall  N^-t-ß  und  -Do+^  für 
iV,™  und  Df  schreibt  und 

y  ^       ''"^"K-»— )~'x(°)]    _ 
'         i7(>i— m+i— l).(iii"+'"' 


(«-«)• 
— B 


^iTlX.+Z,(^-«)+I,(-«-«)'+-  +  «.-,.+,_,(-'-<')"""*'"'l, 
<;■-+"[(»:-<.);(»)] 


ü(«-».+i+i).<J»— *'+'       ^       «—+1+1    '.— +. 

;en  Formeln    gleichzeitig  N,   N^,   D,.  für   — iV,    — iV^, 


Äe(2(.      Man    kann    in 
—  Z»;  schreiben. 

In    der  aus  den  (Jröfsen  (30)  gebildeten  Determinante  Ist  das  Aggregat 

der  Terme,  welche  mit  ^^^ —   ,  ■*    mnltipllcirt  werden,  dem  Nenner  D(x^ 

/7(n— l).<ia""'  ^  ■  ^  ' 

gleich.    Dieser  Theil  der  Determinante  ist  der  einzige,  welcher  entwickelt  negative 
Potenzen  von   X  —  a  darbietet.     Da  nun  aber  der  Bruch    — .  __  %„  ;  welchem 
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die  Detenninante  gleich  ist,  nur  negative  Potenzen  von  x — a  enthält,  wenn 
man  den  Zähler  iV(3,')  nach  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt,  so  wird  man  aus 
diesem  Theile  den  Werth  der  ganzen  Determinante  oder  den  Bruch  — .--— i!-i— 

selbst  erhalten,  wenn  man  nach  geschehener  Entwickeliing  alle  positiven  Potenzen 
von  X — a  fortwirft.  Multiplicirt  man  mit  (x  —  a)",  so  folgt  hieraas,  da/s  man 
den  Zähler  N(x)  erhält,  wenn  man  den  Nenner  D(x)  nach  den  Potenzen  von 
X — a  entwickelt,  ihn  mit 

1.2...(n—l).da 
■multiplicirt  und  nur  diejenigen  Potenzen  von  x  —  a  beibehält,  welche  die  (n  —  1)"' 
nicht  übersteigen. 


Man  findet  die  im  Vorigen  ans  den  allgemeinen  Formeln  abgeleiteten 
Resultate  auch  unmittelbar  durch  folgende  Betrachtimgen. 

Entwickelt  man  eine  Function  /(a;)  nach  den  aufsteigenden  Potenzen 
von  X  —  a,  so  erhält  man  nach  dem  Taylorsehen  Satze,  wenn  man  die  im 
vorigen  Paragraphen  angewandte  Bezeichnung  benutzt, 

zW  =  Zo-l-ZiC^-«)+X2(^~'«)'H l-Z^„_,(^-«)"+'"-^+etc. 

Ist  /(2')  =  'j^i-,  wo  N(£)  und  D(x)  ganze  Functionen  von  x  respective  vom 
(n  — 1)""  und  m""'  Grade  sind,  und  setzt  man 

so  wird  das  Product  dieses  Ausdrucks  mit  der  vorstehenden  Entwickeluug  von 
x(x)  der  Zähler  N(x).  Es  müssen  daher  alle  die  (ra— 1)'"  übersteigenden  Po- 
tenzen von  x^a  verschwinden,  welches  der  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen 
gefundene  Satz  ist.     Man  erhält  auf  diese  Weise  die  folgenden  G-leichungen ; 

'  etc.  etc. 

Aus  m  von  diesen  Gleichungen  findet  man  die  Werthe,  welche  den  m-\-l  Co6f- 
ficienten  ß.  ß,,  .  .  .,  ß„,  proportional  sind,  und  wenn  man  dieselben  in  den  für 


(33) 


64* 
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^(x)  angenommenen  Ausdruck  substituirt,  so  ergiebt  sich  für  -D(x)  die  aus  den 
Grörsen  (28)  gebildete  Determinante. 

Man  kann  noch  bemerken,  dafs  man,  wenn  man  die  m  +  1  Größen  ß, 
ßi,  etc.  aus  beliebigen  m-hl  von  den  Gleichungen  (33)  eliminirt,  Bedingungen 
zwischen  den  Differentialquofienten  der  Function  /(a;)  erhält,  die  stattfinden  müssen, 
so  oft  x(x)  ein  rationaler  Bruch  ist,  dessen  Zähler  und  Nenner  respective  auf  den 
(n  —  l)'"'  und  m""  Grad  steigen.  Nimmt  man  die  m  +  1  ersten  von  den  Glei- 
chungen (33),  so  wird  die  Bedingung 

(34)  2±  ^f  ^;  >". . .  ^;;;'  =  0, 

wenn  .man   nach  Bildung  der  Determinante  5-„    =  Xn-m+a+jt  setzt.     Da  a  eine 
ganz  allgemeine  Gröfse  ist,  so  kann  man  in  den  Functionen  Xi  auch  x  für  a  setzen. 
Es  werde  N(x),  nach  den  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt, 

N{w)  =  y-\-y^(a:  —  a)+r^ix—ay-\ l-/„_,(vC  — ffl)"-'. 

Diesen  Ausdruck  mufs  man  nach  dem  Vorigen  erhalten,  wenn  man  die  Entwickelung 

von    /(a:)  mit  dem  Nenner  D(x)  ^  ß-i-ßi(x  —  a^-i-ß^^x^ay-i l*/?,„(x— a)"' 

multiplicirt.  Man  braucht  hiebei  nur  die  n  ersten  Terme  der  Entwickelung  von 
x(x)  beizubehalten,  weil  aas  den  folgenden  nur  höhere  Potenzen  von  x  — «  als 
die  (n  — 1)*^  hervorgehen,  so  da/s  N(!ti)  gleich  wird  dem  Producfe 

wenn  man  nach  geschehener  Multip lication  die  Potenzen  von  x  —  a,  welche  die 
(n  —  iy^  übersteigen,  fortwirft.     Man  erhält  auf  diese  Weise 

N(^_        ■r-"-[(^-a)-'yW]  d'-"[(^^ar'x('^)'l    . 

(,^-aJ         ^"'  n(n—m—l).da''-'"-'        ^"'"^     n{n—m).da''^'" 
d'-\x-ar\{a)-\ 
n(n-^l).da'-'' 
Substituirt  man  in  diese  Formel  die  Gröfsen,  denen  zufolge  (33)  die  Coefficienten 
ß„.i  Ä.-1)  ■  ■  -,  ß  proportional  sind,  so  erhält  man  die  im  vorigen  Paragraphen 
für    .  _  \n    gefundene,  aus  den  Gröfsen  (31)  gebildete  Determinante. 

Man  kann  die  Functionen  D(x)  und  N{x)  fllr  den  hier  betrachteten  Fall 
auf  ähnliche  Art  wie  in  §.  2  durch  Gleichungen  von  verschiedener  Form  be- 
stimmen.    Es  ist  nämlich 

dji 
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"wenn  r'^n-hp,  da  x^D(z)x(x)  =  x^N^x)  eine  ganze  Function  von  x  vom 
(ji -\--p  —  l)""  Grade  ist.  Man  hat  daher,  wenn  man  mit  TI(f)  dividirt  und  nach 
geschehener  Differentiation  den  Werth  x  ^=  a  substituirt,  ferner 

setzt,  die  allgemeine  Gleichung 

(30)      «-Z,„+Ä.^^  +  fi.i;|«,H-...+.;i.^^^O. 
oder  auch,  wenn  r  ^>^n-\-i-\-k, 

Substituirt  man  in  (35)  für  i)(x)  den  Ausdruck  a-\-ayX-\ h«,„x"',  so  er- 
hält man: 

(38)   ..ia!öM+„,.itfe!n^Mi+.,.iV!j<wi+...+„  .serim. = 0. 

(/a"^                              da"^  da^  '"  da' 

Wenn  man  in  dieser  Formel  dem  Exponenten  p  die  Werthe  0,  1,  2,  .  . .,  m  —  1 
triebt  und  immer  r^.n+p  und  zu  gleicher  Zeit  v^n+m  —  1  annimmt,  so 
werden  in  den  auf  diese  Art  erhaltenen  Grleichungen  die  Cogfficienten  von  «, 
«I,  etc.  gegebene  Gröfsen,  da  die  Differentialquotienten  von  /(«)  bis  zum 
(/H-m— l)""'  als  gegeben  angesehen  werden.  "Wählt  man  daher  aus  der  Zahl 
dieser  Gleichungen  beliebige  m  von  einander  unabhängige,  so  kann  man  daraus 
die  Verhältnisse  von  a,  «i,  etc.  und  daher  D(a:)  selber,  abgesehen  von  einem 
Constanten  Factor,  bestimmen.  Man  erhält  dann  Bix)  nach  den  Potenzen  von 
_x  geordnet.  Ebenso  würde  man  aus  m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
(36),  wenri  in  ihnen  immer  n-4-p  <  r  <n+m  — 1  angenommen  wird,  die  Ver- 
hältnisse von  -D(«)  und  seinen  m  ersten  Differentialqubtienten  finden,  und  hier- 
durch die  Entwickelung  von  Dix)  nach  den  Potenzen  von  x  —  a  erhalten.  Solche 
Systeme  von  m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  erhält  man  zum  Beispiel, 
wenn  man  ^  =  0  und  für  r  nach  und  nach  n,  n-i-1,  . . .,  n-\-M  —  \,  oder 
r  =  m  +  n  — 1  und  für  p  nach  einander  die  Werthe  0,  1,  2,  ....  m  — 1  setzt. 
Führt  man  wie  in  §.  2  statt  der  Cogfficienten  a,  «,,  etc.  die  Functionen 
IX  =^  -D(a-),  D,  = — ,  D.^  =  — '- '-,  etc.  ein,  so  erhält  man  ans  (13),  in- 
dem man  x,  =  a  setzt, 

(39)  i?(«)=7Jo+(«-*-)A+«(«--^)A+-  +  «'"-'(«— OA,,. 
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Substitulrt    man  diesen  Ausdruck  in    (35),  nachdem  man   darin   x  ^  a  ges 
hat,  so  erhält  man  die  Gleichung 

J         da'  "  da^  '  lii*'^  ^ 

Führt  man  in  die  Gleichung 
üür  i)((^)  den  Ausdruck 

ein,  so  erhält  man  zwischen  den  Unbekannten  ß(x),  — ,\     ,  etc.  folgende  lin 
Gleichung : 


(41) 


]         da'  da'  <I^  du'  n(i).il^' 


^     d'[a'(a-^)-xM]      d-J}(^)  ^j 

1  .fo^  n(m).dx"' 

Die  Gröfsen  D**'  und  S;  in  §.  2  verwandeln  sich,  wenn  die  Function  fix) 
vom  (r+iy^°  Grade  angenommen  und  Xo  ^  «i  ;=  a:^  ^  ■■-  ^  a  wird,  in  folgende: 

z)»'  =  ßfa);    x>"'  =  — ^^ ?z::£_^ 

'  (i-o)'  «(y-l).da'-' 

^  d'D(.)  d'*'D{d}  +^-?(«lfc_„y.-. 

S(!).d«'        i7(i+l).<io'+'  n{m-}.(M"^ 

II(r).da     '       *         /7(j-— z+l).rfa''  '"^' 
Substituirt  man   diese  Werthe  der  Gröfsen  S,-,    so  ergiebt  die  Formel  (17)  §.  2 
zwischen  den  Unbekannten  7/"',  /)',  i)",  .  .  .,  ß'"''  die  lineare  Gleichung: 
I  d'[,'x(a-)]    ^,.1  ^    f  [»'(.-■ .)z(»)]    j,  ^    d'-'[,'(a-:,Ua)]    ^,„ 
n(r).da'  n(r).du  U(r—V).da'   ' 

l  i7(r— m+l).(io'    "+• 

Bildet    man    m    von    einander    unabhängige    Gleichungen  (40),    so    werden  Z)«, 


(42) 
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jOi,  . . .,  D,„  den  partiellen  Determinanten  ihrer  CoOfficienten  gleich,  multiplicirt  mit 

d-I>{^) 

^     '  ""'    n(m).dx"' 

aus  m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  (41)  und  Z)'"',  D',  .  .  .,  Z)'"*'  aus 
m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  (42J.  In  allen  diesen  Gleichungen 
ist  immer 

J^-Hp<r£n^-M^— 1 
anzunehmen.    Die  Gröfse  /),„  =  Z)'"'  ist,  wie  in  §.  2,  der  Coeflicient  der  höchsten 

Potenz  von  x  in  D(x)  oder  =  — L5i_. 

Im  August  1845. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M.  LIOUVILLE. 

Berlin,   1"  aoüt  1846. 

, Dans  la  traduction  de  mon  ancientie  Lettre  ä  M.  Steiner,  que  vous 

venez  de  pabller  (voir  le  cahier  de  juin),  il  s'est  gliss6  une  erreur  de  eonsequence. 
Au  lieu  de  chaque  courbe  ä  double  courbure  de  FeUtpsoide,  il  est  dit  dans  roriginal 
chaque  ligne  de  courbure  de  felUpsotde.  Assur^ment  U  y  a  une  infinite  d'autres 
courbes  k  double  courbure  de  rellipsoide  qui  jouissent  de  la  m^me  propriöte 
d'avoir  cette  sorte  de  foyers,  mais  on  ne  peut  pas  etendre  cela  ä  toutes  les 
courbes  de  rellipsoide. 

,,La  phrase:  Cette  proposition  est  hin  de  me  parattre  sans  importance, 
est  remplacee  dans  Toriginal  par;  ne  me  farait  pas,  etc.  Mais  c'est  egal. 

„II  y  a  quatorze  ans,  je  me  suis  pos6  le  problfeme  de  chercher  Tattraction 
d'un  ellipsoide  homogene,  exerc^e  sur  un  point  exterieur  quelconque,  par  une 
methode  analogue  ä  celle  employee  par  Maclaurin  par  rapport  aux  points  situes 
dans  les  axes  principaux.  J'y  suis  parvenu  par  trois  substitutions  consecutives. 
La  prcmiere  est  une  transformation  de  coordonnees;  par  !a  seconde,  le  radical 


qui  entre  dans  la  double   integrale  transform^e,  est  rendu  rationnel  au  moyen 
de  la  double  Substitution 

msinßcmfp  =  siinicosö,     «siDjSsin)/'  =  siniisinö; 
la  troisieme   est  encore    une  transformation  de  coordonnees.     La  recherche  du 
sens  geometrique  de  ces  trois  substitutions  m'a  conduit  ä  approfondir  la  theorie 
des  surfaces  confocales,  par  rapport  auxquelles  je  d^couviis  quantite  de  beaux 
th^or^mes  dont  je  communiquai  quelques-uns  des  principaux  k  M.  Steiner. 

„Consid^rons  Tellipsoide  confocal  mene  par  le  point  attir^  P,  et  le  point 
p,  de  rellipsoide  propose,  conjugu^  ä  P.  Soient  Q  et  5  deux  autres  points 
conjugu^s  quelconques  situes  respectivement  sur  l'ellipso'ide  exterieur  et  intörieur. 
Menons  de  P  un  premier  c6ne  tangent  ä  Tellipsoide  interieur,  de  p  un  second 
cöne   tangent  ä  l'ellipsoide  extörieur.     Ce  dernier,   tout  imaginaire  qu'il  est,  a 

65' 
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ses  trois  axes  reels  (ainsi  que  ses  deux  droites  focales).  La  premiere  Sub- 
stitution ramene  les  axes  de  Tellipsoiide  a  ceux  du  premieur  cöne  (c'est  la  Sub- 
stitution employee  par  Poisson,  mais  que  j'avais  anterieuremeiit  trait^e  et  meme 
etendue  k  un  noinbre,  quelconque  de  variables  dans  le  Memoire  De  binis  Func- 
tianibm  komogeneis  etc.*).  Par  la  seconde  Substitution,  les  angles  que  la  droite 
P^  forme  avec  les  axes  du  premier  cöne  sont  angles  que  la  droite  ramenes 
aux  ^Q  forme  avec  les  axes  du  second.  Par  la  demifere  Substitution,  on 
retourne  de  ces  axes  aux  axes  de  Tellipsojide.  La  seconde  Substitution  repond 
ä  un  tht^oreme  de  geometrie  remarquable,  savoir  que: 

„Les  Cosinus  des  angles  que  la  droite  P5  forme  avec  deux  des  axes 
„du  premier   cöne  sont  en  raison  constante  avec  les  cosinus  des  angles 
„que  la  droite  j)Q  forme  avec  deux  des  axes  du  second  cöne;  ces  deux 
„axes    sont  les  tangents  situes  respectivement  dans  les  sections  de  plus 
„grande   et  de  moindre  courbure  de  chaque  ellipsoide,  le  troisieme  axe 
j,^tant  la  normale  ä  Tellipsoide." 
„Tout  cela  semble  difficile  ä  ^tablir  par  la  synthese. 
„Je  viens  de  publier  un  petit  Memoire  **)  oü  je  prouve  que  mon  Systeme 
d'equations   diff^rentielles ,    que  je  nomme  aheliennes,  est  int^gr^  completement 
par  des  equations  algebriques  entre  les  combinaisons  des  variables  (leur  somme, 
la  somme  des  produits    des   variables  prises  deux    k   deux,  trois  ä  trois,   etc.) 
dont    une  seulement  est    du    second,  toutes  les  autres  du  premier  ordre.     Par 
exemple,  les  equations 

dx  dy  dz         xdx        ydy        zdz  _ 

oü  X,  Y,  Z  sont  respectivement  les  m6mes  fonetions  du  sixieme  ordre  de  x, 
y,  z,  sont  integrees  par  une  ^quation  du  second  ordre  entre  les  deux  quant^ites 
x-\-y+z  et  yz-\-zx-\-xy,  et  une  autre  equation  de  la  forme 

xyz  =  a(ys-i-zä;'i-wy)'i'ß(x-\-y-\-z)'}-y, 
OÜ  «,  ß,  Y  sont  des  constantes. . .  ." 


•)  p.  193  de  ce  Vol 
••)  Vol,  IT,  p.  137. 
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BEWEIS  DES  SATZES  DASS   EINE  CURVE  n'^"  GRADES  IM 
ALLGEMEINEN   >(«— 2)(h'— 9)  DOPPELTANGENTEN   HAT. 

Die  Theorie  der  ge^fcnseitigen  Polarität  zweier  Curven  bietet  ein  Para- 
doxon dar,  dessen  Aufklärung  mit  wiclitigen  Problemen  der  Theorie  der  alge- 
braischen Curven  zusammenhängt.  Eine  Curve  (Ä)  vom  n^"  Grade  hat  im 
Allgemeinen  eine  Polarcurve  (B)  vom  (p^  —  nf""  Grade,  die  Polarcurve  dieser 
ist  aber  immer  nur  wieder  vom  n""  Grade,  nämlich  die  ursprüngliche  Curve 
{Ä)  selbst,  während  im  Allgemeinen  die  Polarcurve  einer  Curve  vom  (n'—ii)"" 
Grade  auf  den  Grad  (n^—ny^(n^—n)  steigt.  Es  müssen  also  die  Curven  vom 
(n^ — n)""  Grade,  welche  Polarcurven  einer  Curve  vom  ?i""  Grade  sind,  von  so 
besonderer  Natur  sein,  dafs  sich  der  Grad  ihrer  Polarcurve  immer  um 

verringert, 

Herr  Poncelet  erkannte  die  Quelle  einer  so  grofsen  Verringerung  des 
Grades,  welche  die  Polarcurve  von  (E)  erfährt,  in  den  Doppeltangenten  und 
Wendepunkten  der  Curve  (A).  Jeder  Doppeltangente  von  (A)  entspricht  ein 
Doppelpunkt,  jedem  Wendepunkt  von  (Ä)  ein  Rückkekrpunkt  in  (B).  Jeder 
Doppelpunkt  einer  Curve  bewirkt  eine  Reduction  des  Grades  ihrer  Polarcurve 
um  zwei  Einheiten,  jeder  Rtickkehrpunkt  einer  Curve  bewirkt  eine  Reduction 
des  Grades  ihrer  Polarcurve  um  drei  Einheiten.  Wenn  also  die  Curven  n'"  Ord- 
nung (A)  im  Allgemeinen  «  Doppeltangenten  und  ß  Wendepunkte  haben,  so 
werden  auch  ihre  Polarcurven  (B)  im  Allgememen  a  Doppelpunkte  und  ß  Rück- 
kehrpunkte haben  und  daher  die  Polarcurven  der  Curven  (ß)  im  Allgemeinen 
eine  Verringerung  ihres  Grrades  um  2a-}- 3/?  Einheiten  erfahren.  Es  wird  nun 
darauf  ankommen,  zu  beweisen,  dafs  im  Allgemeinen 

welches,  wie  man   gesehen  hat,   die  Zahl  ist,   um  welche  sich  im  Allgemeinen 
der  Grad  der  Polarcurve  von  (B)  verringert. 

Da    mehrere    particuläre  Sätze    auf    die   Vermuthung    führten,  dafs  die 
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Curven    w""   Grades    im    Allgemeinen    5n(n  —  2)  Wendepunkte  haben,    so    hat 
Herr  Professor  Plücker  im    12'*"  Bande  des    Crellesehen  Journals    die    vor- 
stehende Gleichung  durch  die  Annahme  der  "Werthe 
«  =  W«"2)K-9), 

erfüllt,  auch  später  die  allgemeine  Richtigkeit  des  für  ß  angenommenen  Werthes, 
so  wie  die  Richtigkeit  des  Werthes  von  a  für  n  =  4  bewiesen.  Ich  werde  im 
Folgenden  den  noch  fehlenden  Beweis  der  allgemeinen  Gültigkeit  des  Werthes 
von  «  hinzufügen  oder  zeigen,  da/s  die  Curven  n'"  Ordnung  im  Allgemeinen 
\n(n  —  2)(n^— 9)  Doppeltangenten  haben. 

Dieser  Beweis,  wie  er  hier  geleistet  werden  soll,  erfordert  einige  Hülfs- 
sätze,  die  sich  theils  auf  die  Grad-Erniedrigung  beziehen,  welche  bisweilen  eine 
rationale  ganze  Function  mehrerer  Variablen  vermittelst  einer  zwischen  den- 
selben Gröfsen  gegebenen  G-leichung  erleiden  kann,  theils  auf  die  Natur  der 
Bedingungsgleichung,  die  zwischen  den  Co6fficienten  einer  gegebenen  Gleichung 
stattfinden  mufs,  damit  dieselbe  zwei  gleiche  Wurzeln  habe.  Obgleich  diese 
Sätae  bekannt  sind,  so  werde  ich  deren  Beweise  hier  nicht  Übergehen,  damit 
man  nirgends  eine  Dunkelheit  findet  und  alle  zu  dieser  Untersuchung  gehörigen 
Betrachtungen  desto  leichter  übersehen  kann.  Nach  Vorausschickung  dieser 
Sätze  wird  die  vorgelegte  Aufgabe,  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Doppel- 
tangenten einer  Curve  n^""  Grades,  durch  eine  einfache  Transformation  erledigt 
werden  können. 

Satz  1. 
Wenn  f(x,  y)  und  if(x,  y)  rationale  ganze  Functionen  von  x  und  y  sind, 
und  der  Grad  von  y'''f(x,y')  vermittelst  der  Gleichung  f(x,y)^0  um 
«  Einheiten  erniedrigt  werden  kann,  so  wird  auch  der  Grad  von  fpix,y') 
selbst  vermittelst  der  Gleichung  f(x,  y)  ^  0  um  s  Einheiten  erniedrigt 
werden  können,  vorausgesetzt,  da/s  die  Glieder  der  höchsten  Dvmension  in 
f(x,  y)  nicht  sämmtlich  durch  y  theilhar  sind. 

Beweis, 
Eine  rationale  ganze  Function  von  x  und  y,   ifi(x,y),   kann  vermittelst 
der  Gleichung  /(*>3/)^0,   wenn  sie  anders  eine  rationale  ganze  Function  von 
X   und  y  bleiben   soll,    keine   andere  Aenderung  erleiden,   als  die  durch  Hinzu- 
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fügung  des  Productes  von  /(.r,  y)  in  eine  beliebige  rationale  ganze  Function 
von  X  und  y  entstellt.  Es  werden  also  alle  rationalen  ganzen  Functionen  von  x 
und  y,  welche  vermittelst  der  Gleichung  f(x,  y)  =  0  der  Function  ■\p(x,  y) 
äquivalent  sind,  in  der  Form 

ip(^,  y)-\-lf{x,  y) 
enthalten  sein,    wo  Ä  eine  beliebige  rationale  ganze  Function  von  x  und  y  be- 
deutet.   Soll  es  möglich  sein,  dafs  dieser- transformirte  Ausdruck  einen  niedrigeren 
Grad    als  ip(x,  y)    selber    erhält,    so    müssen   mehrere   Bedingungen  stattfinden, 
welche  man  folgendermafsen  erhält. 

Zuvörderst  bemerke  ich,  dafs  der  Grad  von  X  dadurch  bestimmt  ist, 
dafs  Zf  genau  von  demselben  Grade  wie  ip  sein  mufs.  Denn  wäre  Xf  von 
einem  höheren  Grade  als  yj,  so  wCirde  auch  Xf-\-\p  von  einem  höheren  Grade 
als  ^'  sein,  während  es  von  einem  niedrigeren  Grade  werden  soll,  und  wenn 
Xf  von  einem  niedrigeren  Grade  als  y)  ist,  so  wird  y^-^Xf  von  demselben 
Grade  wie  yi,  da  alsdann  die  Glieder  der  höchsten  Dimension  in  yj  durch  das 
Hinzufügen  von  Xf  nicht  zerstört  werden  können. 

Bedeutet  U  eine  rationale  ganze  Function  zweier  oder  mehrerer  Variabein 
vom  ^""  Grade,  so  will  ich  mit  üi  das  Aggregat  derjenigen  Glieder  von  U 
bezeichnen,  welche  in  Bezug  auf  diese  Variabein  homogen  und  von  der  (jp  —  t')"" 
Dimension  sind.  Es  wird  demnach  ü,  nach  den  abnehmenden  Dimensionen 
seiner  Glieder  geordnet,  gleich 

ü"„-HP;  +  f7,-i-etc., 
und  wenn  man  die  identische  Gleichung   U  ^=  V  hat,   so   wird   man   auch   die 
identische  Gleichung   Ui  =  F;  haben. 

Man  setze  in  dieser  Weise 

f=   ^-+-/,+  A+etc., 

X=  ;.„+  ^,+  -IjH-etc, 

und  wenn  man  tp-^Xf  mit  v  bezeichnet, 

ip-\-lf  =v=  v„+  v^-\-  «ij+etc. 
=  (^„-H'/'i+i/'j+etc. 
-l-j^-l-  1,-+-  /la+etG.j{/„H-/j+/;-Hetc.j. 

Wenn  Xf  und  yj  von  demselben  Grade  sind,  80  erhält  man  durch  Vergleichung 
der  Glieder  derselben  Dimension: 
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etc.  etc. 

Wenn  sich  in  \jj-k-kf  oder  v  alle  den  s  höchsten  Dimensionen  angeliörigen 
G-lieder  gegenseitig  zerstören,  so  verschwinden  Vg,  Wj,  ..,,  v^_^,  oder  es  müssen 
die  folgenden  Gleichungen: 

0=(i/,     -^IJ,    -VKf„ 


0  =  ip^_^-hXJ^_^+X/^_^-\ — \-x^_j^ 
identisch  erföllt  werden.  Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dafs  tp,,  durch  f„ 
theilbar  sein  mufs  und  man  für  — -l,,  den  Quotienten  der  Division  zu  nehmen 
hat;  die  zweite  Gleichung  zeigt,  dafs  auch  Vi-f-^o/i  durch  /„  theilbar  sein  mufs 
und  man  fQr  — Aj  den  Quotienten  dieser  Division  zu  nehmen  hat;  die  dritte 
Gleichung  zeigt,  dafs  auch  i/'a+^o/s+'^iA  durch  f„  theilbar  sein  und  für  —X^ 
der  Quotient  dieser  Division  genommen  werden  mufs,  und  so  fort.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  nach  und  nach  s  homogene  Functionen,  welche  alle  durch  die- 
selbe' homogene  Function  f^  ohne  Eest  theilbar  sein  müssen,  wenn  es  möglich 
sein  soll,  den  Grad  von  ip  mittelst  der  Gleichung  /=  0  um  e  Einheiten  zu  er- 
niedrigen, und  es  werden  die  Quotienten  der  verschiedenen  Divisionen  die  Aus- 
drücke, welche  man  für  — ^,  —^i,  .  .  .,  — A^i  zu  nehmen  hat.  Umgekehrt 
sieht  man,  dafs,  wenn  die  angegebenen  Bedingungen  erföllt  sind,  man  immer 
einen  rationalen  ganzen  Factor  A  von  der  Art  finden  kann,  dafs  in  yj  durch 
Hinzufügung  von  ^f  die  Glieder  der  e  höchsten  Dimensionen  zerstört  werden. 
Es  wird  nämlich,  wenn  man  auf  die  angegebene  Art  die  homogenen  Functionen 
vi,) ,  ^1 ,  .  .  . ,  ^f_i  bestimmt  hat, 

A  =  ^o+^.H hAj_i-l-^j-f-^;+i+etc., 

wo  für  ^-5,  ^^_f.-i,  etc.  Äe/?'e5?^e  rationale  ganze  homogene  Functionen  angenommen 
werden  können,  welche  die  s  höchsten  Dimensionen  in  A  nicht  erreichen. 

Es  sei  jetzt  die  Function  ^p(x,  y)  durch  y''  theilbar,  so  dafs,  wenn  man 

H>{^,  y)  =  y''<pQ^,  y) 

setzt,   <f(x,y)   ebenfalls    eine  rationale  ganze  Function  von  x  und  y  wird.     Es 
sei    wieder    f(x,  y),    nach    den    absteigenden    Dimensionen    seiner    Gheder    ge- 
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ordnet,  güeich 

9)ij-i-yj+yi,+  Gtc. , 
SO  wird 

'Po=l/''9'i>,     tf>i=y*'9n    Vs^J/Vü     etc. 
Für  diesen  Fall,  in  welchem  sämmtliebe  Functionen  Y'oi  V^u  ■  ■  ■,  V^-i)  welche 
in  die  obigen  Gleichungen  eingehen,  durch  ?/*  theilbar  sind,  kann  man  beweisen, 
däfs,    wenn    f^   nicht    durch  y  theilbar   ist,  auch  die  sämmtlichen  homogenen 
Functionen  ^o,  X,,  .  .  .,  Aj_i  durch  y''  theilbar  sein  müssen. 

Man  braucht  hierzu  den  Satz,  dafs,  wenn  eine  rationale  ganze  Function 
A  das  Product  zweier  anderen  rationalen  ganzen  Functionen  B  und  C  ist,  jede 
rationale  ganze  Function,  welche  Ä  theilt  und  mit  B  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  hat,  den  anderen  Factor  C  theilen  mufs.  Dieser  Satz  ergiebt  sich  für 
den  hier  vorkommenden  Fall  homogener  Functionen  zweier  Variablen,  wenn 
man  bedenkt,  dafs  sich  dieselben  immer  nur  auf  eine  Art  in  lineare  Factoren 
zer&llen  lassen,  und  ebenso  auch  für  Functionen  von  beliebig  vielen  Variabein, 
wenn  man  dieselben  als  Functionen  von  jeder  der  Variabein  besonders  betrachtet. 
Wendet  man  denselben  auf  die  Gleichungen: 

o=-j/>,  -^ij,  +;.,/■,  +;.,/„, 

an,  welche  man  aus  den  obigen  durch  die  Substitution  von  y^(fi  für  \pi  erhält, 
so  folgt,  wenn  ^„  nicht  durch  y  theilbar  ist,  aus  der  eisten  Gleichung,  dafs  l^ 
den  Factor  y'  hat,  sodann  aus  der  zweiten,  dafs  auch  k^,  hierauf  aus  der 
dritten,  dafs  ^,  und  schliefslich,  dafs  jede  der  Functionen  ^,  Jl,,  . .  .,  ^^_^  den 
Factor  7/^  hat.     Man  kann  daher 

setzen,  wo  /t,,,  /f,,  .  ,  .,  ^^_i  rationale  ganze  Functionen  von  x  und  y  sind. 
Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  vorstehenden  Gleichungen  giebt  nach 
Division  mit  y'': 

o  =  y,   +,«„/,  +^,,/;, 
o-¥',  +?^/,  +fi,f,  +iij„ 


0  =  y,_i+M/,_i+f'iC+-+^^,/„. 
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Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  sieh  in  dem  Ausdrucke 

sämmtliche  GUeder  der  £  höchsten  Dimensionen  gegenseitig  zerstören,  oder  dafs 
der  Grad  von 

y+C/'.+^'.H Hf(,_,)/ 

um  e  Einheiten  niedriger  als  der  Grad  von  f  ist.  Wenn  daher  der  Grad  von 
y*jp  vermittelst  einer  Gleichung  vom  n""  Grade  ^=0,  in  welcher  das  Glied 
3f  nicht  fehlt,  um  s  Einheiten  verringert  werden  kann,  so  kann  auch  der  Grad 
von  g)  selbst  vermittelst  dieser  Gleichung  um  s  Einheiten  verringert  werden. 

Man  sieht  ohne  Schwierigkeit,  dafs  man  für  y''  jede  beliebige  homogene 
Function  nehmen  kann,  welche  keinen  Theiler  mit  fg  gemein  hat. 

Salz  2. 
Es  sei  h  die   Wurzel  einm'  Gleichung  m'™  Grades 

0  =  a^-\-aJi-\-(x^Ji'-\ \-%K", 

deren  Coefficienten  rationale  ganze  Functionen  von  x  und  y  sind,  und  B^, 
B^;  Bs,  . . .,  ß„,  respective  der  Grad  dieser  Functionen;  wenn  diese  Zahlen 
eine  arithmetische  Reihe  bilden,  so  steigt  die  Bedingungsgleichung,  welche 
er/orderlich  ist,  damit  die  vorgelegte  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  habe, 
auf  den  Grad 

(™-l)(-Bo^-ß,„). 


die  Wurzeln    der  vorgelegten  Gleichung,   so  mufs,    damit   zwei  dieser  Wurzeln 
gleich  werden,  die  Bedingungsgleichung 

n{h.—hj  =  0 
stattfinden,    wenn    man    mit  Tl(Jii  —  h^^   das  Quadrat  des  aus  den  Difterenzen 
der    Wurzeln    gebildeten    Productes    bezeichnet.      Diese    rationale    ganze    sym- 
metrische Function  der  Wurzeln  kann  durch  eine  rationale  ganze  Function  der 
Gröfsen 

ß„,_l  Cm-2  «0 
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ausgedrückt  werden.  Bedeutet  «^  die  höchste  Potenz  von  k^,  durch  welche 
die  Glieder  dieses  Ausdrucks  dividirt  werden,  so  erhält  man  durch  Multiplication 
mit  ff^  eine  rationale  ganze  homogene  J"unction  der  Coefficienten  «„,  ß,,  .  .  .,  «^ 
vom  jf"  Grade,  welche  ich  mit 

bezeichnen  will.  Diese  Function  kann  durch  keine  der  Gröfsen  a^,  ß,,  .  .  ,,  «,„ 
theilbar  sein,  weil  das  Verschwinden  keines  der  Coöfficienten  der  gegebenen 
Gleichung  die  Gleichheit  zweier  ihrer  Wurzeln  nothwendig  mit  sich  ftihrt.  Es 
kommt  nun  vor  allem  darauf  an,  den  Werth  von  p  oder  die  Dimension  dieser 
homogenen  Function  zu  finden. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachte  man  die  reeiproke  Gleichung 

welche  man  aus  der  gegebenen  erhält,  wenn  man  darin  h  =  ---  setzt   und  mit 

g"'  multiplicirt.     Setzt  man 

1 

^.■  =  X' 

so  werden  g^,  g%,  ...,  g,„  die  Wurzeln  dieser  reciproken  Gleichung,  und  daher  wird 

Da  das  Prodiiet  II  unter  dem  Zeichen  im(m— 1)  Factoren  urafafst,  so  besteht 
der  Nenner  aus  dem  Product  von  2m(m  — 1)  Wurzeln  A;,  und  da  derselbe  eine 
symmetrische  Function  dieser  Wurzeln  ist,  so  mufs  er  der  (2m — 2)"''  Potenz 
des  Produetes  aus  den  m  Wurzeln  Ai,  h^,  , . .,  A,„  und  daher  der  Gröfse 


gleich  sein.     Man  hat  daher 

^(ö,„.  «„,_,.  ■■■1  %)  =  o:^~^"'^^-al';'~^n(h.—hJ 
oder 

^K,  «„,_p  ...,«,)  =  -  ~^.-J(%,  ß,,  .  , .,  «„,). 

"'IT' 

Da    beide  Ausdrücke,    zl(ft^,  «i,  . . .,  «,„)    und    J(a„^,  ß„,_i,  ...,  ß^),  rationale 
ganze  Functionen  von  «„,  «,,  ...  .,  a,„  sind  und,  wie  oben  bemerkt  worden  ist, 
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keine  dieser  Gröfsen  zum  Factor  haben  können,  so  folgt  aus  der  vorstehenden 
Gleichung,  dafs  die  Zahl  p  —  2m-{-^  weder  positiv  noch  negativ  sein  kann,  und 
also  verschwinden  mufs.     Man  hat  demnach 
p  =  2m— 2, 
und  also 

(1)  J(a^,  «j,  . . .,  aj  ■=  a^^~-nQi.  —  \f. 

Wenn  man  daher  die  Bedingung,  dafs  eine  Gleichung 

0  =  a,^-VaJi-k-a,Ji-\ \-aJi"' 

zwei  gleiche   Wurzeln  habe,  mit  - 

^K,  «, ",.)  =  o 

bezeichnet,  wo  A  eine,  von  allen  überflüssigen  Factoren  freie,  rationale  ganze 
Function  von  a^,  «i,  . . .,  «„  sein  soll,  so  ist  diese  Function  in  Bezug  auf  diese 
Gröfsen  homogen  und  von  der  (2m  —  2)'™  Dimension. 

Wenn  im  Folgenden  für  eine  gegebene  Gleichung  m""  Grades  F(h')  =  0, 
die  Bedingungsgleichung  z/  ^  0,  aufgestellt  werden  soll,  welche  zwischen  ihren 
OoSfficienten  stattfinden  mufs ,  damit  zwei  ihrer  Wurzeln  gleich  werden ,  so 
wird  man  unter  z/  immer  die  durch  die  Formel  (1)  definirte  Function  ver- 
stehen, nämhch  eine  rationale  ganze  Function  der  Goefficienten  von  F(fi)  von 
der  (2m  — 2)'™  .Dimension,  welche  gleich  ist  der  (2m — 2)'™  Potenz  des  Goef- 
ficienten von  k"  in  F(h)  mal  dem  Quadrate  des  Productes  aus  den  Differenzen 
der  Wurzeln  der  Gleichung  F(Ji)  =  0.  Aus  dem  Vorhergehenden  erhellt,  dafs 
diese  Function  unverändert  bleibt,  wenn  man  ihre  Argumente  in  umgekehrter 
Ordnung  schreibt,  da  sich  die  oben  gefundene  Gleichung,  wenn  man  für  j)  seinen 
Werth  2m  —  2  setzt,  in 

J(V  «.,  ...,  o  =  ^c«„„«„_p  -■■,«,) 

verwandelt. 

Es  seien  jetzt  ß„,  «, ,  .  .  .,  a,„  Functionen  von  einer  oder  mehreren 
Variabein,  z.  B.  von  den  Variabein  x  und  y,  und  respective 

S,„  U,,    .  .  .,    ö„ 
die  Zahlen,   welche  ihren  Grad  bezeichnen,  so  wird  im  Allgemeinen  der  Grad, 
auf  welchen  die  Bedingungsgleiehung  //  =  0  in  Bezug  auf  x  und  y  steigt,  gleich 
dem  Grade,  auf  welchen  der  Ausdruck 

in  Bezug  auf  (  steigt. 
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Wenn  die  Zahlen  £(,,  B,,  etc.  eine  arithmetische  Reihe  mit  der  Differenz 
C  bilden,  so  dafs 

B.  =  B^-j-iC, 

so  hat  man ,  da  z/  eine  homogene  Function  von  «„ ,  «, ,  .  ,  . ,  «,„  von  der 
(2m  —  2)""  Dimension  ist, 

Da  /;,,  ]u2,  .  .  .,  h^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

0  =  a^-^-aJi-{-u^lh-\ \-a,Ji" 

sind,  so  werden 

/*,(-'■■,     h^t-'^,     ■  ■  .,     h_J~" 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

0  =  H^|+ßji''AH-«„(^'''A^H |-«„r'^/r, 

und  es  ist  daher  zufolge  (1.) 

ä(a^,  a/\  a^t-'',  . . .,  aj"''')=^  a^~''tr^''"~''"'n(h.fr'^—h^r''f, 

woraus 

AaA  -A   ■■-  ay'")^t-"'"''^"-'^Jia^,  «„  . . .,  aj 
folgt,  oder,  da  2ßo+mC  =  ßo  +  ß.»  ist, 

(2)  ^(«o*^  «1*^'.  ■  ■  ■=  (^A)  =  ("""'^'"""^""''^(«o,  «1,  - . .,  aJ. 

Da  zi(«o,  «1,  . . .,  a„.)  die  Gröfse  f  gar  nicht  enthält,  so  wird  dieser  Ausdruck  in 
Bezug  auf?  von  der  Ordnung  (m — l)(ßu+ß,„),  und  daher  auch  (in  —  l)(ß,|+£^) 
der  Grad  der  Bedingungsleichung  z/  ^  0  in  Bezug  auf  x  und  y,  w,  z.  b.  w. 

Da  -^(mH-l).(ß(,-h-ß„,)  die  Summe  der  Zahlen  B^,  B„  .  .  .,  B^  ist,  so 
kann  man  auch  sagen,  dafs  der  Grad  der  Bedingungsgleichung  z/  ^  0  das 
■    — z — fache  des  Grades  ist,  auf  welchen  das  Product  aus  allen  Co6£ficlenten  steigt. 

Satz  3. 
Wenn  man  eine  gegebene  Gleichung  m""  Grades 

0  =  F(h)  =  a^+a^k+a^h^-i h(f„A"' 

durch  die  Suhstitution  h  =  —     .^    in  die  Gleichung 

0  =  (;,+d^)''ir(-^J±0_)  =  ß^-^ß^^+ßy+...+ßy" 
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transformirt,  so  erleidet  hierdurch  die  Bedingungsgleichung  z/  =  0,  welche 
zwischen  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  stattfinden  muß,  damit 
zwei  ihrer  Wurzeln  gleich  werden,  keine  weitere  Veränderung,  als  da/s  der 
Amdruck  J  links  vom  Gleichheitszeichen  mit  (yS'—y'dy~'"  muläplidrt 
tvird,  oder  es  wird 


)  werden  die  Grössen  gi,  g.^,  . . .,  g^  die  Wurzeln  der  transformirten  Gleichung 
\  Y+äg  ) 

und  dalier  wird  zufolge  der  Formel  (1) 

^(^0'  ßi^  ■  ■  -.  ßJ  =  ^r'^iff-oj- 

■  Der  Werth  von  ß^  ist  hier 

"■(^)-^-.' 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn    man   in  der   Formel,    welche   die   transforrairte 
Gleichung  gab,  g  ^  co  setzt. 
Es  ist  ferner 

__  r'—vK  _  y'—yh 

^—^k  ~   JA,_(J'        ~3h—d' 

(.yi'-y'^Xh-K) 


Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  das  Product  n(^;  — ^i)^  welches  aus 
fii(m  —  V)  Factoren  ^,- — ^^  besteht,  so  erhält  man  im  Nenner  ein  Product  aus 
2jn(m— 1)  Factoren  ä'—^hf,  und  da  dasselbe  eine  symmetrische  Function  der 
m  Wurzeln  A;  sein  mufe,  so  wird  dieser  Nenner 

{{ö'—äh;)(S'~äh.^)...(ii'—shj\''"-K 


■  ist  aber 


F(/ij  =  a^{h—h;){h-~h_^)...Qi—hJ 
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und  daher 

(i^'—df,^X^'~d\)...(d'—dfi  ) 

Man  erhält  demnach 


=  (,*'-/*)■■<■-"  [-^j      n{h,-~h,f, 


und  daher 


was  zu  beweisen  war. 

Aus  dem  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Satze  folgt  das  CoroUar,  dafs, 
wenn  die  Determinante  der  beiden  linearen  Ausdrücke  Y-\-Sg,  y'-^$'g,  oder 
die  G-röfse  yd' — y'ä,  der  Einheit  gleich  ist,  die  Function  z/(«o,  «i,  ..•,  «„)  da- 
durch, daTs  man  darin  /?o,  z?,,  ■  ■  ■,  ß^  für  a^,  «i,  ...,«„  setzt,  unverändert  bleibt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  komme  ich  jetzt  zu  der  vorgelegten  Auf- 
gabe selbst. 

A  ufg  übe. 
Die  AnzüM  der  Doppeltangenten  einer  Curve  n""  Ordnung  zu  finden. 

Auflösung. 
Es  sei  f{x,  y)  ^  0  die  Gleichung  einer  gegebenen  Curve  n""  Ordnung. 
Man  multiplicire  die  Glieder  des  Ausdrucks  f(x,y),  welche  nicht  auf  den  n"" 
Grad  steigen,  mit  einer  solchen  Potenz  von  z,  dafs  sie  alle  in  Bezug  auf  x, 
y,  z  von  der  71""  Dimension  werden,  und  bezeichne  die  homogene  Function 
von  X,  y,  z  von  der  n'^  Dimension,  welche  man  auf  diese  Weise  erhältj  mit 
f(x,y,z).  Es  wird  demnach,  wenn  man  auf  die  in  dem  Satze  (1)  angegebene 
Art  die  Function  f,  nach  fallenden  Dimensionen  geordnet,  mit 

bezeichnet,  der  Ausdruck 
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werden.     Es  soll  im  Folgenden  der  Gleiclmng  der  Curve  die  Form 

fix,  y,z)  =  0 
gegeben  werden,  wobei  man  sich  unter  z  eine  beliebige  Constante  oder,  wenn 
man  will,  die  Einheit  zu  denken  hat.  Die  Formeln  der*  analytischen  Geometrie 
haben'  durch  diese  Einführung  der  homogenen  Function  f(x,  y,  z)  von  3  Variabein 
X,  y,  z  statt  der  nicht  homogenen  Function  f(x,  y')  wesentlich  an  Einfachheit 
und  Symmetrie  gewonnen,  und  es  würden  ohne  dieselbe  mehrere  der  wichtigsten 
Unterauchungen  nicht  ohne  die  beschwerhchste  Weitläuftigkeit  zu  führen  sein. 
Die  nachfolgenden  Untersuchungen  werden  aufs  neue  den  Nutaen  dieses  wichtigen 
Hülfsmittels  darthun. 

Es  seien  x  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  gegebenen  Curve, 
und  es  sei  in  diesem  Punkte  an  die  Gurve  eine  Tangente  gelegt. 

Nennt   man  p    und  q  die  Coordinaten   der  Punkte  dieser  Tangente,   so 
kann  man  vermöge  der  Gleichung  derselben, 


Gröfse  A  ausdrücken,  in- 


setzt.  Giebt  man  an  diesen  Ausdrücken  der  Gröfse  h  alle  Werthe  von  —  oo 
bis  +00,  so  erhält  man  die  Coordinaten  aller  verschiedenen  Punkte  der  Tangente. 
Da  jede  gerade  Linie  die  gegebene  Curve  in  n  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  schneidet,  so  wird  die  Tangente  die  gegebene  Curve  aufser  den  beiden 
im  Berührungspunkte  zusammenfallenden  Punkten  noch  in  n^2  andern  Punkten 
schneiden.  Für  alle  Punkte,  welche  die  Tangente  mit  der  Curve  gemein  hat, 
mufs  die  Gleichung 

stattfinden.     Man  setze  der  Kürze  halber 


f(- 

-)-f 

-c?- 

-j)  = 

0, 

die 

beiden 

Coordinaten 

P 

und    q 

durch 

eine 

einzi 

ge 

dem 

man 
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und 

f(x-\-l>h,  y  —  ah,  z)  =  uJi-^u.JiU \-'^S' 

indem  die  ersten  beiden  Glieder  wegen  der  Crleichiingen 

/■(»,<,,  2)  =  0,     64^-^4^  =  0 
'       "^     ^        '       da  ay 

verschwinden.     Die   Gleicliung,   deren  Wurzeln   die  n  —  2  Werthe    von   h  sind, 

welche  die  n — 2  Schneidungspunkte  der  Tangente   mit  der  Curve  geben,   wird 

hiernach 

I     =  u,j-i-u.Ji-\-uJi^-\ \-uJi'~'-, 

indem  man  durch  die  Division  mit  1^  die  Gleichung  von  den  beiden  zu- 
sammenfallenden Wurzeln  A  =  0,  welche  dem  Berührungspunkte  entsprechen, 
befreit  hat. 

Wenn  zwei  von  diesen  n  —  2  Wurzeln  einander  gleich  werden,  so  fallen 
zwei  von  den  n — 2  Schneid ungsp unkten  in  einen  einzigen  zusammen,  oder  es 
hat  in  diesem  Punkte  die  Tangente  mit  der  Curve  noch  zum  zweiten  Male 
eine  Berührung,  Bezeichnet  man  daher  die  Bedingungsgleichung,  welche  zwischen 
den  Coefficienten  u^,  u^,  . . .,  u„  stattfinden  mufs,  damit  die  vorstehende 
Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  habe,  wieder,  wie  oben,  mit 

J(u„u„  ...,  «J  =  0, 
SO  wird  dies  die  Gleichung,  welche  zwischen  den  Gröfsen  x  und  y  noch  aufser 
der  Gleichung    der   gegebenen  Curve,    f(x,y,z'):=0,   stattfinden    mufs,    damit 
die  in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x  und  y  sind,  an  die  gegebene  Gurve 
gelegte  Tangente  eine  Doppeltangente  werde. 

Wenn  man  in  dem  zweiten  Theile  der  Gleichung  (3)  yh  für  h  setzt, 
so  kann  man  den  hiedurch  erhaltenen  Ausdruck  auf  eine  merkwürdige  Art  um- 
formen, was  sogleich  zur  Erledigung  der  vorgelegten  Aufgabe  fühi-t. 

Vermöge  einer  bekannten  Eigenschaft  der  homogenen  Functionen  hat  man 
ä!a~\-yb+zc  ^nf=0. 
Wenn  man  aus  dieser  Gleichung  für  yb  seinen  Werth  —xa  —  zc  entnimmt,  und 
zugleich  der  Kürze  halber 

l  —  ah  =  A 
setzt,  so  erhält  man  nach  und  nach: 

67* 
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W 


—j^f(,x — xah — seh,  y — y(ih,  s) 
-^,  fiisÄ—zeh,  yA,  zA+zah) 
A"   ,(         zch  ,    2ai\ 


(5)  /(.«"'■*,  S.  2+"*) 

so  wird,  wenn  man  -^  für  h  setzt, 
j.(  zch  zah\ 


ygÄ'+i',A^-f 


A' 


A' 


A' 


(6) 


und  daher  zufolge  (4): 

y\.^-^y\.Ji-\-y'u^K'-^ hy^uh''-^ 

Es  sei    der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen,  wenn   man  für  Ä 
seinen  Wei'th  \  —  ah  setzt,  und  nach  den  Potenzen  von  /*  entwickelt, 
z^  ß,^+z^  ß.^h+z^  ßß-^ l-s'/5„''''"' 


0) 
SO  wird 


y  ^s~^y  u^h-\-y  u^h -^ 'r-y^uji^ 


=  Z^  ß^+z^  ßji+z"  ßji 


i-^ß^     , 


(8) 

und  dahei' 

(9)  y^u,  =  z"-ß.^,     y'u^  =  z'ß^,     .  .  .,     y''u^  =  z'ß^. 

Diese  Grleichungen  geben  zuvörderst  eine  vermittelst  der  Gleichung  der  Curve, 
f^O,  bewerkstelligte  Transformation  der  Coefficienten  y'Ui. 

"Wenn  man  in  der  oben  gebrauchten  identischen  Gleichung  (2), 

J((ty(  ",  a^t  ',  ...,  a^t  "')  =  (™        "     "'^(%,  «1,  ■■■,  ß„)) 
für  die  Gröfsen    a^,  t,  m,  B^,  £„,    respective  u^^,  y,    n— 2,    2,  n  schreibt,  so 
erhält  man  die  identische  Gleichung 

^(3''wsi  ^'«*3'  ■■■'  y'uj  =  y<-''~^'>'-''+''> A(u^,  «3,  ...,  M„). 
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Die  Gleichungen  (9)  geben  ferner 

^(yXi  y\^  ■■■>  r«J  =  ^(^'^a'  sVr  ■■■>  ^"ßr.\ 
woraus 

j/(,-3X«+S)J(„^,  „^,    ...,   mJ  =  ^(s^|S,,   3V;p    ■■■,   ^'l5„) 

folgt. 

Bemerkt  man,  daCs  die  Determinante  der  beiden  linearen  Functionen 
von  h,  A=l  —  ah  und  h,  die  Einheit  ist,  so  folgt  aus  (7)  nach  dem  Satze  3 
die  identische  Gleichung 

A{z'ß^,  z^ß^,  ...,  z''ßj  =  J(zH,^,  z^v^,  ,..,  2"wJ, 
und  daher 

yn-3)(«+8)j,-„^^  Mg,  . . .,  %)==J(z'v^,  z\,  . . .,  ä"vj, 

oder  endlich,  da  man  auch  die  identische  Gleichung 

hat, 

Da  die  Gröfsen  a,  b,  c  homogene  Functionen  von  x,  y,  z  von  derselben, 
der  (ii  — 1)'^°,  Ordnung  sind,  so  werden  die  CoSfficienten  von  U  in  der  Ent- 
wickehing  der  Ausdrücke 


(11) 


y-f^fi^—'^^h  y,  z^ah)  =  v^_-\-v.^h+vji^^ hvh"  '■ 


oder  die  Gröfsen  u,^^  und  j),.,,.^,  und  daher  auch  die  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung (10)  homogene  Functionen  von  x,  y,  z  von  derselben  Ordnung..  Denn 
sie  werden  aus  homogenen  Functionen  derselben  Ordnung  auf  ähnliche  Art  ge- 
bildet. Dies  ergiebt  sich  auch  daraus,  dafs  die  Transformation,  durch  welche 
die  Gleichungen  (9)  und  die  Gleichung  (10)  erhalten  werden,  darin  besteht, 
dafs  man  für  die  homogene  Function  yh  eine  andere  homogene  Function  der- 
selben Ordnung,  — (xa^zc),  setzt,  wodurch  eine  homogene  Function  von  x, 
y,  z  nicht  aufhört,  homogen  zu  sein  und  von  derselben  Ordnung  bleibt. 

AVenn  man  s  =  1  setzt,  so  ersieht  man  aus  (10),  dafs  die  Function 

mittelst  der  gegebenen  Gleichung  f=0  in  die  Function  //(v^,  Vj, ...,  i'„)  ver- 
wandelt werden  kann.     Es  kann  daher  zufolge  des  Satzes  1  auch  die  Function 
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z/(w.2,  Mj,  ...,  w„)  selber  in  eine  andere  /i'  verwandelt  werden,  deren  Grad  um 
(7i — 3)(n  +  2)  Einheiten  niednger  ist,  als  der  Grad  von  /i(y«,v^,...,r\'). 

Die  Anwendung  des  Satzes  1  setzt  voraus,  dafs  die  G-lieder  der  höchsten 
Dimension  in  /  nicht  sämmtlich  durch  y  theilbar  seien,  oder  dafs  unter  ihnen 
das  Glied  x"  nicht  fehle.  Dies  kann  aber  immer  durch  eine  blofsc  Aeoderung 
der  Coordinatenaxen  bewirkt  werden. 

Bezeichnet  man  den  Grad  von  v^^^  i^i't  B^,  so  zeigt  die  zweite  der 
Gleichungen  (11),  dafs  die  Zahlen  B^,  ß,,  .  . .,  B„_i  eine  ai'ithmetische  Reihe 
mit  der  Differenz  n- — 2  bilden,  deren  erstes  und  letztes  Glied 

wird.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formel  des  Satzes  2,  indem  man 
zugleich  m  =  n — 2  setzt,  so  folgt  aus  diesem  Satze,  dafs  der  Ausdruck 
z/(ji£,  i'3,  ...,  !'„)  vom  Grade 

C«— 3)(£o+-B«-2)  =  («-3)C«'+2h-4) 
ist.     Es  wird  daher  z/'  vom  Grade 

(«„3)(«'+2>.-4)-(«-3)(«4-2)  =  («-3)C«>-4-«-6) 

=  (»i^3)(«.+3)(n^2)  =  («— 2)(w^~9), 

oder  es  kann  die  Function  z/(jta,  u^,  ...,  m„)  mittelst  der  Gleichung  /=  0   in 

eine   andere  z/'  verwandelt  werden,   welche    nur  auf  den  Grad  (ji  — 2)(n^ — 9) 

steigt..  Es  kann  daher  das  System  der  beiden  Gleichungen 

/=0,    J(mj,  m^,  ...,  mJ  =  0 
durch  das  System  der  beiden  Gleichungen  f^O,  A'  ^  0  ersetzt  werden,  von 
denen  die  erstere  vom  Grade  n,  die  letztere  vom  Grade  (n—  2)(h-— 9)  ist,  und 
jedes  System  "Werthe  von  x  und  y,  welches  das  eine  System  Gleichungen  er- 
füllt, wird  auch  das  andere  erfüllen. 

Den  Gleichungen  f=  0,  z/'  =  0  genügen  im  Allgemeinen  «(n^  2)(;^■^  9) 
Systeme  Werthe  von  x  und^.  So  viel  Systeme  von  Werthen  von  x  und  y  kann  es 
daher  aueb  nur  geben,  welche  den  Gleichungen  /^  0  und  /Ku^,  u^, ...,  w„)  =  0 
genügen,  oder  der  Gleichung  /=  0  genügen  und,  in  die  Functionen  it. 2,  u,^,  , . .,  n„ 
substituirt,  denselben  solche  Werthe  geben,  dafs  die  Gleichung 

0  =  u^-\-u^h+u^hU Hm„/""^ 

zwei  gleiche  Wurzeln  erhält.  Diese  Werthe  von  x  und  y  sind  aber  die 
Coordinaten    derjenigen    Punkte    der    gegebenen    Carve    n""    Grades    (/'^ü), 
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welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  in  ihnen  an  diese  Curve  gelegten 
Tangenten  dieselbe  noch  in  einem  anderen  Punkte  berühren  oder  von  ihr  Doppel- 
tangenten sind,  d.  h.  es  sind  diese  Werthe  der  Gröfsen  x  und  y  die  Coordinaten 
der  Berührungspunkte  der  Curve  mit  ihren  Doppeltangenten.  Es  erhellt  daher 
aus  dem  Vorstehenden,  dafs  diese  Punkte  die  Durchschnittspunkte  der  ge- 
gebenen Curve  «**"  Grades  (/"=  0)  mit  einer  anderen  (J'  =  0)  sind,  welche  im 
Allgemeinen  auf  den  Grad  (n—2)(n- — 9)  steigt,  und  daß  demnach  im  Allge- 
meinen die  Anzahl  de?'  Berührungspunkte,  welche  eine  Curve  n'^"  Grades  mit 
ihren  Doppeltangenten  hat,  n(ii—'2)(n^ — 9)  beträgt. 

Von  den  säramtlichen  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  gehören 
aber  immer  zwei  der  nämlichen  Doppeltangente  an,  und  es  ist  daher  ihre  halbe 
Anzahl  die  Anzahl  der  Doppeltangeiiten.  Es  haben  also  die  Ciu'ven  n}'-"  Grades 
im  Allgemeinen 

i»(,-2)(»'-9) 
Doppeltangenten:  was  zu  beweisen  war. 

Der  vorstehende  Beweis  beruht  ganz  auf  der  merkwürdigen  Gleichun" 
(10),  welche  ihrerseits  wieder  aus  der  Gleichung  (4), 

K^+yhh,  ,j-yuh,  i)  =  il~ahTf[x-^^,  y,  i+-^), 
abgeleitet  worden  ist.     Setzt  man 


=  \—ah,    B  =  l—U,    C  =  1—ch, 
--  H-«Ä,    B'  =  l-^hh,    6"  =  \+ch, 


femer 


f(x,  y+ck,  z—hk)  =  g)  (h), 
fQe—ck,  y,  z-^ah)  =  <p^(h\ 
f(ic+bh,  y-^ah,  s)  =  (f/A), 
SO  erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  (i).  die  Gleichungen 


(12) 


y,(./0  =  C\;:  (-•^),     y,  Ojh)  =  6'"V,  (^). 


Aus  der  ersten  der  beiden  in  der  ersten  Horizontalreihe  befindlichen  Formeln 
ist  die  Gleichung  (10)  hergeleitet  worden;  dieselbe  hätte  auch  aus  der  zweiten 
Formel  derselben  Horizontalreihe  gefunden   werden  können.      Aus  den  in   den 
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beiden  andern  Horizontalreihen  befindlichen  Formeln  leitet  man  zwei  der 
Gleichung  (10)  ähnliche  Gleichungen  ab,  wobei  es  wieder  gleichgültig  ist, 
welche  von  den  beiden  in  derselben  Horizontalreihe  befindlichen  Formeln  man 
hiei-zu  anwendet.  Die  so  gefundenen  Resultate  will  ich  im  folgenden  Theorem 
zusammenstehen : 

Es  werde  mit  z/(ku,  a,,  . . .,  «„J  die  rationale  ganze  und  homogene  Func- 
tion der  Gröfsen  «o,  a„  . . .,  «„  von  der  (2m  — 2)'™  Ordnung  bezeichnet, 
■welche,  =  0  gesetzt,  die  Bedingung  giebt,  dafs  eine  Gleichung 

0  =  a^-\-aJi-\-a^h^'\ Ha^A"' 

zwei  gleiche  Wurzeln  habe;  es  sei  ferner  f(x,y,z)  eine  rationale  ganze 
und  homogene  Function  der  Gröfsen  x,  y,  z  von  der  n^™  Ordnung; 
endlieh  setze  man 

9,Q>')  =  f{'--%h,  y,  2+-g-4)=  ,^J'+ „,;,■+■■•+ ^r, 
»  (4)  =  fix,  S  +  -|f 'i,  2--|-'-*)  =  »ji'+Wj'i'H h«>,.4", 

JC"„   '„   ...,».)  =4. 

4K,  »„  ...,».)  =  4, 
WO   A,   z/i,    z/3    homogene  Functionen    von  x,  y,   z   von   der  Ordnung 
(n —  3)(ra^-+-2M—  4)  sein  werden,  so  folgen  aus  der  Gleichung  f{x,  y,  z)  ^  0 
die  Proportionen: 
(13)  J:J^:J,=  ^(«-s)('H-S) .  y«-S)(«+a) .  ^„-3){i^n. 

Ich  will  jetzt  an  den  vorstehenden  Beweis  noch  einige  andere  Betrachtungen 
knüpfen,  welche  dazu  geeignet  sind,  auf  die  hier  augewandte  Methode  gröfseres 
Lieht  zu  werfen. 

Uebcr  die  Ad  zahl  der  Wendepunkte. 
Die   vorstehende  Untersuchung  giebt  auch  die  Anzahl  der    Wendepunkte 
einer  Curve  n'^"  Grades.     Wenn  nämlich  die  Gleichung 

'  \         ay    '  "       dx    '    )         ^  3 

welche  zwei  Wurzeln  A  ^  0  hat,  noch  eine  dritte  Wurzel  =  0  hat,  welches 
die  Bedingung  m^  =  0   erfordert,    so   entsprechen  dieser  dreifachen  Wurzel  drei 
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zusammenfallende  Durclisclmittspunkte  der  Tangente  und  der  Curve,  oder  es 
wird  der  Berührungspunkt  ein  Wendepunkt.  Die  Werthe  von  x  und  y,  welche 
aufser  der  Gleichung  f^O  noch  die  Gleichung  «2  =  0  erfüllen,  sind  daher 
die  Coordinaten  eines  Wendepunktes  der  gegebenen  Curve.  Der  Grad  der 
Function  u^  kann  aber  vermittelst  der  gegebenen  Gleichung  /  =  0  um  zwei  Ein- 
heiten verringert  werden,  wie  aus  den  obigen  Formeln  erhellt.  Man  erhält 
nämlich  aus  (6),  wenn  man  darin  A  ^=  0,  ^  =  1  setzt,  die  Gleichung 

In  dieser  Gleichung  sind  u.^  und  v^  rationale  -ganze  homogene  Functionen  der 
Gröfsen  x,  y,  z  von  der  Ordnung  n— 2  +  2(o  — 1)=  3n  — 4.  Es  wird  daher, 
wenn  man  2=1  setzt,  die  Function  y^u^  einer  Function  Vg  gleich,  welche  in 
Bezug  auf  x  und  y  von  einem  um  2  Einheiten  niedrigeren  Grade  ist.  Zufolge 
des  Satzes  1  kann  daher  der  Grad  von  u^  ebenfalls  um  2  Einheiten  verringert 
oder  «2  auf  eine  Function  ti^  vom  Grade  Zn — 6  gebracht  werden.  Die  Wende- 
punkte der  gegebenen  Curve  (/*=  0)  sind  daher  ihre  Durcbschnittsp unkte  mit 
einer  Curve  («ä  ^  0)  vom  Grade  3(ji — 2),  und  es  ist  daher  die  Anzahl  der 
Wendepunkte  einer  Curve  n""  Grades  im  Allgemeinen  3ji(n^2);  welches  die 
von  Hrn.  Plücker  für  diese  Anzahl  gefundene  Formel  ist. 
Es  zeigt  aber  die  Formel  (6), 

y^u.f\-y^u^h+y*uji^'i \-y''uJi'~''  =^  z-v.^Ä'~'-\-z^v.^A''~'^hA \-z'vJi:"'-, 

da/s  sich  auch  alle  übrigen  Functionen  u^,  «,,  . . .,  u„  mittelst  der  Gleichung 
/=0  auf  ande7-e  reduciren  lassen,  deren  Grad  um  2  Einheiten  geringer  ist. 
Substituirt  man  nämlich  in  dieser  Formel  für  A  seinen  Werth  1 — ah  und  setzt 
die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  h  einander  gleich,  so  erhält  man 
allgemein  y"'u„,  gleich  einer  homogenen  Function  von  x,  y,  z  von  derselben 
Ordnung,  welche  aber  den  Factor  z'  enthält.  In  Bezug  auf  x  und  y  wird 
daher  der  Grad  dieser  Function  um  2  Einheiten  niedriger  als  der  Grad  von 
i/"'tt,„,  und  man  kann  daher,  dem  Satz  1  zufolge,  auch  u„,  selber  auf  eine 
Function  von  einem  um  2  Einheiten   niedrigeren  Grade  rediiciren. 

Man  erhält  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die  folgenden,  welche  dazu 
dienen  können,  die  Gröfsen  u,„  durch  die  Gröfsen  v^  auszudrücken: 


(^_3)(^-2)  _ 
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lind  allgemein 

(„  =  s'"v,„—(n—vi+X)z'^H 


(14) 


(.-^+1)(,— m+2) 
1.2 
(«-m+l)(«-«H-2)(«-».+3)     ._,   , 

1.2.3  "-' 


.  («■ 


«+1X»- 


h2)...(»-2) 


1.2...(m— 2) 

Die  umgekehrten  Formeln,  mittelst  welcher  die  Functionen  v„,  durch  die  Func- 
tionen M„,  ausgedrückt  -werden,  erhält  man  aus  der  Gleichung  (12): 

ZufoIo;e  dieser  Gleichung  erhält  man  nämlich  aus  den  aus  der  Grleichung 

zwischen  den  Functionen  u  und  v  abgeleiteten  Relationen  die  umgekehrten, 
wenn  man  die  Functionen  u,-  und  v-,  und  die  Gröfsen  y  und  z,  so  weit  sie  in 
diesen  Relationen  explicite  vorkommen,  mit  einander  vertauscht  und  gleichzeitig 
—  o  für  ö  setzt.     Man  kann  femer  in  den  so  erhaltenen  Formeln  für 


respective 
oder 


l/>    h 


setzen,  wodurch  man  alle  bezüglich  aus  den  6  Formeln  (12)  folgenden  Gleichungen 
erhält,  welche  die  zu  einem  der  Systeme  der  Coefficienten  u^,  v,„,  «?,„  gehörenden 
Gröfsen  durch  die  zu  einem  der  beiden  andern  gehörenden  Gröfsen  ausdrücken. 
Man  kann  auf  diese  Weise  aus  (14),  wenn  man  der  Kürze  halber 

^"'~  ""       1.2.../ 

setzt,  die  folgenden  6  Gleichungen  ableiten: 

^  y"'  TO,„—  M^ »/"'""'  c  'i>!^^_^~\'M^y"'~^  "^  w^ 

y""w^^  —  af"v^^+  M^a^"-''  ov^_^_^  H-i/^^"'-^C')'^_ 


(15) 


■-i--^,„_2y«"~^Ws. 
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Für  m^  2  ergeben  diese  Gleichungen: 
(16)  «.:.,:  «,=2' :■,':«', 

oder  die  beiden  Gleichungen: 

von  denen  die  erste  dazu  gebraucht  worden  ist,  die  Anzahl  der  Wendepunkte 
zu  bestimmen,  wozu  aber  auf  ganz  gleiche  Weise  auch  die  andere  hätte  an- 
gewandt werden   können. 

lieber  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Curven. 

Die  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Doppeltangenten  im  Vorigen  an- 
gewandte Methode  kann  auch  dazu  dienen,  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  zu  bestimmen,  welche  man  an  zwei  gegebene  algebraische  Curven 
legen  kann,  ohne  dafs  man  hierzu  die  Theorie  der  gegenseitigen  Polarität  zweier 
Curven  zu  Hülfe  zu  nehmen  braucht. 

Es  seien  <f(x,y,z)  und  f(x,y,z)  homogene  Functionen  von  x,  y,  z  von 
der  th'""  und  w'™  Ordnung.  Bedeuten  x  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes 
und  z  eine  Constante,  z.  B.  die  Einheit,  so  werden 

^{x,y,z)  =  %     f{^,y,z)  =  0 
die  Gleichungen   zweier  Curven  m*'"  und  w'^"  Grades,    welche    ich    der  Kürze 
halber  die  Curven  <f  und  /  nennen  will. 

Es  seien  x  und  y  <Ue  Coordinaten  eines  Punktes  F  der  Curve  /;  setzt 
man  wieder 

dx  '      dy  'dz  ' 

so  kann  man,  wie  im  Vorhergenden,  die  Coordinaten  p  und  q  der  verschiedenen 
Punkte  der  in  F  an  die  Curve  /  gelegten  Tangente  durch  eine  einzige  Gröfse 
h  mittelst  der  Formeln 

p  ^^  x-\-bh,     q^y  —  ah 
bestimmen.     Die  Werthe  von  h,  welche  den  Schneidungspunkten  dieser  Tangente 
mit  der  Curve  <f  entsprechen,  werden  dann  durch  die  Gleiciiung 

<li{f,    q,  z)  "^  (f(x-\-bh,  y — ah,  s)  =  0 
bestimmt.     Die  Bedingungsgleichung,  welche  zwischen  den  Gröfsen  x,  y  statt- 
finden   mufs,    damit    diese  Gleichung    zwei  gleiche  Wurzeln  h  habe,  bestimmt 
diejenigen  Punkte  P  der  Curve  /,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  in 

68' 
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ihnen  an   diese   Curve  gelegten  Tangenten    auch    die  Curve    <f  berühren.      Die 
Anzahl  der  gemeinschaftlichen  Tangenten,  welche  man  an  die  Curven  /  und  <p 
legen  kann,  wird  der  Anzahl  dieser  Punkte  gleich. 
Es  sei 

<f^{x+h}t,  y—ah,  2)  =  m^+m^ä+m^A^H l-w,,^'", 

und  es  werde  wieder  die  Bedingungsgleichung,  welche  zwischen  den  Gröfsen 
«n,  M,,  ....  «,„  stattfinden  ninfs,  damit  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln 
habe,  mit 

bezeichnet,    wo   J   eine  homogene  Function   der  Gröfsen  ^(„,  m,,   ...,   it.,,,  von 
der  (2m — 2)'™   Ordnung  ist.      Diese  Function   kann    vermittelst    der    zwischen 
den  Gröfsen  x  und  y  stattfindenden  Gleichung  f(x,  y,z)  =  0  auf  einen  niedrigeren 
Grad  gebracht  werden,    wie  aus  den  folgenden  Betrachtungen  erhellt. 
Da 

so  wird,  wenn  man  wieder  A  =  1  —  ah  setzt, 

q,(.r^yhh,  y—yak,  z) 
=;  y(iii — xah — zch,  y—yah,  z) 
^  ^(xA — zch,  yA,  zA-\~zaK) 
,„,    (         Sek  3ah\ 

Setzt  man  daher 

(fi{x—cli,  y,  3+0/0  =  w„-[-i'|/;  +  f/i"H '""„/*'"' 

so  mufs  dasselbe  Resultat  erhalten  werden,  wenn  man  hierin  — ^-  für  /*  setzt 
und  mit  A"'  multiplicirt,  oder,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 

(p(x+hh,  y—ah,  a)  =  M,,-4-MjÄ+M.,A^H H«,,Ä"' 

(//(  für  y  setzt.     Man  erhält  hieraus  die  Gleichung 

=  v^A"'+sv^A"'~'k-hz^v^A""'^/i^-^ \-z"'vJi". 

Es  werde  der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen,  wenn  man  für  A  seinen 
Werth   1- — ah  substituirt  und  nach  den  Potenzen  von  h  entwickelt, 

(17)    ß^+ß^k-hßJiU \-ß„h"'  =  v^A"'+zv^A"''''k-hs^v.^A"~'^h'-i \-s"'v^^h*', 
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SO  hat  man 

(18)  «0  =  ^0'     y«.  =^1.     y\  =  ß2^      ■   ■   ;     r%.  =  ß^- 

Zufolge  des  Satzes  3  erhält  man  ferner  aus  (17)  die  identische  Gleichung 
und  wegen  (18) 

^c^o'  ßv  ft'  ■■■'  ßJ  =  ^(.%^  y^v  y\r .  ■-,  r%,}- 

Aus  dem  Satze  3  folgen  aber,  wenn  man  darin  lilr  die  beiden  linearen  Func- 
tionen von  g  die  Ausdrücke  1  und  zg  oder  1  und  yg,  deren  Determinanten 
respective  z  und  y  sind,  annimmt,  die  identischen  Gleichungen: 

^(%'  y^v  f'^'j^  ■■■'  ^"'"«)  =y'"^'^-''>^(%,  M,,  u^,  ...,  uj. 
Es  wird  daher 

I  J(ß,,ß„ß,,  ...,ßj 

(19)  =  2"""-"' J(«„,   «,,   «,,  ...,vj 
l^y""^"*^(Wg,  «p  "u,  -  ■■,  M„,). 

Die  beiden  Ausdrücke  rechts  sind  homogene  Functionen  von  x,  y,  z  von  der- 
selben Ordnung,  Setzt  man  daher  5=1,  so  zeigt  die  Formel  (19),  dafs  man 
mittelst  der  Gleichung  /^  0  die  Function 

in  die  Function 

A{,„  »„  ,„  . .  .,  ,J 

verwandeln  kann.     Man  kann  daher,  dem  Satz   1  zufolge,  die  Functii^n 

z((v«„«„  -..,«„) 
selber  mittelst  der  Gleichung  /=  0  in  eine  andere  rationale  ganze  Function  z/' 
vei'\vandeJn,  deren  Grad  um  mm — m  niedriger  als  der  Grad  von  d(v^,  v-^. .,.,  v„^  ist. 
Nennt  man  £,■  den  Grad  von  v,,  so  bilden  die  Zahlen  JSo,  ßj,  B^,  .  .  .,  B,,^ 
eine  aritlimetLsche  Keihe,  und  es  wird 

B,  =  m,    B^  =  m(n-1). 
Es  wird  daher  zufolge  des  Satzes  2  die  Function  z/(ii„,  «,,...,  w,,,)  auf  den  Grad 

(m~l)(Bo-i-B„.)  =-  mn(m—l') 
steigen,  und  also   die  Function  z/',    in  welche   man  z/  mittelst  der  Gleichung 
/=  ü  verwandeln  kann,  auf  den  Grad 

n,nim-l)-^(m-l)  =  m(m^l)C«-l). 
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Die  Punkte  P  der  Curve  f,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  in  ihnen 
an  die  Curve  /  gelegten  Tangenten  auch  die  Curve  y  berühren,  sind  daher  die 
Durchschnittspunkte  der  Curve  /  vom  n"*"  Grade  mit  einer  Curve  vom  Grade 
m(m  — l)(n— 1),  deren  Gleichung  J' =  0  ist,  und  es  wird  daher  die  Anzahl 
dieser  Punkte  oder  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen  Tangenten,  welche  man 
an  die  beiden  Curven  f  und  y  legen  kann,  im  Allgemeinen 

mn(m-lXn~l). 
Dieses  ist  genau  die  Anzahl,  welche  sich  durch  die  Betrachtung  der  Polarcurven 
ergiebt.  Kennt  man  nämlich  f  und  f'  die  Polarcurven  von  f  und  yj,  so  enl^ 
spricht  jeder  gemeinschafthehen  Tangente  von  f  und  ^  ein  Durchschnittspunkt 
von  /'  und  g)'.  Diese  Curven  sind  aber  respective  vom  Grade  n(n—\)  und 
mCm  — 1),  und  es  ist  daher  die  Anzahl  ihrer  Durchschnittspunkte  im  Allgemeinen 
'm(m  —  l).n(ii  —  1) ,  welches  daher  auch  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  Curven  /  und  f  sein  mufs. 
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AUSZUG   DREIER  SCHREIBEN  VON  HERRN  PROF.   HESSE  UNI)  EINES  SCHREIBENS 
AN  HERRN  PROF.  HESSE. 


e  Journal  für  dio  reine  und  angewandte  Mattematik,  Bd.  40.  p.  316 — 
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AUSZUG  DEEIER  SCHREIBEN  VON  HEREN  PROF.  HESSE 
UND  EINES  SCHREIBENS  AN  HEREN  PROF.  HESSE. 

Hesse  an  Jiicobi. 
1. 

Königsberg,  den  27.  November  1849. 

Ihr  Brief  ist  mir  von  unschätzbarem  Werthe,  weil  ich  daraus  Ihre  alte 
Freundschaft  entnehme,  und  er  mir  zugleich  das  bringt,  wonach  ich  mich  lange 
gesehnt  habe.  Sie  schreiben  von  meiner  Meisterschaft  in  gewissen  mathematischen 
Dingen  und  beweisen  gleich  darauf,  wie  viel  mir  daran  fehlt.  Das  lasse  ich 
mir  schon  gerne  gefallen,  da  dieser  Beweis  von  unberechenbarem  Nutzen  für 
meine  Bemühungen  zu  werden  verspricht.  Ich  bedauere  nichts  mehr,  als  dafs 
80  Meilen  zwischen  uns  liegen,  was  mit  einem  halben  Jahre  gleichbedeutend  ist. 
Im  Sommer  haben  Sie  den  Beweis  gemacht,  der  füi-  mich  vielleicht  eine  Lebens- 
frage ist,  und  im  Winter  erst  kann  ich  ihn  erfahren. 

Reductionen  der  Art  kommen  in  der  Geometrie  oft  vor.  So  Mfst  sich 
z.  B.  de?'  Grad  der  Gleichung  der  Schmiegungs- Ebene  einer  Otirve  doppelter 
Krümmung,  entstände)!  aus  dem  Schnitt  zweier  algebraischer  Oberflächen,  immer 
um.  2  Einheiten  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Beiühi'ungspunktes  mit 
Hülfe  der  Gleichungen  der  beiden  Oberflächen  reduciren.  Die  reducirten  Grlei- 
chungen,  zu  weitläufig  hier  hinzuschreiben,  werde  ich  alsbald  an  das  Journal 
schicken. 

Ich  erlaube  mir  noch  in  Rücksicht  auf  die  Wendepunkte  eine  Bemerkung 
hinzuzufügen,  die  ich  eben  jetzt  gemacht  habe,  und  die  mir  interessant  scheint. 
Wenn  u  eine  homogene  Function  von  x,  y,  z,  und  wenn 

=  0, 


1^-. 

S'u 

d'u 

a« 

dif 

'  Sudi 

Sx 
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wo  V  die  aus  den  zweiten  partiellen  Differential  quotienten  von  u  zusammen- 
gesetzte Determinante  ist.  Hieraus  erklärt  sieh  auch,  warum  in  einen  Doppel- 
punkt immer  6  Wendepunkte  zusammenfallen. 

Mit  dem  innigen  Wunsche  Ihres  Wohlergehens 

Ihr  treu  ergebener  Schi'iler 

Otto  Hesse. 


Königsberg,  den  7.  December  1849. 

— Sie  haben  durch  Ihren  Beweis  von  den  Doppeltangenten  zu- 
gleich dargetban.  dafs  auch  der  Grad  jedes  Gliedes  der  Reihe 

f(a:-\-hh,  y  —  ah)  =  a^h'^-^a^Jv'^ , 

wo  i  =  — i-,  rt  = -^,  mit  Hülfe  der  Gleichung  f(x,y)^0  sich  um  2  Ein- 
heiten erniedrigen  läfst.  Wie  eich  aber  durch  diese  Erniedi-igung  die  Coef- 
ficienten  a-,,  «;,,  ...  gestalten,  läfst  sich  aus  Ihren  Andeutungen  nicht  schliefsen 
(Sie  haben  das  ja  auch  gar  nicht  gewollt),  und  doch  wäre  gerade  die  wirk- 
liche Darstellung  der  reducirten  «  in  einer  einfachen  Form  für  mich  von  der 
höchsten  Wichtigkeit. 

Schliefshch  erwähne  ich  noch  einer  Eliminationsmethode  zur  Anwendung 
auf  Curven  S"'  und  4"*'  Ordnung.  Ich  habe  mir  nämlich  die  Aufgabe  gestellt, 
die  Gleichungen  dieser  Curven  durch  Liniencoordinaten  auszudrücken,  wenn  sie 
in  Punktcoordinaten  gegeben  sind,  d.h.  die  Variabein  aus  den  4  Gleichungen 
zu   eliminiren: 


Ir^«..  ^- 

du 

(2)                                              «,,BjS-aja!j^o 

,",  =0, 

wenn  u^=  0   die  Gleichung  der  Curve  ist.     Zu  diesem  Zwecke  bilde 

ich   ffii 

die  Curven  3'^"  Grades  die  Derminante  v 

aus  den  Gröfsen 

3"«          o'a 
an]        dii^dn. 

e'u 

d'u          S'u 

d'u 

3'«       a'u 

d'u 

d^j  öä:^      dxg  f^w^ 

bx"       '• 
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und  cllminire  die  Variabein  x,,  x^,  x^,  X  aus  den  linearen  Gleichungen 

(2)  Hi^i+ß^a^j  +  aj^s  =  0, 

(3)  4^  +  ;.a,=0,     ^  +  ;.«^=0,     ^  +  ^«,=0. 

Dieses  Verfahren  für  die  Curven  3"''  Ordnung  ist  ein  anderes  als  das,  welches 
ich  bereits  bekannt  gemacht  habe  und  was  auch  Cayiey  bekannt  gewesen 
sein  soll. 

In  dem  Falle,  wenn  u  =  0  eine  Curve  4'"  Ordnung  ist,  bilde  ich  aus 
der  Gleichung  (2)  6  andere  Gleichungen  durch  Multiplication  mit  x\,  x^x^,  x^x^, 
s^2,  ^2^:1?  '^s!  '^"'^  eliminire  aus  diesen  6  Gleichungen,  den  3  Gleichungen  (1) 
und  den  3  Gleichungen  (3),  wie  aus  linearen  Gleichungen,  die  11  Unbekannten 
x],  x\x.y,  .  .  .  und  /.. 

Otto   Hesse. 


3. 

Königsberg,  den  30.  Uecember  IBiä. 
Für  Ihre  Mittheilung  des  Beweises  von  den  Doppeltangenten  mufs  ich 
Ihnen  auch  insofern  dankbar  sein,  als  ich  mich  dadurch  aufgefordert  fühlte, 
einen  letzten  Vei-such  zu  machen,  die  Curve  zu  bestimmen,  welche  durch  die 
BeiTihrungspunkte  der  Doppeltangenten  einer  Curve  4'"  Ordnung  hindurchgeht, 
befreit  von  allen  überflüssigen  Termen.'  DaJs  eine  solche  existirt,  wufste  ich 
vorher ,  denn  Ich  kann  7  Kegelschnitte  angeben ,  welche  durch  sämmtliche 
Berührungspunkte  hindurchgehen,  nicbt  auf  die  Weise,  wie  der  unrichtige 
Plückersche  Satz  über  die  Kegelschnitte,  welche  die  Curve  in  den  Berührungs- 
punkten schneiden  sollen,  vermuthen  liefse,  sondern  auf  eine  ganz  andere  Art, 
die  ich  wegen  ihrer  Weitläufigkeit  hier  nicht  angeben  kann.  Der  Versuch 
gelang,  und  folgendes  ist  das  Resultat:  m  =  0  sei  die  Gleichung  der  Curve 
4'^"'  Ordnung,  z/  die  Determinante  der  Function  u,  zusammengesetzt  aus  ihren 
2""  Differentialquotienten  «„,  Mj^,  ...  Es  seien  ferner  Jj,  J^,  J.,_,  z/„,  z/j,,  . . . 
die  ersten  und  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  J.     Sefzt  man  mm 

so  ist  die  (jesuchte  Gleichung  vom  i4!'"  Grade  folgende: 
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Die  anliegenden  Abhandlungen  haben  Sie  wobt  die  Güte  an  Herrn 
G.  K.  Grelle  zu  befördern.  Zum  neuen  Jahre  den  aufrichtigsten  Glückwunsch 
Ihi-es  ergebenen  Schülers 

Otto  Hesse. 


Jacobi  an  Hesse. 

Von   dem   zweiten  Satze  Ihres  gütigen  Schreibens  vom  27""  Nov.   habe 
ich  einen  Beweis  gesucht.     Man  hat  die  n  identischen  Gleichungen: 

wenn  i/.  vom  m""  Grade  ist.     Durch  ihre  Auflösung  erhalte  man: 

wo    C^^i;  =  Pi,,-.     DifferentÜrt  man  diese  Gleichung  nach  Xi.,  so  wird 

wo  Xt  von  .r,  verschieden.     Differentiirt  man  nochmals  nach  x„  so  erhält  man 
d^v        ^  l)i  ^°^''''     ^"^     I    '^'^'■'     ^"^     I g'^../     Su  \ 


-(m-1)    P...    .    -     .      +^.,- 


a'M 


Wenn  /  =  /',  kommt  rechts  noch  (m  —  2)  -t-—  hinzu. 
Ii]s  sei  jetzt 

so  wird 

„  =  0,    -^  —  0,     ü.,  =  Nx.x,, 

wo   A*"  für    sämmtliche  Combinationen  von  ^  und  k  dasselbe  bleibt.     Es   folgt 
daher  aus  der  zuletzt  gefundenen  identischen  Gleichung: 

^  =  -(».-l)(»-2)A'.^, 

was  Ihren  Satz  giebt. 

0.  G.  J.  Jacobi. 
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ADDITAMENTA  AD  COMMENTATIONEM  QUAE 

INSCKIPTA  EST: 

DISQUISmONES  ANALYTIOAE  DE  FRACTIONIBÜS  SIMPLIOIBÜS. 


I. 

Fractionum  simplicium  usus  insignis  est  in  divisione  algebi'aica  instituenda; 
scilicet  et  quotientem  divisionis  et  residuum  per  formulas  generales  ae  simplices 
exhibere  licet,  duramodo  divisoris  resolutio  in  factores  lineares  constat.  Sit 
enim  dividendus  fix),  cuius  gradus  divisoris  <f(x)  gradum  aut  aequat  aut  superat, 
ponäturque 

ubi  /(x),  (fix),  Q,  R  sunt  functiones  rationales  integrae,  f(x)  dividendus,  <p(x) 
divisor,  Q  quotiens,  R  residuum.     Si  statuitur 

,.M  =  C^-o,)(^-=,).. .(«.-».), 

cum  sit  functionis  R  gradus  ipso  n  inferior,  erit 

R     __         R(«,)  Ji(°.) «(°.) 


quae  per  ^(x)  multiplicata  residuum  R  suppeditat. 

Quotientem  Q  statim  quidem  obtinemus  formula 

sed,  ut  ipso  adspectu  appareat,  ejus  gradum  n  unitatibus  inferiorem  esse  dividendi 
f(x)  gradu,  ita  agere  convenit. 

Sit  enim  /(a:)  dividendi  f(x)  pars  ea,  quae  («  —  l)"""  gradum  non  superet, 
ac  statuatur 

substituendo    hanc    dividendi    f(x)    expressionem    in    expressione    antecedente 
quotientis  Q,  et  obsei-vando  iieri 

m.  70 
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obtinetur 

A      rjf.^    <     ^C-^)- •"(«.)   ,     <     //(.r)-/7(s)  ^    ^     <     n(4-n(aj 

cujus  expressioDis  patet  gradum  eundem  esse  atque  ipsius  Jlix),   ideoque  divi- 
dcndi  /(x)  gradum  n  unitatibas  eum  superare. 
Si  dlvidendus  est  variabilis  x  potestas 

f(x)  =  «P,    unde    JKx)  =  x^~" 
facile    patet  fieri  quotieiUem    Q    summam   comhinationuin   cum    repetttionibus   e 
(p  —  n)""  elementorum   x,   a^,   a^,    .  .  .,    «„.     Geiieraliter   enim   eruitur  Q  multi- 
plicando  seriem 

_1_^___J_         6'  C  C 

'q7(a:)    ~^  w"  ^  m'^+^  "'"  x''+''  "'"  x'^^  '^"' 

per  dividendum  f(x)  solasque  retinendo  dignitates  ipsius  x  positivas   cum   coii- 

stallte.     HInc,  ubi  fit  /(x)  =  x",  erit 

Q  =  ai^^-\-ic'''"'~'^C'+-x^~^~^  C'h H  C  , 

quod  e  theoria  combinationum  ipsi  G  aequatur,  si  elementis  Cj,  «g,  . .  .,  k„, 
quorum  combinationes  formandae  sunt,  ipsa  variabilis  x  adjicitur.  E  foraiulis 
§.  5  traditis  ea  combinationum  summa  evadit 


(^_«^)(.^_^„^).-.:(^„«j-^(a-«J(« -«,)...(« -«J(«-^) 


Quae  expressio  substituendo  residui  R  valorem  supra  traditum  evadit 


sicuti  fieri  debet. 

Ex  aequatione 


m 
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sequitur,  evoluta  ^. ',  secundura  descendentes  variabilis  x  potestates,  reiectisque 
positivis,  prodire  fractionis  — zr-^  evoiutionem;  seilicet  in  evolutione  fractionis 
genuinae  — ir^  secundum  descendentes  ipsius  x  potestates  non  reperiuntur 
potestates  positivae.  Hiiic  ohtinetur  residuum  M,  evolvendo  fractionem  '  ^  ^ 
secundum  variabilis  x  potestates  descendentes,  reiiciendo  potestates  posilwas  et 
muUiplicando  per  divisorem  <p(x).  Ubi  rureus  f(x)  =  x^,  erit 
R     ^  ^r^       p-^+^       r-^^ 

ideoqiie  posito 


Idem  secundum  antecedentia  fit 

unde,  si  secundum  alteram  ipsius   R  expressionem   priraos,    secundum    alteram 
postremos  eins  terminos  exhibemus,  fit 

[...±[AC+(A    C    —A    6'>+(A    C    ~A     C    +A   C  )a:'+--]. 

Si  quantitatcs  G  per  ipsiia  A  exprimere  placet,  eins  expressionis  erit  terminus 
generalis 

ubi  5  =  mi+wigH hm»  atque  m,,  ni2,  .  .  .,  m„  sunt  iiLimeri  positiv!  incluso 

zerp  satisfacientes  conditioni 

m,+2m^+3ffljH \-nm^  =  l 

Hinc  si    residui  ß   coSfficientes   per  ipsas   A   exhibentur,    in  expressione   cogf- 

70" 
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ficientis 

potestatis  a;""'* 

'-c 

—  A       C      +A       C       ~ 

-■■■zhÄ  " 

C*' 

terminus 

generalis 

(..-iy'-*'"cÄ-Ä-.. 

.i"- 

afficitur  cogfficiente 

"       n(m 

n(.)            i      "•• 

,)Z7(m,)...fl(»..)l          s 

s 

™4- 

_   (.", 

+*"i+i-' i-«iJZ7(™j+)) 

»5^ h? 

».-« 

ubi  m^,  Wg,  ....  m„  sunt  numeri  positiv!  incliiso  zero  satisfacientes  conditioni 

quod  obiter  adnoto. 

Secundum  §,  1 1  erit 

siquidem  fractio  — _-,   secundum  ascendentes,  tractio  -^y  secundum  descendentes 
variabilis  h  potestates  evolvi  supponitur.     Unde  eruitur 

u^ißss  jm  . 

(x  —  h      q^(Aj  J(,— 1 

Si  fractio  -^ secundum  descendentes  quantitatis  h  potestates  evolvüur, 

atque  F(x)  seriem  designat  potestatihus  integris  variabilis  x  consiantem,   aequeiur 

ei  seriei  Fix)  parti,  quae  posiävis  variabilis  x  potestatibus  constat.     Kx  eo  prin- 
cipio,  quod  sponte  patet,  sequitur  quotientis  Q  expi-essio 

Hinc  scribendo    denominatoris  factorem    binoniialem  aut  x  —  k  aut  h—x,  prout 

fractio    j-   secundum    ascendentes    aut    descendentes    variabilis  h  potestates 

evolvi  supponitur,  habetur  formula  symbolica 

^^^  ~  1     y(/0       l  h-;v  ^  x-h  JL-i' 
in   qua  etiam  statnere  licet  ff(x)  =  1,  et  quae  facile  patet,  functionem  integrum 
<p(x)  secundum  binominis  x~h  potestates  evolvendo. 
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11. 

Ex  iis,  quae  in  §.  14  sunt  inventa,  haec  sequitur  propositio: 

Propositio   I. 
Sini  f(x)   et  <fi(ji:)  fimcdones   variabilis  x   rationales   integrae  (ji  — 2)"  et 
n''  gradm, 

<pW         '  i'(ii,)(p'(".)(«'— ",)(■»— «■) 
Scilicet  facile  patet  esse 

Propositionem  antecedentem  hac  alia  confirmare  licet  demonstratione. 

Fit 

Si  negligimus  variabilis  a;  functiones  rationales  integras  ideoque  etiam  constantem, 
arrffretfato 


substituere  licet  hoc 


ideoque  summae  propositae  productum 

r    je«,)       /(».,) /(».)      I 

Si  functio  f(x)  gradum  (ji— 2)  «on  assequitur,  factor  secundus  evanescit,  eoqiie 
igitur  casu  ip5a  evaneseit  summa  proposita.  Si  functio  f(x)  gradum  (rt— 2) 
assequitur  sive  fit 
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factor  secLindus  in  quantitatem  eonstantem  ß„_3  abit,  factor  priraus  fit      ,  i  ,  unde 
propositio  demonstrända  emergit. 

Ät    quicunque    sit   functionls   f(x)    gradus,    sequitur   ex    antecedentibus, 
summam 

_  V       C«,-«JV(«,)/(«.)  _ 
<p'C«,)y'(«.)(^"«,)(^"-"«.) 

a  producta 

tanlum  functione  variabilis  x  raüo7iali  integra  differre. 

Aggregatuin   uncis   inclusum  aequatur  co(?fficienti  termini  —    obvenlentis 
in  evolutione  fractlonis 

secLiiidum  variabilis  y  potestates  descendentes  instituta.     Unde  hanc  nanciscimur 
propositionom ; 

Propositio  11. 
Sit    <f(x)  =  (x-~a^(x  —  cc^...(x  —  a,^)    atque    f(x)   functio    variabilis    x 
rationalis  integra  quaecunque:  summa 


ratio 
venienlis  in  evolutione  fractionis 


tantum  functione  variahilis  x  rationali  integra  differt  a  coefficiente  termini  —  oh- 


f  variabilis  y  potestates  instituta. 
Designante  /(a:)  etiam  variabilis  x  fanctionem  rationalem  integi'am  quam- 
cunque,  prorsiis  eadem  via  invenitur,  summam 

(«,-«,)M/(«,)x(<'J+/(«,)y((^,)i 
y'C«.)y'(«.)(*-«,)(^-«,) 
tanlum  functione  variabilis  x  rationali  integra  differe  ab  aggregato  duorum  pro- 
ductorum 
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Unde  haec  emergit  propositio  aiitecedente  IL  geiieralior: 

Propositio   III. 
Sit    <p(x)  =  (x — «,)(a; — a^')...(x  —  «„),    sintque    f(x)    et    /(^)    functiones 
imriabüis  x  rationales  integrae  quaecmique:  summa 

tantum  funotione   variabilis   x   rationali  iniegra   differt   a   coefficiente   termini  — 
obvenienlis  in  evolutione  fractionis 

C^"y)l/(^)x(y)+x(^)/(y)i 

secundum  variabilis  y  polestaies  descendentes  insätuta. 

Functionibus  fraetis  etiam  secundum  variabUis  x  dignitates  descendentes 
evolutis,  si  terminos  in  x~^  ductos  inter  se  conferimus,  nanciscimur  formulam 

.(«-«J't/(«,)x(«.)+x(«Jj^(«Jl  _  f(^-y)i/-(^)xCy)+x(^)/(y)l\ 

<p'(«i)sp'(ß2)  l  v(ßd9(y)  L-^y-'-' 

qua  haec  continetur  propositio: 

Propositio  IV. 
DesignanHbus  <p(x'),   fix),   x(p)  variabilis  x  functiones  rationales  integras 
quascunque,    positoque   <f'(x)  =  -■  ^- s    ^i  quantitates  a^  sunt  radices  aequationis 
(^(x)  =  0,  summa 

(K-«,)'i/(«,)xCa,)+x(a)/-(aJ| 

ad  combinaliones  omnes  duarum-  aequationis  (f'(x)  =  0  radicum  diversarum  extensa 


Hosted  by 


Google 


560  DE  FRACTIÜNIBUS  SIMPLICIBUS. 

aequahitur  coeffidenti  termini  — ^ —  obvenientis  in  evolulione  fractionis 

(^-y)i/(^)x(y)+zG^)/(y)] 

secundum  utrmsque  variahiHs  x  et  y  poteslatßs  descendentes  instituta. 

m. 

Theoi-emata  in  sectione  secunda  proposita  confirmare  licet  demonstratione 
eins  simili,  quam  supra  (Addit.  II)  tradidi.  Fit  enim,  designantibus  quantitatibus 
TJ  indefinite  functiones  ipsius  x  rationales  integras 

(cia—(f,)'(ct,— «,)'(«,— K,)'         ,- 

^   ia,-a;f(^-^^^t(^-a^ ^  („ ,-.,)-(^-<,,)(.,-»,)  ^  (.,-a,)-(»,-»,)(^-^a,)  ^ 

Hinc,  posito 

D(a„  a„  «,)  =        |z(a,)f  (».)+  ):(a.)V(«,)l  /(«.) 
+  W'(«.) /(".)  +  !/'(«.)  ««,))zCo.) 

+  !/(«,)  z(",)+/C«.)j:(«.)l>f(«.), 

statuere  licet 

,.  (n.-».)'(a,-a,)'(ii.-a.)'g(-„ii,,a.)     ^  p 
'  Sf'(«,)!p'(nj9''(n,)(«—«,X«— "■)(«'— «.). 
!  aggi'egato  trium  produetorum: 

t  y'Co.X:.-«,)   +    !,'(«,)(«-«.)  <f'C«.)C'-«.)J 

(«-»,)"liC«,)*C«,)+z(«,)V(«,)l 


( 

z(»,) 

zC«,) 

)'*"■■ 

.(«. 

«=) 

)} 

>,)/(" 

^.)1 

t-"'- 

-«,} 

1  l'i' 

,,)(«,- 
*(«,) 

) 

-<',)'IV(«,)«% 

r 

VC«.) 

y) 

JzC« 

,)l 

i<f'( 

«,)(■«- 

-«,) 

-«..)'l««,)z(». 

f '(«,)»'! 

AJ 
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Horum  triiiin  prodiictonmi  faetores  priores  sunt 

Pori'o  si  e  Prop.  IV  additamenti  secundi  aliam  deducimus  loco  x  et  y  scribendo 
y  et  z,  ipsis  autem  /(«)  et  /(«)  substituendo  (x—a)f{a),  (x — «)/(«),  patebit 
tertii  producti  factorem  postei-iorem  aeqiiari  coSfficieiiti  termini  —5 —  in  evolutione 
fractioiiis 

9'(y)5P(3) 

Simili    ratione    daorum    quoque    alionmi    productoruin    factoribiis   posterioribus 

expressis  sequitur: 

I.  Posito  (p(x)  =  (a:  — «,)(x— «ä)"-(^— ««))  "^"^  designanäbiis  f(x),  /(■i'), 
yj(x)  alias  quascunque  variabilis  x  functiones  rationales  integras,  nee  non 

statuta  ^'(x)  =    -^  -  ,  summam 

(a-a,y(a-a,y(a,^a,yil(a„  a„  aQ  _       „  n(a,,  a,,  «,)    

y'K)y'K)<f'K)(^-«,)C'^-«,)(^-«.)  ^  Muv^(i>:-aX^-a,X^-a,) 

tanium  fimctione    variabilis    x    rationali  integra    discrepare   a  coefficiente 

termini  —„■-  in  evohitioiie  fractionis 
y-z  ■' 

(^-y)(^--^)(y_^)j/(^,  y,  z) 

Si  statLiitiir  /(.t)  =  x"~'',  ^{'i-^  =  x""',  atque  /(.r)  funetio  i'iitionalis  integra 

(■«  —  47'  üi'adus.   in  evoluttone   proposita  fit  termini  -^ —    coSffitiens  — — /-r-- 

Si  etiam  f(x)  =  a;"~'\  eiusdein  termini  coefficiens  fit r^--     Porro  ils  casibus 

evanescit  funetio  i'ationalis  integra,  qua  in  genere  utraque  expressio  proposita 
inter  se  differre  potest.     Unde  propositio  I  abit  in  I  additamenti  primi. 

Fractionibus  omnibus  secundum  descendentes  variabilis  x  potestates  evolutis 

atque  termini  —5-  co6fficientibiis  collatls,  e  propositione  antecedente  einergit 
form  11!  a 

,.  _  ,  «(«..  «,.  «.)  _  f  (.^-,»)(^-»)(;;-g)g(^.  s,  :)  \ 

in  qua  uti  placuit  notatione  Sect.  1  §.  8  proposita. 

Antecedentibus  erat  TIQi.;  ^,  ;)  fuiictio  trium  variabüium  .r,  y,  z  rationalis 
m.  71 
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integra  symmetrica,  sed  quae  foniia  special!  gaiidebat  aggregati  productonim, 
quornra  factores  singuli  siiigiilas  variablles  involvimt.  At  plures  einsmodi  fun- 
ctiones  addendo  proereai-i  potest  fuiictio  ipsanim  x,  y,  z  rationalis  integra 
symmetrica  qnaecnnque.  Unde  patet,  et  proposilionem  I  et  formulam  II  ante- 
cedentem  vaJere  ad  omnes  functiones  II(jt:,  y,  z)  rationales  iategras  symmetricas. 
Nee  non  eadem  via  ad  fimctiones  plurium  variabilium  pergendo,  obtinetiip  pvo- 
positlo  sequciiST 

P  i'  o  p  o  s  i  t  i  o    generalis  III. 
Sil  <f(x)  ^^  (_x- — «,)(a' — po).,,(^  — ß„),  sintque  f,,  f^,  .  .  .,  f„  variahilis  x 
functiones  rationales  integrae  quaecimque,  po)-ro  sit  Jl(Xj,  x^,  . . .,  x^)  qiian- 
titatum  Xy,  x,j,  .  .  .,  %  functio   rationalis   integra  symmetrica  quaecimque: 
positis 


h-0-- 


ad  k  quaelibet  ex  elementis  a,,  «a,  .  .  .,  «„  externa  aut  aequat  aut  tantum 
functione  variabilis  x  rationali  integra  differt  a  coeffidente  termini 
—       ^:-r, :: ■  in  evolutiotie  fractionis 

secnndum  descendentes  variahiUimt  x,,  x^,  . . .,  Xi_i  potestates  institnla, 
summa 

3/,„ , 

aeqmt  coefßcientem  termini  — T^tzr 2 '"  evolntione  eiusdein  fra- 
ctionis secundum  omnium  oariabilium  potestates  descendentes  facta. 


(»,-«.+,)(",-«.,„: 

)-(«-0 

1 

)...(.,-.„)  l 

l  («.-«,+,)(» -«.,,: 

)...(«.-ol 

(i-,.,)(^-^,).. 

.C--^— ,_,)(' -^„)- 

(.«,— ^,).. 

•(^— '.-!)(.',-'.-,) 

(•^t-s— s-l). 

öCo,,»„... 

. «.) 
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81  in  functione  JI  vaiiabilium  nullius  potestas  superioi'  (ji  —  ^)'**  repcritur, 

atque  fractio  proposlta  secundum  descendentes  potestates  variabilium  x,,  .«2, .r, 

evolvitur,  termini -— ^.  eius  evolutlonis  cogfficiens  aequat  coefficientem  termini 

Xi  x^  ...x"  in  ipsa  functione  H.  Unde  si  ponitLir  i  =  k^l,  propositio 
generalis  §.15  tradita  emergit.  Si  ponituv  {  =^  k  aLque  II ^  x''~  Xi~  ...x^Z^,  se- 
quitur  e  propositione  praecedente  formula  elegans 


Propositio  generalis  lü  ad  ipsum  quoque  valorem  k  ^  n  valet.  Pro 
quo  ipsi  -Mj,2„,i  substituere  debemus  ^imtatem.  Unde  e  propositione  generali 
eruitur  haec: 

IV".  Designante  II(cc,,  a-,,  ....  a„')  funclione^n  rationalem  integram  symvietricam 

quamcunque,  fracfionem 

aui  aequare  aut  iantum  functione  variahüis  x  ratioimli  integra    differre  a 
coefficiente    termini  ■   „_:|----|i in  efolutione  fractionis 

secundum    quantitatum    x^^,   x^,   . . .,  x„_,    dignitates    descendentes    institiita; 
ipsam  functionein 

II(a„   a,,   .  .  .,   a„) 

aequare  coefficientem  tennini  — „  ^,1  „_~ *'"  ei'olutione  eiiisdem  fractionis 

secundum  omnium  x,  x^,  Xj,  ,  , .,  x„^i  potestates  descendentes  facta. 

Scilicet  propositio  antecedens  de  generali  III,  valori  k  =  n  —  1  applicata, 
eadem  ratione  deduei  potest,  qua  supra  e  propositione  valori  k  =  2  respondente 
aliam  ad  valorem  k  =  3  pertiiientem  dedaxi. 


Designemus    per   S[F(tt,,  a.2,  ....  k^)]    suminam     \.2...k  quantitatun: 
functione    F(a^,  ci^,  ...,  ß^)  permutatione    argumentorum  «1,    a.^,   .  .  .,   o,.    [ 

71* 
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venientiuin;  sitque  S[±/''(«,,  a.,.  ...,  «*)]  fuiictio  definita  per  formiilam 

qua  iiidicatur,  valori  permotatione  elenientoruin  «,,  «;,,  ,  ,  .,  ß^  e  functione 
jF(ai,  «2,  . . .,  ßj)  provenienti  sigimm  +  aut  —  trlbuendum  esse,  prout  eadem 
permutatione  prodnctum  ex  elementomin  differeiitiis  conflatum  P(tCi,  a.^,  .. .,  a^) 
aut  immutatum  maneat,  aut  signum  mutet.  Constat,  si  F(a,,  a.,,  ...,  a,,)  sit 
functio  rationalis  integra,  tieri 

S[±F(ß,,  a..,  ...,  «,.)] 

i'unctionem  rationalem  iiitegrani  syinmetricain.  Quae  si  in  propositione  generali 
III  §.  pr.  ipsi  n  substituitur,  sequitur: 

I.  Bexignante  F  funcäonem  rattonaJem  integram  quamcunqite,  summam 

, g[±f(«,,  «„■■■,«,■)]  ^ 

-  i>„  a,,  ...,  «Ji/,,.,{v.-a,)(^-«,). ..(*-«,) 

aut  aeqtuire  aut  tantum  functione   variahilis   x    rationali    integra    diversam 
esse  a  coe/ßdente  termini  — ^^^  ^^^ in  evolutione  fractionis 

5P  W  y  (^1 )  if  C-^^s  )■■■?■  C-^t-i ) 

secundum    potesiates    descendentes    variahÜiuin    a:,,    x^,    ....  ,i',._i    instUuta; 
summam 

^   8[zhf(«„a„...,  aj\ 

"  P(a,,  ß^,  ...,  ff„)jl/,.a * 

aequare  coefficientem  termini  —^i~"  ^-i ^'^  evolutione  eiusdem  fractionis 

secundum  omnium  x,  x,,  x.i,  . . ,,  a;,..,  dignitates  descendentes  facta. 

Signo  dupliei  ^'6'  semper  innuo  ex  elementis  a^,  a^,  . . .,  «„  omnimodis 
eligenda  esse  k  diversa,  haec  omnimodis  inter  se  permutanda  atque  omnium  ex- 
pressionuni  provenientium  instituendam  esse  siimmationem. 

Si  rursus  ponitur  k  =  n,  propositio  antecedens  in  hanc  abit: 
II.  Qnantilates 

Ö[±F(«i,  «:,■  ■■■,  «„)]  S[±F{a^,  «,,  ...,  «J]    ■ 
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ükim  (ml  aequare   mit  tantum  functione  ipsius  x  rationali  integra  differre  a 
coefficiente   termini    —^-_^   ^_^ in  evolutwne  fractionis 

.    ■■a4.-)^C±J-(^.^p^.,  ■■■,  .^._.)] 

secundum  ipsarum  a-,  ,,r^,  ...,  ;r„_,  dignUates  descendentes  instituto,  haue  aequare 

coefficientem,  termini  —- — — — in    evolutione  eiusdem  fractionis    se- 

cundum  ownium  x,  x,,  x^,  ...,  x„  dignitates  descenderdes  facta. 

§.3 
Si  fiinctio  aliqua  *?(x,  a^i, ...,  x^_^  secundum  omiiium  variabilium  potestates 
descendentes  evoluta,  permutatione  variabilium  in  functionem  4>(Xi^,  .t,  ,  . . .,  x^     ) 

abit,  huiiis  evolutae  terminus  — ^-rv+i 1 — +r  P-O'lein  gaadet  coefficiente  atque 

terminus    — - — -    in    evolutione    functionis    a;''a;"'...a:J^i??(Xf^,  x,^,  . , .,  x,^_). 

Jam  si   in  hac  functione  instituitur  elementorum  pennutatio  inversa,  i.  e.  loco 

ipsorum  x^^,  x,^, ...,  x^      restituuntur  elementa  x,  x-i,  . . .,  x^__-^,  terminus 

non  mutabitur,  ideoque  cogfficiens  termini  — ^^_^^  ^_^, — :j:j-  in  evolutione  fun- 
ctionis 'P(^'i_^,  3:,^,  . , .,  3.',j_,)  idem  erit  atque  termini in  evolutione  fun- 
ctionis  X  ''x^''...XiiJ^''^(x,  X,,  ...,  Xi-^-f). 

Hinc,  si  coSfficientes  illi,  pro  omnibus  elementorum  permutationibus  eruti 
signieque  +  aut  —  pro  ratione  usitata  afiecti,  inter  se  adduntur,  sequitur, 
coefficientem  termini 

— ^^^   ^ _i_, — — ;; — qip     in  evolutione  functionis     S[±(l>(x,  x^,  ...,  ^^_.)] 

eundem  esse  atque  termini 

in  evolutione  functionis    <!>(,«,  ^^,  ...,  ^i_,)S[zh(a;%"'...^^''^y|)]. 

Ubi  fit 
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erit 

s^±(./-^<-^..^;_^,<:_^)]==p(^,  ..^, ..., .,,_,). 

unde  coefßciens  termini 

— (T^fZT — ^1 —     *'*  e>-'olu.tione  Junctionis     B\±<l>(x,  w^,  ....  'T^_J] 

idem  fit  atque  termini 

in  evoJutione  functionis     PQe,  .f^,  .,.,  •i\_^<V(.x,  «^,  ...,  .Kj_j). 

Cujus  lemmatis  ope  e  propositione  I  §.  pr.  eniitiir  haee: 
I.  Surmnam 

^   S[±f(...,  a,,...,  aj\    _  ^i>„»„  ...,  a,)Si±I'\a^,  «.„-■■,«,)] 
-  P(«.,  «,,  ...,  «t)A/,,,„„,,         "  y'(ß,)y'C«,)--iP'K) 

aeqiialem  esse  coefficienti  termini 


m  evolutione  fractionls 


ideoque,  posito  k  ^  n: 
II.  Expressionem 

S[±F(a^,  «„  ■■.,  Q]  _   f(«„«„  ■■■,  «J^[dzF(a^,  «„  ..„g^)] 
^     ^^  P(«.,  «„  ...,  «J"""       "  "'  y'(«i)y'(«,)-9K) 

aeqicalem  esse  coefficienti  tei-mini 

in  evolutione  fractionis     ^ ,  .  "7' , ,  '  ■  . — ■ — '—  — 

Hae  propositiones  cum  üs  conveniunt,  quas  tradidi  in  Diario  Crelliaiio  (Vol.  XXII) 
[Pag.  441  huius  vol.]  in  commentatione:  de  functionibus  alteriiantibus  earumque 
divisione  per  iwoductum  e  differentiis  elementorum  conßatum.  Quas  ibi  deduco 
ex  alia  propositione,  quae  sie  exhiberi  potest: 

Propositio  ITT, 
Functione 

P(^,  ^^,  . ..,  ^,_JF(^,  ..,,  ■■■,^,_,) 


secundum  omnium  x,  x,,  ...,  x,^i  dignitaies  descendentes  evoluta,  reiectisque 
terminis,    qui   non  simul    owinium   x,   Xi,    .  .  .,  fl:t_,   dignitatibus    a/ßciuntur 
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negativis,  ecdem  retnanet  series  aique  provemel  de  evolutione  expressionts 
^X«„S,  ■■■,  'O 


=  (-ir 


«^;i  mmmationes  signts  ^  et  S  indkatae  ampUctuntur  expressiones ,  quae 
onmibus  modis  ekclis  k  diversis  ex  elementU  «,,  ru,  ....  ce„  üsqne  omnihus 
inodis  inter  se  pemmtaiis  proveniunt. 

Demonstratio  huius  propositionis  nititur  lemmate,  designante  f{x,  y)  fun- 
ctionem  rationalem  integram,  functionem  (^J,_-.  secundum  utrmsque  x  et  y 
dignitafes  descendentes  euohitam  non  gaudere  termüns  i^üivd  ntrinsqiie  x  et  y 
dignüatihiis  negativis  affectts. 

Qiiod  facilc  sequitur  ex  aequatione 

^—y        ^  _  1    _     i_ 

(■^-«)(2/-<^)       y-o.     V^a- 
Unde  statin!  etiaiii  hoc  sequitur,  fractionem 

secundum  omnium  x,  x^,  .  . .,  Xi_i  digmtates  descendentes  evolutmn,  quoties  binae 
quantitates  a,  h,  . .  .,  h  non  omnes  inter  se  dioersae  existant,  nuUis  gmidere  ter- 
minis  simul  oinnium  x,  X-^,  .  .  .,  X).  i  dignitatihus  negativis  affectis. 

Evolutionibus  semper  secundum  omnium  variabilium  dignitates  descendentes 
institutis,  indefinite  ipsis  ü  designentur  functiones,  in  quai-um  evohuione  unius 
vel  alterius  variabilium  dignitates  positivae  reperiuntur.     Hinc  singulas  fractiones 

— -j^-r ,  ■—-? — \,  ■  ■  ■;  — / r  resolvendo  in  siniplices,  omniumque  multiulieationem 

iiistituendo,  designante  F  functionem  rationalem  integram  quanicunque,  sequitur 
ffe^„  ....  ^._,)Ffe^„  ....  ^,_,)_ 


,SS 


<f'C«,)»'(«,)-f'(%)(^-«,)^-<",)-(^,_,-«,)- 


Ubi  singularum   fraetionum,    quas  summa  antecedens  aniplectitur,   numeratores 
secundum  ipsornm  x^ — «,,  qui  respective  denominatorum  factores  sunt,  potestates 
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evolvuntur,  ex  omnibus  praeter  primum  evolutionis  teiininis  nascuntur  fun- 
Ctioiies,  quas  ad  ipsani  ü  relegare  licet.  Unde  summae  praecedenti  substituere 
licet  sequentem 

r  f(°.,  »„  ...,<..)f(°,....,  ...,«.)  1 

-  L  .,'(<,,),■(«,).. ■»'(«.)(*-«,)C-»,-«,)-h._,-o,3  J' 

qiiod  pi'opositionem  demonstrandam  suppeditat. 

Ponendo  n  =  i  e  propositione  III  sequitur 


(_l)i« 


_PC«„  «,.  ■•■,  «.)(^-«,)C^-i.,)...K_-<..)J 


«(«,)<I.(o,). ..*(«,) 
siquidein  statuitiir 

Hinc  e  propositiüne  III  uruitiir  sequens  fornmla: 

IV.  (-if ">-^s [^- „.,....„,;g:x;.)^-.)...(^d^^ 

-^i,3,...A*(«i)*K)-"*C«(-) 

9(-«)y(^i)---yK_i) 
ubi  binae   (7  non  pro  aequalibus  habendae  sunt. 

Si  jn  formula  antecedente  ponitur  F  =  1,  fractiones  ibi  in  considerationera 
vocatae  evolutae  nullos  amplectuntur  terminos  nisi  ex  omiiium  variabilium 
dignitatibus  negativie  conflatos,  unde  binae  U  evanescunt.  Eo  igitur  casu 
eruimus  aequationem 

V.  (-if "-'ijss [-p(i;ri,-r. . ,  o.)J/, , . .(■•- «,x-''r-s)-('.-i-«J ] 

-  j/,.  ,ci>(o,)»(«,),..<i)ci.r    ?>«»(-»,). ..»(.•■,_,)' 

Si  ponitur  F ^=  Pix,  Xy,  ...,  Xk_^).  ex  eadeiri  formula  IV  sequitur 

VI.  (_i)l'l'-').j      1    _sr^ ^ 1^^ ,1+D 

_  ^.        P'fe  » ,»>-.)  „_   J"fa  f..  ■■■■  ^1^,) 

-  Ji,._  .»(o,)<C(i.,).. .»(».)  "^  <,(^)y(^,). ..»(.,._,)  • 
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Si  poriitur 

F{.,  ^„  ...,  x,_,)  =  y'W!f'(«,)...<f'C^,_,), 
fit 

F(a,,  «„  ...,  ii,)  =  (— l)'*'"'P'(o„  <!„...,  <i,)*V.,>' 
ideoque 

r          PC«,,  a.,  ..  .,  kJ  1 

VII.  ssU >'     '  ,     }^' A  +  U 

_  p(j, .;,, ..., j;.,,)if'Wf'(-',)--y'(-',_,)       pfe ■»,,  ■■■. "i-ijf'wyc»,).- -^''fa^i) 

^^  *(o,)<t(a,).,.*(o,)  "''  y(i)9(i,)...y(«,_,) 

In  tribus  formulis  antecedentibus  si  poiiitiir  k  ^  n,  fit 

r  1  1        -P(",,  =■■  •■■.  "  )-Pfe  •»,.  ■■;  '    ,) 


(«^-«,)(*-«,)...C^._,-«,)  J  (pW(p(^,)...y(*._,) 

P-(»,  ^„ 


j(i)(p(j!,)...sp(j!._,)  P(o,,  u,,  ...,  «.)9>Wcp(»,)...(f(»,_,) 

§.4- 
Sequitur  e  propositioiie  III  §.  praeeed.,   designante    U  variabilis  x   fun- 
ctionem  rationalem  integram,  statui  poase 

^  ^       L  p(ß„  «s, ...,  ß,)i/,,s,...,*(^-«,)  J 

Statuamus  esse  F(a^,  a^,  ...,  a^)  functionem  ipsarum  «j,  «.,,  .  .  .,  «^  symmetricam 
F(ai,  «2,  . ..,  cft)  =  Jl(aj,  «2,  ...,  «t),  Omnibus  modis  inter  se  permutando  eie- 
menta  a^,  a^,  . . .,  «j  et  expressiones  provenientes  addendo,  e  functione 


naseitiir 


Porro  ipsura  «i  cum  a^,  a^,  ■■•>  «t  commutanius  et  summationem  instituimus, 
unde  iam  summatio  ad  omnes  ipsarum  «,,  a^,  . .  .,  %  permutationes  extensa 
est,  ex  expressione  antecedente  eruinius 

1       _  ____ 

(^-ß,)(-^-".)-"-C'^-«.)  ■ 
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Hinc  substittieiido  simul  F  ^  IT,  summa  duplex  in  hanc  ablt 

*    '        K. .(*-.,)c^-.,)-..(— ..)• 

ideoque  fit 

|f(^..r.,...,  .._.)n(.,  ......  .^,)( 

1  (f«»(-',)-.»C-._,)     '       I  , 


quae  est  pi'opositio  generalis  I}I  §.  1  tradita. 

Simiii  modo  e  prop.  III  §,  pr.  eruitur,  designantibus  a^,  a.,,  .  .  .,  «,.  quae- 
eanque  i  diversa  ex  elementis  a, ,  ßj,  ...,  a^,  fieri 
(ffe^,,  ...,  ».„)B(».,  »,....,  y,_,)\ 


=  (-lf'"'^^^^--^'^«S|^, 


_  f„,  j"-'  v^C«..  «„.■■■%)    r ^('■:+,.  "m °.) ] 

^       '  *  M,, ,  ^LP(«„a„   ...,o.)(^-a,)C» -»,)...(*,_-«,)]• 

ubi  duplici  ä  innuo,  distributis  omnimodis  k  elementis  in  duas  classes  i  et  k—i 
elementorum,  cum  i  tum  k  —  i  elementa  omnimodis  rursus  inter  se  permutanda 
esse ;  Simplex  autem  S  tantum  terroinos  amplectitur  permutatis  i  elementis 
provenientes,  cum  functio  reliquorum  k — i  respectu  iam  symmetrica  facta  sit. 
In  formula  V  §.  3 

(-1)'      '  2S  [p(^^^^  ^^^  _^^^  ^j3/^^^ ^(^_„^)(j._ß^)...(^^__«jj 

si  ipsi  n  substituimus  /i,  ipsi  k  autem  i,  atque  observamus  fieri 

l'(a„a,,  ....  g.) 


eniitur 


C-lf"-'>«b(„;, 


f(«„ 
n«,+,.  «,«.  ■■-.«.) 


■.,«.)(•«-«,)(»-«,).■■(■• 


■. «.) 

Pfe..,,.. 

■.  ■»,-,) 

iP(o,)9i(a,) 

■-.«'(«,)' 
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siquidem  signo  S  hie  ut  supra  innuimiis.  ex  k  elementis  omnimodis  i  eligenda 
atque  haec  omnimodis  inter  se  permutanda  esse,  atque  functione  ^(«)  desig- 
natiir  pi-oductum 

Formuliim  antecedentem  substituendo  iianeisciniLir  liane: 

I  pfa ...... .^.„)jfr,»„.....^,)) 


,  n(a,. 


.  H)Pi'^ 


-,) 


ubi  U  est  variabilium  x,  x^,  .  .  .,  x^  functio,  quae  secundam  earura  dignitates 
desceiidentes  evolutu  termino  nullo  gaudet  oinnium  dignitatibus  negativis  affecto. 
Quae  formula  est  propositionis  IIT  §.,  1  amplificatio. 

§.5. 
Evolutiones   antecedeutibus  institaendas  accHratius  examinemus.     E  qua- 
dratis  diifercntiarum  elementoram  x,  x^,  . . .,  Xj^,  facto  producto  P'(x,  x,,  ...,  Xi,_^), 
statuamus  eius  terniinum  esse 


evoluta  fractione 


P\^,^„ 


(p(,e)9)(jt,)...9)(*^_,)  ' 
positoque  JH-p.— m,.  =  ^,  +  1,  ex  eo  termino  prodibunt  evoiutionis  termini 


designantibus  0  summas  combinationura  cum  repetitionibus  ex  elementis  «i , 
«2,  ...,  «„,  indice  p  exhibente  numerum  elementorum  sive  aequalimn  sive 
diversorum,  e  quibus  singula  producta  conflantnr.     Oonstat  eiiim,  evolutae  frac- 


tionis  — ^^  terininum  generalem  esse 


Hinc  formula  VI  §.  3   suppeditat  aequationem 
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in   cuius   dextra  parte  ipsis  c,  m,  m,,  .  .  .,  m^^^  valores  omnes  competunt,  pro 

quibus  cx'^x"" ...x'ilj^  est  termiiius  evolutionis  produeti  P^(x,  x^,  . . .,  x^_^')  atque 

nuineri  q-htti,  ^i+m,,  .  .  .,  qt_i-\-mi,_i  ipsam  n  —  1  aut  aequant  aut  siiperant. 

Si  i  =  2,  fit  P^(x,  x-^)  =  x^+a^f— 2xXj,  ideoque 

aut  m^  2,  TTii  ^  Ü,  c  ^  1 ;  aut  m  ^  0,  m,  ^  2,  c=\;  aut  ?7i  =  m,  =  I,  c^  — 2. 

Hinc  eruitur 

a'.a'.'-A-a'.'al         n+i—n  ^,+i-n      u,-i-s-i  o+i— i         o-i-s— «  ?,+!— n 

6'     . 


M» 


In  qua  formula  sicuti  in  sequentibus,  si  index  ipsius  C  negativus  evadit,  ipsum 
G    evanescit,    si    index    ipsius    C   evanescit,    ipsum   C  unitati  aequandum. 
Si  q  ^  q^,   fit: 


^.41^'T 

„«-._.-g-.^ 

'si  q,  -- 

=  n  — 2,  fit: 

^  <-'«i+or'«; 

=  6''  C  "  —  2   <: ' 

1  =^  q,.^  n—l.   eruitur: 


ideoque  summae  ambarum  quantitatum  «,,  a^,  .  .  .,  a„  aequale. 

Ut  formulae  eruantur  maionbus  ipsius  k  valoribus  respondentes,,  obeervo, 
generaliter  obtineri  evolutionem  produeti  ( — !)=***""  1*^(3:,  ic,,  .,.,  Xt^^),  si  primum 
formeiur  determinana  poteslatum 


ac  deinde  in  quoque  eins  terrnino  elementa  x,  x^,  .  .  . ,  X),_^  omnimodis  pei'mutentür. 
Ita  potestatum 


fit  determinans 


ideoque,  si  functiones  symmetricas  uno  eorum  termino  uncis  incluso  denotamus, 
-F^C^,  *„  ^,)  =  6^■■■^>^+■i(^*^,*J-H2C^"^;)-2(^,.;^D-C■^^<)- 
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Hinc  si  terminorum  generaliter  diversorum,  qui  ipsos  q,  q^,  q,  peramtandö  ob- 
tinentur,  tantum  onus  aliquls  seribitur,  eruitur  haec  formula: 


- 

-2 ! 

»>,+■■■ 

-  = 

'*c  ■ 

"■T- 

'■*s- 

_l_... 

"im 

-2^0- 

' "  C~' 

-t 

V- 

■) 

+2(   C 

.  „+;-, 

'  '"c" 

+•■■ 

■) 

-2('r 

c 

,„-g- 

+■•■ 

■) 

-6  -r 

••■r 

■  «>+?■■ 

Si 

numerorum  g,  5,. 

■  1: 

duo  vel  omnes  tres  inter  se 

aequales 

existunt, 

inter 

se 

peraiutatione 

supersed 

eri 

potest, 

modo 

factor    numericus 

Hinc 

si  q 

=  5,  =  5 

„   fit 

- 

-z- 

1  =  T' 

^- 

"'T-^r 

1  5+4— n 

C"    +2 

c     c 

'  C   - 

^•T 

'  'r 

Si 

i- 

=  «. 

=  q,  =  n 

-2 

,  fit 

n— S    1 

,.-: 

^u-C— 

1  i 

ideoque    summae    ternarum    quantitatum    «,,   a^, 
secundam  antecedentibus  probatur: 
IL  Summa 

^^K<...<.-,] 

aequaltsßt  aggregato  determinantium,  quae  permutnndo  numeros  q,  q,,  ...,  q^_, 
'  e  determinante  quaräitatum 


C  C        .  .  .         C 

Si  complures  quaiititatum  q,  q„  ...  inter  se  aequales  fiunt,  aequalium 
inter  se  permutatione  instituenda  cum  in  formanda  summa  S[alccl'...ctl*-^^,  tum 
in  foraiaiidis  determinantibus  supersedere  potest,  quia  summae  inter  se  aequales  per 
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eundera  numenim  multiplicantur,    Casu  speclali,  quo  q^q,^---  =  q/,_i^n — k-\-l, 
summa 

n-i+l     «—1+1  n-k+l 

^^ — kzr" — 

aequatur  deterrainanti  qiiantitatum 

C      \       0      .  ,  ,     0 
C     C       1      ...     0 


C     C      0     .  .  :    a 
Hoc    autera    determinans    generaliter    aequale  -fit    sumiiiae    productorum 
(^  — re)-ärum  diversarum  e  quatjtitatibus  «i,  a^,  .  ■  .,  a^:  qiiod  sie  demonstro. 
Ponendo 

fit 

unde  habetur  systema  aequationum 


CA—      A  =  0, 
CA—C  A-h      A  =  0, 

CA—  c' A-+-'c  A hC— ))M  =0. 

Qiiae  sunt  aequationes  lineares,    in  quibus  pro  incognitis  habentur  quantltates 

A,  — A,  A,  .  .  .,  ( — 1)*A,  pro  datis  quantitates  C,  C,  ....  Unde  per  notas 
formtilas  generales  resolutionb  aequationum  linearium  invenitur  A  aequalis 
functioni,  cuius  namerator  est  determinans  supra  propositus,  denominator  autem 
est  unitas ;  q.  e.  d.  Generaliter  antecedentibas  patet,  quomodo  coefßcientes 
serierum  divisione  proveiiientium  ad  determinantium  formam  revocentur. 

§■  6- 
Propositionem  antecedentibus  inventam,  designautibus  A,  A,  .  .  . ,  A  com- 
binationes  sine  repetttionibus  ex  elementis  «i,  a^,  . .  .,  a„,  ita  ut  sit 
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designante  porro  iVf.j.^,.  productum  e  kin—k)  factoribiis,  qui  detrahendo  7t  — k 
quantitates  ß,._j., ,  ßj_|_j 


fieri 

I.  A=l 


1 C«, -«.«)(«,— „)■• 

(».-«.+,)(«.—.+,)- 

■(«.-o.). 

etiam  sequenti  modo  demonstratur.     Scilicet  e  formula  nota  hie  iam  saepius  in 
usum  vocata,  productum  e  differentiis  quantitatum  x,  a^,  a^,  .  .  .,  «^ 
P(^,  a„  a„  ....,  «J  =  -P(«,,  S'  ■■■'  «„)(^-«,)C'^~s)-'(-^-«J 
aequatur  deteirninanti 

in  qno  igitur  determinante  si  colligimus  tertninos  per  .x""*  multiplicatos,  eorum 
aggregatum  aequari  debet  qaantitati 

(-1)^P(«,,  a^,  ...,  aJA, 
unde  fit 

F(a^,  ß,,  ■. . .,  ajA  =  ■Si«-'...«;-*^^«;:;^-'«;-^ -...«^ 

ideoque 

t;         ^  ±  ß"  a "  ~\ . .  ß"^''^'  ((-"r;*"^  a"~'""^ . . .  H " 


PC«,,  «„  ...,  «j 

Permutationes  elementorum  a,,  «g,  . . .,  a„  ita  adoniemus,  ut  m  elementa  omnibus 
modis  in  duas  classes  k  et  n  —  k  elementorum  distribuamus  atqiie  pro  singulis 
distributionibus  utriusque  classis  elementa  seorsim  inter  se  permntemus,  Siniul 
pro  singulis  distributionibus  substituendo  formulas  hulusmodi: 

PC«.,  «„  ...,  aJ  =  P(a^,  «„  ...,  <r,)P(«^„  a,^^,  ...,  aJM,^ ,, 

determinans  ad  dextram  sie  exhiberi  potest: 


"  *,,w  l-P(a„«.,...,„,)J"LPC<.,+„<-„.  ■■■■«.)  J 

At  siimmae  signis  S  denotatae  unitati  aequales  sunt,  unde  fit 


q.  d.  e. 
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Eadem    methodo    ad    formulas    multo    generalioi'es   pervenitur,   videlicet 
solvitur  problema,  designantihus  m,^,  m,^,  .  ,  ,,  m„  exponentes  diverses,  quotientem 
2d^a"'a"'\..a"'» 


per  elemeniorum  «„  «g,  .  . .,  a„  combinationes  sine  repeütionibus  A  exprimere. 
Sit  r«!  maximus  numerorum  m, ,  /%,  .  .  .,  m„  atque 

espresBio  illa  evadit  deterrainans  ?■"  gradus  ex  ipsis  A  formatum.  Sint  p^, 
p^,  .  .  .,  Pr  numeri  integri  positivi  diversi,  qui  una  cum  numeris  m^,  m^,  .  .  .,  m, 
seriem  numerorum  natura]ium  a  0  usque  ad  «ii  constituunt,  positisque  r  quan- 
titatibus  X,,  x^,  .  .  .,  x^,  consideremus  terminum  x^'x^\..x'^''  in  evolutione  produeti 

E  formula 

in  qua  sub  signo -^  exponentes  U,  1,  2,  .  .  .,  mi  omnimodis  inter  se  permutandi 
sunt,  eruitur 

e^zh«;- «;'=.. .«;'", 

designante  e  aut  +1  aut  —1,  prout  productum 

-PCPi.  P,,  ---^  Pr^  -»*,>  ^a,  ■■■,  ™„) 
positive  aut  negative  valore  gaudet.     At  e  formuia 

=  PC«,,  s, . . .,  »j^±*r'<-',../.»(^,)y(^,)...y(«,), 

cum  sit 

9!(a^)  =  ^''~-i^"-i+^^"-2 ±A, 

eiusdem  termiiii  coefficiens  eruitur 

(—iyp(a^,  ß^,  ...,  aJ2±"A"""  A   '...   '    A       , 
designante  s  summam  ipsorum 

^i—Pv    »»1— Ps— 1>     ■  ■  ■.    m^—p^—r+l, 
quam  observo  esse 

8=:m|+m^H h«»„— iw(«— 1). 

Sub  signo  -£' numeri  p,,  p.,,   .  .  .,  p^  omniuiodis  inter  se   permutandi  sunt, 
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et  post  l'actas  permutationes  quodlibet  A  indice  aut  negative  aut  ipsi  n  superiore 

affectum    ponendum  est   =0,    indice    0    affectum    =  1.      Utraque    coefficientis 

termini  xtxl'...x^^  expressione  inter  se  collata  eraitur  formula  generalis: 

e2±a"''a'"\..a'"'-  »,-p,  ■«,-?,-!     »'-Pr-'-+' 

11.  y^---^—^  =  (_-iy2±A        A     ...       Ä       . 

Si  ponitur 

*"i  — P,  =  ^i ) 
quantitates,  e  quibus  determinans  ad  dextram  formandum  est,  fiunt 


Statuamus    ex.   gr.   n  numeros  Wi,   m^,    .  .  ,,   m„  esse   omnes  iiide   a  n-4-r  — 1 
usque  ad  n  +  r  —  k  omnesque  inde  a  n — k — 1  usque  ad  0,  quo  casu  erit 


porro 

sequitLir  propositio: 

designatis  A,   A,   . .  ., 
repetitionibus,  summam 


aequalem  fieri  determinanti  quantitatum 


'  P(u 

p   «21   ■ 

■■.«.) 

-  o,'-'«; 

"'■■■< 

]c.r   »w  «w  ■■•«. 

.P(o„  a„ 

jJ^L^"«. 

««.„•■•,«.) 

■'a;*^' 

—<•'*"'' 

"..., 

■^ 

«  =  c- 

-l)"  =  l 

■-tf: 

Ä  elementorum 

,   ß,  combinati 

«a"*"^  *. 

..<-"' 
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Si  r  ipsum   n  seii   elenientorum  numeriim  superat,  .  fit  Schema  indicum 
quantitatum  A,  quarum  deteiininans  est  formandum, 

k  k-\-l     .  .  .     n  *  ...*  ...* 

^—1     k  ...     n—1     n  *     ...     *  ...     * 


0 

1 

0 

.   .  .     n—k     «— i+1 

■  ■     " 

* 

* 

,     *    0     1 

* 

*  *     U         1     k,     ■ 

tibi  tot  reperiunttir  serles  completae  0,  1,  .  .  .,  h.  quot  uiiitatibus  numerus  n 
ab  ipso  T  siiperatur.  Si  A  =  1,  determinantis  valor  quantitati  C'  aequalis  fit; 
si  r  ^  k,  in  ipsam  A  redit, 

§.7- 
Revei'tor    ad    foi'malas    generales    §.  5   propositas,   in   quibus  si  ponitur 
k  =^n,  nascitur  propositio,  qua  quaecunque  functio  symmetrica  per  combmationes 
cum    repetitionibm    exprimitur.      Etenim  si  functioiies  symmetricas    uno    earum 
termino  uncis  incluso  denotamus,  sequitur  e  11  §.  5: 

I.  ßeri  («1  «2 . . . «'""')   aequale    summae    determinantium ,    quae   permutando 
numeros  q,  g,,  .  . .,  q,,_^  e  determinante  nascuntur  quantitatum 

C  C         .  .  .       C 

"~C  (f '       ...       C 


C  C         .  .  .       C, 

uhi  permutatione  aequalium  supersedendum. 
Exempli.  gratia    examinemus,    quaenam    hac    ratione   pro    summis    potestatum 
eruatur    formula.      Pro    bis    omnes    quantitates    q,   q^,   .  .  . ,   q^_,   praeter  unam 
evanescunt.     Unde  ut    scbemata  quantitatum,  e  quibus  determinantia  formanda 
sunt,  eruantur,  in  sehemate  quantitatuna 

C     C     t    ...   'c 
C      C     ~C     ...    'c" 
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saccessive  in  prima,  secunda,  . .  .,  n"'  verticali  indices  ipsorum  C  eodem  numero  q 
augeiidi  sunt,  dum  in  reliquis  verticalibus  immutati  manent,  post  quam  aiigmen- 
tationem  factam  singulis  casibus  quantitates  C  indice  negativo  afFectae  nullitati 
aequandae    sunt.     Determinantia    n    systematum    quantitatum    sie    provenientia 

inter  se  iuncta  aequabuntur  summae  fir'+ß'n ha'.      Quam    determinantium 

summam  hoc  modo  obtinere  licet. 

Formentur  ad  instar  aequatlonum 

(^ 3//+     y,^  c  , 


n  systemata  aequationam  linearium  tribiiendo  suiicessive  indici  i  valores  0,   1, 
2,  .  ..,  n—\. 

E  primo  systemate  eruatur  valor  ipsius  y^,  e  secundo  valor  ipsius  yl,  e 
tertio  ipsius  y'^  et  ita  porro,  erit 

ai+a^-^ h«„*  =  y,f^y[-^ ^y^n-i'- 

At  generaliter  si  evolvirnus  productum 

iy-x"-'  +y[ x'~^+yl'.t''-'+  ■  ■  ■  +yf "")(^ H ^ H St  + " " " ) 

y.x"-^  -^-y-x"  ""'+3/,"  ^""'h H  j/I""'^ 


x'—Aw"  '+Äa:''   ^—■■•±A 
secundum  aeqiiationes  lineares  propositas  eruimus 

q—i             5+1— <               9+S— ,-                            9+<i— 1-1 
C                    C                       C                                      C 
-^-\ p 1 ~, 1 h^ h" -, 

unde  fit 

yf^''~'-hy.x''~''+y'.'as''-'^-i hu'l"'^ 

=  (^W^"-+i^"-^— .±i)(4--H^-i-^+-)' 
Hinc  aequatur  ^/J''  constanti,  qua  afficitm-  evolutio  producti 

q—i  q+i—i  q 
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ideoqiie  aequatnr  J/o  +  yiH \- y^-i    constanti,  qua  afficitiir  evolutio  producti 

(x"—Ax''-'  +  Aw''~^ ±:A)(- 

sive  cüöfficieiiti  termini    —  in  evoliitione  producti 

Jam  si  reputamus  functionis  rationalis  '  diiferentiale •  evolutum  potestate 
variabilis  (—1)"  vacare,  ei  cogfficieiiti  substituere  possumus  coefficientem  ter- 
mini —  in  evoluta  functione 

(/j;  [x — ttj         X — ttg  w — a^i 

quem  patet  esse  ß'+ai'H 1-«,^     Quae  est  forniulae  generalis  verificatio. 

Ipsam  propositionem  generalem  I  per  notas  determinantium  proprietates 

demonstrare  licet.     Ponamus  enini 

(x — a.)(iK — ce„),,,(j; — a  )             _,       ^      _■!       ^      _q  "~' 
-— ^ "-  =x^  '-^A.x"  --{-A.o!"   'h \-A., 

erit 

—^=.(^-'^Ax''-'-h'l^''-'-i i-"i')(_L_}_^^_| ^+...V 

unde  sequitur  formula 

af  =  C-\~A.  C  -\-A.  G  H h  A.     C    . 

Adhibendo  notam  propositionem,  qua  binorum  determinantium  productum 
rursus  ut  detenninans  exhibetur,  e  formula  antecedente  sequitur,  productum 
determinantium  e  systematis  quantitatum 

6'  C         ...       6'  A^     A^    .  .  .     A^ 

6'  6'         ...       6'  et         A^     A,    ...     ^_^ 


C  C 

aequari  detenninanti  potestatum 


I 
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quod,  intelJigendo  sub  signo  ^  elementa  «,,  a^,  .  .  .,  «,  jpermutan,  denotemus 
formula 


PK,  «,-■■■.«„) 

Hinc,  si  vocaiTitis  Z^summam  illain  deterininantiuni  e  quantitatibus  C  formatorum, 
qiiae  permutatione  numerorum  q  e  supra  apposito  prodeunt,  porro  B  determinans 

e  quantitatibus  praecedentibus  Af  formatuin,  fit 

At  per  similein  determinantium  raultiplicationem  fit 

aequale  determinanti  nn  quantitatuiri,  quae  evanesctint  omnes  praeter  in  diagonall 

positas;  hae  autem  finiit 

(.-«,)(«,-«,)...(«,-«.),  (s-o,)(«,-o,).. .("-«.), ...,  («.-«,)(«.-«,)...(«.-«._,); 

linde  iain 

(-l)'""""J'(«„  -, aJB  =  (-l)«— 'P"(o„  s,  ...,  «.)> 

ideoque 

B  =  P(«„  «,,...,  a„),     ff  =  («'... <"-!), 
q.  rl.  e. 

Antecedentibus  per  solas  determinantium  proprietates  demonstratur  pro- 
positio,  quae  datur  in  commentatione  de  functtonibus  alternantibus  supra  citata: 
IL  Designantibus  i  et  i'  jmmeros  0,  1,  . . .,  n^l,  determinans  e  quan- 
titatibus 

"~'~C 
formatwm,  muUipUcatum  per  P(aj,  a^,  ...,  a„)  aequari  determinanti 
2±  «f "-!+"-'  al"-^-^"-^ . . .  al 
Qnae  etiam  flnit  de  formula  VIII  §,  3 

P(ap  fl„  ...,  aJP{^,  ^,,  ...,  ^^_,) 


Si  formulam  VII  §.  3 


<p(,)y^)...y(^._,)  -"  L  («-«,)(»,-<■,)...(*,_,-<..)  J 
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evolvimus  atque  evolutionuiii  confei-imus  teriiilnos  in 


ductos,   eruimus  functionum  alternantiura  expressiones  per  siimmas  potestatum. 
Statuendo  enini- 

fit 

iiL      s[±s^^,_,.^,^,_,....^j =^>s[PCa,, «,, ...  .,)«:<■...«:-] 

Un(3e.  si  k  =  n,  erit 

Quae    fomiula    sine    iiegotio    ex    ipsa    quoque    formationis    deterinmantium  lege 
peti  potest. 
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■chardt  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.; 
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ÜBER  EINE  ELEMENTARE  TRANSFORMATION  EINES  IN  BE- 
ZUG AUF  JEDES  VON  ZWEI  VARIABLEN-SYSTEMEN 
LINEAREN  UND  HOMOGENEN  AUSDRUCKS. 

(Aus  den  hinter] assenen  Papieren  von  C.  0.  J.  Jacobi  initgetheilt  (iurch  C.  W,  Bnrchardt.) 

Auf  einen  Ausdruck  /',  welcher  sowohl  von  den  Variablen  x,  x,.  .  .  ,,  x„ 
als  auch  von  den  Variablen  y,  y,,  ....  y^  eine  lineare  homogene  Function  ist, 
und  den  man  kurz  eine  zweifach  lineare  homogene  Function  nennen  kann,  läfst 
sich  eine  ähnliche  Transformation  anwenden,  wie  diejenige,  vermittelst  welcher 
man  bekanntlich  eine  von  n-i-1  Variablen  x,  x,,  .  . .,  x^  abhängige  quadratische 

Form   nur  auf  eine  Weise  als  Quadratsurame  A:^-\-Ä^z\-\ \-A„^z\,-\ \-A„z'„ 

so  darstellt,  dafs  (für  jedes  m  von  m^=  Ü  bis  m^^  n)  z,„  eine  nur  die  Variablen 
^m)  ^m+i)  ■  ■  -,  ^n  enthaltende  lineare  homogene  Function  ist.  Die  in  R.ede 
stehende  Transformation  besteht  in  Folgendem: 

1.  Es  seien  t(,  u^.  ....  m,  lineare  homogene  Functionen  von  x,  x, x„, 

nämlich : 


Bildet  man  aus  denselben  Ooelttcienten ,  indem  man  ihre  Horizontalreihen  mit 
ihren  Vertiealreihen  vertauscht,  «-i-1  andere  lineare  homogene  Functionen  ", 
",.  .  . .,  ?'„  der  Variablen  y,  y^.  ....  i/„: 


(2) 


so  dafs  u,  M,,  .  . ..  «„  und  r,  /',,  . .  .,  v„  zwei  solche  Systeme  linearer  homogener 
Functionen   resp.    von  x,  x,.  .  .  ..  x„  und  y,  i/, .  ....  y„  sind,   welche  man  kurz 
zwei  conjugirte  Systeme  nennt,   alsdann   hat  man,   wie  unmittelbar  erhellt,    die 
iii.  *  74 
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IJBKR  EiiNK  EJJiMENTARF,  TRANSFORMATION, 


identische  Gleichung 

(3)  yu-^-y^u^-A [-y^u^  =  xv-^x^v^-\ \-^„\- 

Umgekehrt  ist  die  Gleichung  (3)  die  für  zwei  conjugirle  Systeme  von  Variablen 
definirende  Gleichung.  Weifs  man  nämlich,  dafs  u,  w,,  . .  .,  ii„  und  v,  v^,  .  .  .,  ??„ 
zwei  Systeme  linearer  homogener  Functionen  resp,  von  x,  x,.  .  .  .,  x^  und  von 
y^  3/1 !  ■  ■  -;  y^  sind,  so  genügt  die  Gleichung  (3),  um  zu  beweisen,  dafs  beide 
Systeme  conjugirt  zu  einander  sind.  Denn  man  substituire  die  Werthe  von  u, 
u,.  . ,  .,  w„  aus  (1)  in  (3),  so  ergeben  sich  die  Gleichungen  (2). 
Delinirt  man  nun  f  durch  die  Doppelgleichung 

(4)  f  =  yu-iry^u^-\ t-y„M„  =  .rtfH-a!,w^H Hj^^«,, 

so  ist  /  der  allgemeinste  sowohl  in  Bezug  auf  ir,  x, ,  . . . ,  x„  als  auf  y,  y^,  ■ .  ■,  y„ 
lineare  und  homogene  Ausdruck. 
2.  Es  sei 


(5) 


'                ^           %0        '           '             ^'            «ÜU 

;  =  ,,-^^.,  .;  =  ^-^. 

SO  dafs  in  u[,  v^,  . .  .,  u'„  die  Variable  3:  fehlt,  in  v[,  v'^,  . 
dann  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (4)  in  den  folgenden: 


v'„  die  Variable  y, 


■i[-hy,u^ h(/„< 


oder,  was  dasselbe  ist,  es  wird 

f=  "-^-+/'., 

wo 

Diese  Doppelgleichung  zeigt,  zufolge  der  früheren  Erörterung,  dafs  die  linearen 
homogenen  Functionen  u[,  ti^,  .  . .,  u'„  von  3;,,  3^,  .  .  .,  x„  und  v[,  v'.^,  . ,  .,  v'„ 
von  yi,  y^,  . . ..  y„  wiederum  zwei  conjugirie  Systeme  bilden,  deren  CoSfficienten 
<Iurch  a'  mit  zwei  unteren  Indices  bezeichnet  werden  mögen. 
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3.   Fähi-t   man    in    dieser    Weise    fort,    so    erhält    mau    nach    m-maliger 
Transformation 

u'v'  u"v"  (n.-!)j,(m-l) 

(6)  /=-^^H V!-  +  ^^+...+  ^lü^"'.ri_  +  /- 

''OO  "ll  '^}'i  "„_l„_l 

wo  die  linearen  homogenen  Functionen  u^^'\  u^'Xi-  ■  ■  ■,  «1"*'  von  x„^,  x„,_^^,  ....  x„ 


und 


von  y,„,  y„^_ 


bilden,  deren  CoSfficienten  resp.  durch 
C)   {/"'        «'■"*  .  .  .    a<""         und 


■  ■.  y„  ebenfalls  zwei  conjugirte  Systeme 


bezeichnet  werden  mögen. 

Für  i  =  1,  2 «ist  «;.  eine  lineare  Verbindimg  von  u  und  u,,. 

Für  k  ^  2.  3,  ....  n  ist  Wj  eine  lineare  Verbindung  von  mJ.  und  u,, 
daher  auch  von  u,  u,  und  if^  a.  s.  w. 

Allgemein:  für  k  ^  m,  m-t-1,  ....  /t  ist  tfi'"''  "^'"^  lineare  Verbindung 
von  u,  u,,  ....  i(„_,  und  Ui..  und  zwar  eine  solche,  in  welcher  x,  x^.  ....  x„_i 
nicht  vorkommen.  Hierdurch  allein  wird  «1™',  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor,  bestimmt,  und  zwar  als  die  Determinante  des  Systems 


(8) 


Aehnllches  gilt  für  die  Bestimmung  von  Vt"  - 

4.  Die  übrig  bleibende  Ermittelung  des  constanten  Factors  geschieht  e 
fach  durch  folgende  Betrachtung.     Man  setze  gleichzeitig 

U  =  0.     M,  =  Ü,     Mj  =  0 w„^_,  =  ü, 

so  folgt  hieraus,  wie  leicht  zu  sehen, 

u\  =  C),    m;  =  Ü,    ....    «;,_,  -----0 
und  hiej'aus  auf  dieselbe  Weise 

u.  s.  w..  bis  man  endlich  zu  der  letzten  Gleicliung: 

gelangt. 
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Ist  nun  k  eine  der  Zahlen  m,  m  +  1 
Folge  dei-  Gleichungen  (5): 

ebenso  aus  ?'.'  ^=  0: 

11.  s.  w.   und   endlich  auw  «,"!_,    ^^  0; 


ÜBER  KINK  ELEMESTARK  TRAXSFORSUTION. 

?i,  SO  erglebt  sich  aus  M  =  0  in 


Als  schliefsliches  Resultat  erhält  man  also,  dafs,  wenn  gleichzeitig  H,  Wj,  .. .,  i(^_, 
verschwinden, 

wird  (wo  k  =  m,  m  +  1,  .  .  .,  n  sein  kann). 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  die  Determinante  des  Systems  (8)  durch  den 
Coefficienten  von  u^  in  derselben  dividirt  werden  mufs,  d.  h.  durch  die  aus  den 
Elementen 


gebildete  Determinante,  um  u^"    zu  geben. 

Bezeichnet  man  mit  Bezout  die  Determinante  dadurch,  dafs  man  ein 
positiv  zu  nehmendes  Glied  derselben  in  runde  Klammern  einschliefst,  so  erhält 
man  nach  Einsetzung  der  Ausdrücke  (1)  von  %i,  u,,  .  .  .,  w„_i,  u^t 


(y) 


K,u 


I 


+  («0,0    «,,, 


-1  %«.+>.. 


und  hieraus  endlich  ergiebt  sich  für  die  Coefficienten  (7)  die  Gleichung 


(10) 


(wo  sowohl  ('  als  k  die  Werthe  m,  m-hl,  .  .  .,  n  haben  kann). 

5.  Die  Gleichungen  (6),  (9),  (10),  in  deren  erster  man  m  =  n  zu  setzen 
hat,  enthalten  die  Transformation,  von  der  hier  die  Rede  ist,  und  geben: 


/  = 


"(\.\D         Kü«i,,«-) 


(%«,,r--««-,,.-,'VJ 
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WO 

(««,  «K,  •■•  «..-,,..-.)«'r'=,S'(«.,,i  \,  •■•«,-,,,-,  «.„■)•',. 
('V. «,,,  •■•«.-,..,-,)'>;:''=£(<'.... ",.,  ■■■>'.,-.,.-.  «.jür 

Man  kann  dies  Resultat  in  folgendes  Theorem  zusammenfassen: 

Theorem. 
Es  sei 

eine  lineare  homogene  Function  sowohl  von  x,  x^,  .  .  .,  x„  als  von  y. 
y^.  ....  y„,  so  kann  dieselbe,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in  der  Form 

f  =  AVV-^ÄylJ,V,-\ \-A,,ü„.V,.A ^A„0«V„ 

so  dargestellt  werden,  dafs  (für  jedes  iri)  Ü„,  und  F,„  zwei  resp.  nur  die 
Variablen  x,„,  x„^^^,  ,  .  .,  x„  und  y,,,,  ym+\-  ■  ■  ■•  Vn  enthaltende  lineare 
Functionen  sind.     Diese  Darstellung  ist: 

.        UV       RK,  Ü„X..  U„V„ 

Po  PoP\  P^,-,P«.  P^-\P» 

wo   f/,„  und    r,„  die  Determinanten  der  Systeme 

df  df 

0.Ü  U.1  «,,„_,  ^y  0,0  1,0  „.-.,„  ^,j. 

"l,u      "i,!       ■    ■    ■       "i,m-i       "ä" —  \i      *'ii       ■    ■    ■       "'m-i,]         "^"~ 

"       a  a  --^  a       a  a  --^ 

'"-"  '"''  '  "','"— i         Qy^^^  ".11,  l,m      ■     ■     ■  ra-l.i,)       ^^^^^ 


und  /),„  die  Determinante  des  Systi 


:ems 


bedeuten. 

Läfst  man  hierin  die  Variablen  x,  a:,,  .  .  .,  3:„  und  y,  y,,  ....  i/„  mit 
einander  zusammenfallen  und  unterwirft  zugleich  die  Coefficienten  a  der  Be- 
dingung, dafs  sie  ungeändert  bleiben,  wenn  man  Horizontal-  und  Vertical  reihen 
mit  einander  vertauscht,  so  erhält  man  das  bekannte 
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T  h  e  0  r  e  m. 
Eine  quadnitische  Form 

(wo  «,._,.  =  a,j^  ist)  läfst  sicii.  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  In  der  Form 
der  Quadratsumme 

so    darstellen,    dafs    (für  jedes  m)   Ü^   eine  lineare  homogene  Function 
nur  von  den  Variablen  x„,,  x„^_^_-,,  .  .  .,  x„  ist.     Diese  Darstellung  ist: 

u"       u;'  Vi  Vi 

f= h—     -H 1 — H 1 — , 

%  PuPx  Pm-iP„,  r„-,p/ 

wo   U,„  die  Determinante  des  Systems 

a         a  a  X ^. 

"0,0      "o..       ■   ■   •      "o,.^-i       ■■'    da: 

a        a  a  4 -< 


und  p,,^  die  Determinante  des  Systems 
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UND  SEINE  ANWENDUNGEN. 


Borchardt  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
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UBEH  EINEN  ALGEBRAISCHEN  EUNDAMENTALSATZ  DND 
SEINE  ANWENDUNGEN. 

(Aus  den  hintoi'lassenen  Papieren  von  0.  fi.  J.  Jacobi  mitgetheilt  durch  C.W.  Borchardt.) 

1. 

Man  weifs,  dafs  jede  reelle  rationale  ganze  homogene  Function  zweiten 
Grades  auf  unendlich  viele  Arten  als  ein  lineares  Aggregat  von  Quadraten 
reeller  linearer  von  einander  unabhängiger  Functionen  dargestellt  werden  kann. 
Wie  verschieden  aber  auch  diese  Darstellungen  sein  mögen,  so  wird  in  allen 
die  Anzahl  der  positiven,  so  wie  die  Anzahl  der  negativen  Qtmdrate  dieselbe  bleiben. 

Man  nennt  in  diesem  Satze  positive  und  negative  Quadrate  des  Aggregates 
diejenigen,  welche  mit  einem  positiven  oder  negativen  CoSfficienten  behattet 
sind.  Man  kann  jeden  dieser  Cogfficienten,  positiv  genommen,  in  das  Quadrat 
■in  welches  er  multiplicirt  ist,  einbegreifen,  indem  man  für  aii'  oder  —au^,  wo 
«  einen  constanten  CoSfficienten  und  u  eine  reelle  lineare  homogene  Function 
bedeutet,  (ya.uf  oder  ^(yä.uf  schreibt,  wodurch  die  lineare  homogene  Fun- 
ction, welche  ins  Quadrat  erhoben  wird,  nicht  aufhört,  reell  zu  sein.  Es  kann 
daher  der  Allgemeinheit  unbeschadet  angenommen  werden,  dafs  alle  Quadrate 
nur  mit  dem  CoSfficienten  + 1  oder  —  1   behaftet  sind. 

Unter  dieser  Annahme  kann  der  obige  Satz  so  ausgesprochen  werden: 

Fundamentalsatz. 
Es  seien  )',,  r.^,  ....  r^,  Sj,  i-^,  .  .  .,  i\  und  itj,  u.^,  .  .  .,  «,„,  v^,  ?\,.  . . .,  v„ 
zwei    Systeme    reeller    von    einander    unabhängiger*)    linearer    homogener 
Functionen,  zwischen  deren  Quadraten  die  lineare  Gleichung 


identisch  stattfinde,  so  ist  nothwendig 


*)  d.  h.  zwei  Systeme,  deren  jedes  aus  Functionen  besteht,  die  voo  eioander  iiniibliangig  sind. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  erglebt  sich  ans  den  folgenden  elementaren  Be- 
trachtungen, 

Wenn  man,  was  immer  verstattet  ist,  eine  Anzahl  von  einander  unab- 
hängiger linearer  homogener  Functionen  Bi,  B^.  .  .  .,  S,.  an  die  Stelle  einer 
gleichen  Anzahl  von  Variablen  Xj,  x^,  .  ■  .,  x^  in  eine  lineare  homogene  Function 
A  einführt,  so  wird  diese  wieder  eine  lineare  homogene  Function  der  G-röfsen 
B,.  ßo,  .  .  .,  Bi  und  der  übrigen  Variablen  x^+i,  x,^^,  etc. 

A  =  A,ß,+;.jB^H i-X.B.-\-fi^a:._^^+fi^^._^,^+-(itc. 

Wenn  die  sämmtlichen  Cogfficienten  fi^,  fi^,  etc.  verschwinden,  wird  A  blofs 
durch  die  Functionen  B^,  B^,  .  .  .,  ß,-  bestimmt,  und  dann  mufs  es  auch  immer 
zugleich  mit  ihnen  verechwinden.  Wenn  dagegen  auch  nur  einer  der  Cogf- 
ficienten ^,,  /(;,  etc.  nicht  verschwindet,  ist  A  von  den  Func1:ionen  B^,  B^,  .. .,  B, 
unabhängig,  indem  es  ftlr  alle  Werthe,  die  man  diesen  Functionen  beilegt, 
seinerseits  noch  wieder  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann,  und  es  braucht 
daher  in  diesem  Falle  A  auch  nicht  zugleich  mit  den  Functionen  i?i,  B^,  . . .,  ß; 
zu  verschwinden.  Hat  man  nun  k  von  einander  unabhängige  lineare  homogene 
Functionen  Ai,  A^,  ,  .  .,  A^  und  ist  t  >  V,  so  kann  es  niemals  geschehen,  dafs 
durch  diese  Einführung  der  Functionen  Bi,  B^,  . .  .,  Bi  als  Variablen  an  die 
Stelle  der  Variablen  x^  x^,  ...,  x^  in  allen  Functionen  Ai,  A^,  ....  A^  zu- 
gleich alle  übrigen  Variablen  x^^^ ,  a;,^^  etc.  von  selbst  herausgehen.  Denn  sonst 
wären  A^,  A^,  ...,  A^  blofs  Functionen  von  ß,,  ß^,  .  .  .,  ß„  und  niemals 
kann  die  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Functionen  wie  A-i,  A^,  ...,  -4^ 
sein  sollen,  gröfser  als  die  Anzahl  der  Variablen  sein,  wie  es  hier  der  Fall 
wäre,  da  man  vorausgesetzt  hat,  dafs  k  >  i.  Es  werden  also  die  k  Functionen 
/li,  A,  .  . .,  Ai.  nicht  nothwendig  zugleich  mit  den  «Functionen  ß,,  ß^,  . . .,  ß; 
versehwind^n  müssen.  Hat  man  mehr  als  i  lineare  homogene  Functionen  ßj, 
ßjj  , . .,  ß„,  von  denen  aber  nur  B^,  ßj,  ...,  ß,-  von  einander  unabhängig 
sind,  während  die  übrigen  ß,-^_i,  B,^^,  . . .,  ß„  durch  sie  bestimmt  sind,  so 
wei-den  alle  Functionen  ßj,  ßj,  .  .  .,  ß,„  verschwinden,  wenn  ß,,  B^,  . . .,  ß,. 
vei-sch winden.  Ist  nun  m<Zk,  also  gewifs  i<ik,  so  hat  man  das  folgende 
Lemma : 

Lemma. 
Wenn   eine  Anzahl  von   einandei'   unabhängiger   homogener  linearer  Fun- 
ctionen   die  Anzahl    andere?-    homogenei-    linearer  Functionen    ilbertrijft,    so 
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kami  7na}i  immer   bewirken,   da/s   diese   letzteren    verschwinden,    olnie    daß 

zugleich  auch  die  ersteren  alle  verschwinden. 
Dieses  Lemma,  welches  vielJeiclit  nicht  einmal  eines  Beweises  bediu-ft  hätte,  führt 
sogleich  zu  dem  aufgestellten  Fundamentalsatze. 

Man  nehme  nämlich  an,  dafs  in  der  identischen  Gleichung 

=  u^-i-u^-\ ^^^—^^—^-2 — "„^ 

die  Zahlen   i   und  m  verschieden  sein  könnten,  und  dafs  m  < ;',  so  wäre  aucii 
m  +  k<zi-\-k,  und  es  könnten  die  rn-^k  Functionen 


verschwinden,  ohne  dafs  die  {+/"  von  einander  unabhängigen  Functionen 
alle  mit  ihnen  zugleich  verschwinden.     Man  hätte  dann  die  Gleichung 

in  der  r^,  r^,  .  . .,  ?';,  v^,  v-^,  . . .,  v„  reeUe  Gröfsen  sind,  und  ;\,  r.^,  .  .  .,  r,  nicht 
alle  verschwinden,  welches  ahsurd  ist.  Ganz  ebenso  beweist  man,  dafs  auch 
n  und  k  nicht  von  einander  verschieden  sein  können,  wozy  man  nur  in  dei- 
gegebenen  identischen  Gleichung  alle  Zeichen  umzukehren  und  dieselben  Be- 
trachtungen zu  wiederholen  braucht. 

Der  vorstehende  Beweis  zeigt,  dafs  man  die  Bedingung,  dafs  Ui,  n.>.  . . .,  n-,,, , 
Vi,  v.j,  . . .,  v„  von  einander  unabhängig  seien,  fortlassen,  und  dann  den  Satz 
etwas  allgemeiner  so  aussprechen  kann: 

Wenn  r,,   r^,  ...,  r^,    s^,  s^,  ...,  ,s>;     n,,  11.^,  .  .  .,  ».,„,    0,,    r., r„ 

reelle  homogene  lineare  Functionen  und 

'•OH  einander  unabhängig  sind,  so  kann  eine  identische  Gleichung 


niemals  bestehen,  wenn  m<ci  oder  n  <C  /". 
Der    aufgestellte  Satz   zeigt,    dafs    die    reellen    homogenen    Functionen    zweiten 
Grades  sich  specifisch  von  einander  unterscheiden,  je  nach  der  Anzahl  positiver 
und  negativer  Quadrate  reeller  linearer  von  einander  unabhängiger  Functionen, 
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durch  welche  sie  dargestellt  werden  können,  indem  diese  Anzahl  von  der 
Wahl  der  linearen  Functionen,  die  man  sehr  verschiedenartig  treffen  kann, 
gänzlich  unabhängig  ist. 

Die  Aufgabe,  reelle  lineare  Substitutionen  anzugeben,  durch  welche  ein 
Ausdruck 

■''i -I-  /'jH [-i\:~s'^~-  .5;' 8^* 

wieder  dieselbe  Form 

u^-i-uU — hm:—  «i'— ".; 0! 

erhält,  kann  auf  die  ähnliehe  Aufgabe  zurückgeführt  werden,  in  welcher  die 
Quadrate  der  beiden  Aggregate  sämmtlich  positiv  sind.  Hat  man  nämlich  i-hk 
lineare  Functionen  von  r,,  r^,  .  .  .,  r^,  v^,  v.,,  .  . .,  v^,  welche  mit  u,,  u^,  .  .  .,  u^, 
«1,  s^,  .  . .,  St  bezeichnet  werden  sollen,  von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  identische 
Gleichung  stattfindet: 


=  <-+-<H l-)V+<-H<H H<, 

welche  mit  der  vorgelegten  Übereinkommt,  so  kann  man  mittelst  der  i-hk 
linearen  Grleichungen,  welche  das  eine  System  Variablen  durch  das  andere  be- 
stimmen, jede  i-i^k  der  2(^'+^)  Variablen  linear  durch  die  übrigen  i+k  aus- 
drücken, und  daher  auch  die  Gröfsen  r^,  r^,  ..,,  r^,  s^.  S2,  . . .,  s^  durch  die 
Gröfsen   M|,   !(,,   ....  U;,   Vi.  i's,   .  .  .,   t\. 

2. 
Aus    dem    Fundamentalsatze    ergiebt    sich    sogleich    der  bekannte  Satz, 
dafs  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  oder  einer  Fläche   zweiten  Grades 
immer  eine  Curve    oder  Fläche  derselben  Art   darstellt,   das   Ooordinaten- 
system  mag  ein  rechtwinkliges  oder  ein  beliebiges  schiefwinkliges  sein. 
Werden  nämlich  für  zwei  verschiedene  Coordinatensysteme,  auf  welche  die  ge- 
gebene Gleichung   der  Fläche  bezogen   wird,   die  auf  die  Richtung  der  Haupt- 
axen  bezogenen  Gleichungen 

Ap^+Bq'-^Cr''-hDp-rE  q+Fr-hG   -=  0, 
-4>"-HB'5'=-f-6'Wi>'^'-f-£'9'4-i'V+G'  =  0, 
so  werden   die  ersten  Theile  der  beiden  Gleichungen  identisch,  wenn  man  für 
p,   q,   r  und   füi-  p',   q',  r'   gewisse  reelle   lineare  homogene  von  einander  un- 
abhängige Functionen   der  Coordinaten  x,  y,  z   substituirt.     Damit  aber  diese 
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Identität  stattfinden  kann,  mufs  es  nach  dem  Theorem  unter  den  Coefficienten 
A,  B,  C  eben  so  viel  positive,  negative  und  verschwindende  geben,  als  unter 
den  Gröfsen  A',  B',  C.  Die  Art  der  Fläche  hängt  aber  davon  ab,  wie  viel 
von  diesen  Gröfsen  positive,  negative  oder  verschwindende  sind,  wodurch  der 
Satz  für  die  Flächen  folgt,  und  ebenso  auch  für  die  Kegelschnitte  erhellt. 

Auf  ähnliche  Art  und  ebenso  unmittelbar  ergiebt  sich  aus  dem  Funda- 
mentalsatze der  bekannte  Satz, 

dafs,  wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  eine  auf  ein  System  con- 
jugirter  Durchmesser  bezogene  Gleichung  A_p^-i-£g^-HGV  =  1  gegeben 
ist,  immer  gleich  viel  von  den  Coefficienten  A,  B,  C  positiv  und  negativ 
werden,  welches  System  conjugirter  Durchmesser  der  Fläche  man  auch 
zu  Coordinatenaxen  genommen  hat. 

Wenn  nämlieh  Ap^-^Bq'-'^Cr- =  1  und  A'p'^-\rB'q''^-hC'r'^  =  1  Glei- 
chungen derselben  Fläche,  auf  verschiedene  Systeme  conjugirter  Durchmesser 
bezogen,  bedeuten,  so  müssen  wieder  die  beiden  Ausdrücke  Ap'^-hBg^-i'Cr^ 
und  A'p'^-hB'q'^-i-C'r'^  identisch  werden,  wenn  man  für  p,  q,  r  und  für 
P'i  ?''  *''  gewisse  reelle  lineare  homogene  von  einander  unabhängige  Functionen 
der  Coordinaten  x,  y,  z  substituirt,  und  daher  unter  den  Coefficienten  A,  B,  C 
und  A',  B\  C  dieselbe  Anzahl  positiv  und  negativ  sein. 

Die  allgemeinste  Correlation  zwischen  räumlichen  Figuren  von  der  Be- 
schaffenheit, dafs  die  entsprechenden  Flächen  immer  denselben  Grad  haben, 
besteht  darin,  dafs  man  für  die  Coordinaten  der  Punkte  der  einen  Figur  Bi-üche 
setzt,  die  denselben  Nenner  haben,  und  deren  Zähler,  so  wie  der  gemein- 
schaftliche Nenner,  lineare  Functionen  der  Coordinaten  der  Punkte  der  anderen 
Figur  sind.  Es  seien  die  Gleichungen  zweier  zufolge  solcher  Correlation 
einander  entsprechenden  Flächen  zweiten  Grades,  auf  Systeme  conjugirter 
Durchmesser  bezogen, 

wo  -^,  — ,  — -  und  — ,  -^,  —  die  Coordinaten  der  Punkte  der  beiden  Flächen 
bedeuten.     Es  mufs  dann  die  identische  Gleichung 

dadurch  erhalten  werden  können,  dafs  man  für  p,  q,  r,  s  reelle  lineare  homo- 
gene von  einander  unabhängige  Functionen    von  x,   y,   z,   w  setzt,  und  daher 
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untei"  den  CoSf'ficienteti  A,  B,  C,  D  und  A',  B',  C,  D'  eine  gleiche  Anzahl 
positiv  und  negativ  sein.  Wenn  drei  dieser  Coefficienten  positiv  und  einer 
negativ,  oder'  drei  negativ  und  einer  positiv  sind,  so  können  diese  Gleichungen 
sowohl  EUipsoide  als  elliptische  (zweiflächige)  Hyperboloide  darstellen;  wenn 
dagegen  von  diesen  Coefficienten  zwei  positiv  und  zwei  negativ  sind,  nur  das 
hyperbolische  (einflächige)  Hyperboloid.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Nach  der  allgemeinsten  Correlation,  bei  welcher  je  zwei  einander  ent- 
sprechende Flächen  denselben  Grad  haben,  können  einander  EUipsoide 
und  elliptische  Hyperboloide,  aber  hyperbolischen  Hyperboloiden  nur 
wieder  hyperbolische  Hyperboloide  entsprechen. 
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BEMERKUNGEN   ZU  EINER  ABHANDLUNG  EULER'S  DERER 
DIE  ORTHOGONALE  SUBSTITUTION. 

(Aus  don  hinterlasKeiiGn  Papiürcii  von  C,  G.  J.  Jacobi  initgetheilt  durüh  IL  Kortura.) 

1. 

Die  unter  den  Auspicien  der  Petersburger  Akademie  der  Wissenschaften 
begonnene  Herausgabe  der  Abhandlungen  Euler's,  eine  der  ruhmvollsten  Unter- 
nehmungen, von  welcher  das  Studium  der  mathematischen  "Wissenschaften  nicht 
geringe  Förderung  erwartet,  hat  uns  bereits  in  zwei  grossen,  schön  ausgestatteten 
Quartbänden  die  100  Abhandlungen  gehefert,  durch  welche  Euler  die  heutige 
höhere  Zahlenlehre  geschaffen  hat*). 

Es  kann  nicht  fehlen,  dafs  durch  diese  Gesammtausgabe  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  auf  manche  der  Arbeiten  Euler's  gelenkt  werden  wird, 
welche  bisher  in  Verborgenheit  und  Vergessenheit  geblieben  waren.  Von  einer  der- 
selben, der  dreissigsten,  Seite  427—443  des  ersten  Bandes,  welche  den  Titel  führt: 
„Problema  algebraicum  ob  affectiones 'prorsus  singulares  meraorabile",  und  ftlr 
Algebra,  analytische  Geometrie  und  die  höhere  Zahlenlehre  gleich  wichtig  ist, 
sei  es  mir  verstattet,  hier  ausführlicher  Erwähnung  zu  thun.  Euler  behandelt 
in  dieser  Abhandlung  das  Problem,  auf  die  allgemeinste  Art  n  lineare  Functionen 
von  n  Variablen  anzugeben,  deren  Quadi'atsumme  der  Quadratsumme  der  Variablen 
selbst  gleich  wird. 

Damit  die  vorgelegte  Bedingung  ei-fiillt  werde,  müssen  \n(ii-\-V)  Be- 
dingungen zwischen  den  n*  Cogfficienten  der  linearen  Functionen  stattfinden. 
Wenn  man  nämlich  in  den  verschiedenen  linearen  Functionen  die  Quadrate  der 
Coöfficienten  dereelben  Variablen  summirt,  so  müssen  diese  Summen  jede  be- 
sonders gleich  1  werden,  was  n  Bedingungen  giebt.  Wenn  man  ferner  in  den 
verschiedenen  Functionen  die  CoSfficienten   von   denselben   zwei  Variablen  mit 

Leoniiardi  Euleri  commentationes  arithmeticue  collectae.  Auäpiciis  acädemiae  impenalis 
Pelropolitanae  edideniDt  autoris  pronepotes  Dr.  P.  H,  Fass  academiae  Petropolitanae  perpetuo 
,  Nico  laus  Fuss  malheseos  profeasor  in  gymnasio  Petropolitano  Larinensi.  Insunt  piura  iiiedita, 
i  numerorum  doctrina  capila  XV]  aliaque.    Tomus  I.  11,  Petropoli  1849, 

iir.  "  76 
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einander  miiltiplicii-t,  so  mufs  die  Summe  dieser  Producte  für  jede  Combination 
zweier  Variablen  besondei's  gleich  0  sein,  wodurch  man  ^n(n—l)  Bedingungen 
ei'hält.  Man  wird  daher  die  sämmtlichen  n^  Coöfficienten  durch  ^n(n  —  1)  un- 
abhängige Grössen  ausdrücken  können.  Diese  Ausdi-ücke  lehrt  Euler  för  den 
allgemeinsten  Fall  durch  dieselbe  Methode  finden,  weiche  er  im  zweiten  Bande 
seiner  Introductio  in  Analysin  infinitorum  zur  Transformation  der  rechtwinkligen 
.  Coordinaten  im  Räume  angewendet  hat,  mit  welcher  die  hier  vorgelegte  Aufgabe 
flir  n  =  3  übereinkommt,  so  wie  die  Aufgabe  fllr  «  =  2  auf  die  Transformation 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  Ebene  zurückkommt. 

Die  Methode  Euler's  besteht  darin,  die  Aufgabe  durch  successive  Trans- 
formation von  immer  nur  zwei  Variablen  zu  lösen.  Um  auf  die  allgemeinste  Art 
durch  lineare  Substitution  für  zwei  Variable  x  und  y  zwei  andere  x'  und  y' 
einzuföhren,  so  dass  die  Quadratsumme  der  Variabein  unverändert  bleibt,  oder 

ä!x-^i/!f  =  x'x'-\-y'i)' 
wird,  hat  man 

x'  =  a:cnw«+yfiiiitt, 
y  =  a;fiir.iß— ;/oos« 
zu  setzen,  so  dass  durch  jede  solche  partielle  Transformation  ein  Winkel  ein- 
geführt wird.'.  Indem  man  beständig,  wie  im  Vorhergehenden,  die  transformirten 
Variablen    durch  Indices    unterecheidet,    während   man    die  Buchstaben,    durch 
welche  sie  bezeichnet  werden,  -ungeändert  lässt,   und  die  Transformation  nach 
und  nach  auf  je  zwei  durch  verschiedene  Buchstaben  bezeichnete  Grössen  aus- 
dehnt, erhält  man  \n{n  —  \)  Winkel,    aus  deren   Cosinus   und   Sinus  die  Coef- 
ficienten  der  schliefslichen  Formeln  durch  Multiplication  zusammengesetzt  werden, 
so  dass  die  sämmtlichen  n^  Oogfficienten  durch  rationale  ganze  Functionen  der 
Cosinus  und  Sinus  von -|-re(«  —  l)  Winkeln  ausgedrückt  werden,  welches  die  ver- 
langten allgemeinsten  Ausdrücke  sind.     Für  n=^  erhrdt  man  auf  diese  Weise 
die    bekannten    Eulerschen    Formeln    für    die    Transformation    rechtwinkliger 
Coordinaten,  welche  bisweilen  iri-thüralich  Laplace  zugeschrieben  worden  sind. 
Für  n  =  A   setzt  Euler,    um   auf  die  allgemeinste  Art  die  linearen  Functionen 
X  =  Äx-^-By-^Cs^Dv, 
Y=£x+Fy  +  Gz+Ev, 
Z=Jx-\-  Ky-hLz  -h  üv, 
V=Nj:+Oy-hPs+  Q" 
zu  erhalten,  welche  der  Gleichung 

XX+YY^ZZ+VV  =  .^x^yy+zz^'^v 
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genügen, 

m'  =  ^cosH+^siuH,  x"  =  ic'cosj'+s'sinj',  X  =  ic"cose+o"sin«, 
y  =  xsii^a — 1/cosa,  y  =^  y'cos^+u'sioJ,  F  =  y  cosf+2"aiii^, 
e'  ^  3cosj3H-vsin/9,  3"  ^  dB'sinj'  —  s'cos/,  2^i/"8iii^ — r"cosC, 
v'  =  3siri|3  — BcosjS,       r"  ^/sirnJ  —  m'cos<J,      F^^  j;"äm£ — Vcos«, 

und  erhält  durch  Zusammensetzung  dieser  Formeln  die  folgenden  Werthe 


i- cos  a  cos /cos  6 1  __  j+sinf!cos)'cosel 


hsinasiDöSi" " 


fH-cosjSsin/cosel  ,. f+sin|äsmj'cos£l 

l — sin^cos<Jsin*)'  l+coHjScüBiJsineJ' 

fH-sioacosiJcosn  p f— cosccowrfcosH 

l+cosasinysinCr  l-Hsinaainj'sioCJ' 


„    _    |-r-olll()aiui;vua!,|  . ,  _ 


ji  ^  f— cos^siDjcosn 
cos/Scos/sin^J'  I— siiij^cos/sin^J' 

f+ßinacofirfsin^-l  ,. J" — r,os<tcosiJNiti^| 

"~  l — uosßsinj-coKCJ'  l — winasiß/co.sp' 

j  fH-sinj9sin.isiDn  ,. |— cos|3sin«fsin^ 

lH-COS|5cos/cosfeJ '  ^-[-sinfjüosj'cosp' 


l-cosacos/siDfl  ,  )  +  sinacOM)'sinel 

-sinßsimJcosej'  l+cosßainrfcosij' 


p ('+eo.S|Ssinj'sin£\  ., f+siii^sinj-sintl 

-^  ~  l_l_  MiijScosdicosel '         ^  ~  1— cos</Scosrfcosf  I 

der  16  Cogfficienten,  welche  ihrer  Einfachheit  und  "Symmetrie  wegen  bemerkens- 
werth  sind ,  da  die  analogen  Formeln  für  drei  Variable  eine  viel  weniger 
symmetrische  Form  haben. 


Aus  der  Theorie  dw  Transformation  rechtwinkliger  Ooordinaten,  weiche 
den  beiden  einfachsten  Fällen  n^  2  und  71  =  S  entsprechen,  war  es  bekannt, 
dass  die  Bedingungen,  welche  die  CoSfficienten  erfüllen  müssen,  noch  andere 
ganz  ähnliche  mit  sich  führen,  dass  nämlich  auch  die  Quadratsumme  der  Ooef- 
ficienten  jeder  linearen  Function  besonders  gleich  1  wird,  und  wenn  man  in 
je  zwei  Functionen  die  CoSfficienten  derselben  Variablen  mit  einander  multiplicirt, 
auch  die  Summe  dieser  Producte  gleich  0  wird. 

Lagränge  hat  in  seiner  Mecanique  analytique  bereits  in  der  eisten  Aus- 
gabe (Seconde  partie,  section  VI,   siir  la  rotation  des  corp/i,  S.  353  fF.)  gezeigt, 

76' 
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wie  die  einen  Bedingungen  aus  den  anderen  auf  die  leichteste  Art  und  ohne 
alle  Rechnung  folgen.     Hat  man  nämlich 

und  erfüllen  die  Coefficienten  dieser  Ausdrücke  die  Bedingungen 
aaH-|S;|3.H \-XL  =1, 

welche  nöthig  sind,  damit  die  Gleichung 

X^X,+X^X,H hX  X„  =  ^j^,-t-,'«^^,H h^,^„ 

stattfinde,  so  folgt  aus  denselben  Bedingungen: 

a.X^+ßX.,-{ hA.X,,  =  a^.. 

Man  hat  daher  umgekehrt 

oder  es  werden  immer,  wenn  die  Qiiadratsumme  von  n  linearen  Functionen 
von  n  Variablen  der  Quadratsurome  der  Variablen  gleich  ist,  die  inversen 
linearen  Functionen  durch  das  blosse  Vertauschen  der  horizontalen  und  ver- 
ticalen  Cogfficienten  erhalten.  Substituirt  man  diese  Werthe  der  Grössen  x^  in 
die  Gleichung  ^x-  =  ^X-,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  einzelnen 
Glieder  die  neuen  Relationen  zwischen  den  Cogfficienten,  welche  aus  den  obigen 
durch  Vertauschung  der  Horizontal-  und  Vertical-Reihen  der  Coefficienten  her- 
vorgehen, 

üj«,-|-«,ft.^H ha,a^  =  1. 

a^ß^-+-a.^ß.^-\ \-aJ^  =  0, 

etc.  etc. 

Euler  wandte  ein  anderes  Mittel  an,  durch  welches  man  selbst  im  allgemeinsten 
Falle  die  Richtigkeit  des  zweiten  Systems  von  Bedingungsgleichungen  einsehen 
kann.  Er  nimmt  nämlich  an,  dass  man  bei  der  von  ihm  angegebenen  succcssiven 
Bildung  der  linearen  Functionen  zu  einem  System  von  Functionen 
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gelangt  sei,  deren  Cogfficienten  der  zweiten  Klasse  von  Bedingungsgleichungen 
genügen,  und  zeigt,  was  ohne  Schwierigkeit,  geschieht,  dass,  wenn  raan  an  die 
Stelle  der  Functionen  4"''  und  xf'^  zwei  neue 


einfahrt,  während  man  die  Übrigen  Functionen  ungeändert  lässt,  auch  die  Oo6f- 
ficienten  des  neuen  Systems  von  Functionen  denselben  Bedingungen  genügen.  Da 
dies  nun  der  Fall  ist,  wenn  raan  zuerst  für  die  Functionen  die  einzelnen 
Variablen  selber  nimmt,  oder  für  die  Gleichungen 


setzt,  so  werden  dieselben  Bedingungsgleichungen  auch  bei  allen  Functionen, 
die  man  .successive.  bildet,  und  daher  auch  für  die  schliesslichen  Functionen 
Xi,  Za,  ...,  X^,  welche  alle  mögliche  Allgemeinheit  haben,  stattfinden  müssen. 
Auf  dieselbe  Art.  hätte  sich  auch  der  obige  Satz  beweisen  lassen  können,  dass 
die  Bildung  der  inversen  Functionen  durch  die  Vertauschtmg  der  horizontalpn 
und  verticalen  Coßfficienten  erhalten  wird. 
Für  n  =:  3  oder  für  die  Gleichungen 

X=  ß«  -\-ßy  -hys, 

Y=  a'x-hß'y-V-y'z, 

Z  =  a"a,-hß"if+y"z 

leitet  Euler  die  zweite  Klasse  von  Bedingungen  aus  der  ersten    durch    directe 

Rechnung  her,  und  gelangt  hierbei  zu  den  Gleichungen 

ß'y" — ß"y'  ^==  a,    ß"y^ßy"  =  «',    etc., 

welche  vielleicht  in  dieser  Abhandlung  zuerst  gegeben  werden.     Die  Gleichung 

a(ß'Y"-Y-ß")+aXß"y-r"ß)-\'a"(ßy'—Yß')  =  1, 
welche  Lagrange    ebenfalls  a.   a.  0.  giebt,  wird    hier  noch  nicht  von  Euler 
bemerkt. 

3. 

Da  sich   der  Cosinus   und  Sinus   eines  Winkels   durch  die  Tangente  des 

halben  Winkels  immer   rational  ausdrücken,   so  giebt  die  Eulersche  successive 

Bildungsweise    immer    auch    ein  Mittel,    die  n^  Cofifficienten    durch    ^n(n  —  1) 

Grössen  rational  auszudrücken.     Aber  für  «  ;=  3  und  n  ^  4  giebt  Euler  hiefür 
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noch   besondere  Formeln,    ohne    die  Art,   wie  er  zu    denselben  gekomineii   ist, 
näher  anzudeuten. 

Für  n  ^  d  findet  er,  nach  der  diophantischen  Methode,  indem  er  vier 
behebige  Grössen  p,  q,  r,  s  annimmt,  und  ihre  Quadratsumme 

pf-\-qq  +  rr-\-ss  =  u 
setzt,  folgende  Werthe  der  9  Ooefficienten : 

,  22J' — 2^)s  ,  fp — qq-\-rr  —  ss         ,  2/'s+2p5 


Mit  diesen  Werthen  kommen  die  Ausdrücke  iiberein,  welche  vor  einiger  Zeit 
Herr  Olinde  Kodrigues  im  5.  Bande  des  Liouvilleschen  Journals  Seite  405 
bekannt  gemacht  hat. 

Die  diophantische  Methode,  deren  sich  Euler  bedient  hat,  dürfte  un- 
ge&hr  die  folgende  gewesen  sein: 

Es  seien  die  9  CoSfficienten 

«'  =^,   ß'  =^,    y'  =^,. 

80  wird  das  Product  N'^^d'  =  (N-\-a)(N—a)  auf  zwei  Arten  die  Summe 
zweier  Quadrate 

Mau  wird  demnach  nach  dem  von  Diophant  häufig  angewendeten  Verfahren 
jeden  Factor  besonders  der  Summe  zweier  Quadrate  gleich  setzen 

N-{-a  =  p^-hq^,     N—a  =  r=+s^, 
woraus 

^' -«'  =  (l^r+q.'^y-^iqr^psy  =  (qr+psy+(qs^pry, 
folgt,  so  dass  man 

2A'  =  p'-hq'--\-r^+s\      2«  =  p^+q'—r^^s'', 
a'  =  qr—ps,  a"  =  qs-+-pr, 

b   =qr-\-pH,  c     =q^~pr 
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setzen  kann.     Die  Grössen  h',  c',  b",  c"  werden  durch  die  Gleichungen 
a'  b'-^a"b"  = —ba,     a' c'-{-a"c"  =  —ca, 
~a"b'^a'b"=       cN,    a"c'—a'c"=       bN, 
bestimmt,  woraus  sich  die  Werthe 

_         a"bN—a'ca 
~  a'a'-hcya"'  ' 

a'cN~a"ba  ,,  a'hN-^a"ca 


ergeben,    welche    man    auch    folgend ermassen    ausdrücken    kann,    indem    man 

N^—a^  für  a'a'-ha"a"  setzt  und  statt  der  Grössen  iV  und  a  ihre    Summe    und 

Differenz  einführt: 

,,  _         a"c-i-ba'  a"a~ba'  ,   _        a"b—ca'  a"b-j-ca' 

It,    -  ^^,^--  Tv-^„— '     ^'     -       -_^_«— ^-      N~]-a     ' 

a"b~ca'  a"b-hca'  „  a"c-^ba'  a"c--ba' 

Bemerkt  man,  dafs 

2(a"6+c«')  =  (a"+,)(i-H«')+(«"-~c)C^"«'), 
2{a"b-ca')  =  {a"+e){b-a')+{a"-c)Q>-^a'\ 

und  substituirt  die  Werthe 

a"~Y-c  =  25.S,     b+a'  =  %jr, 
a" — c  ^  2pr,    b—  a'  ^  2^s, 

ba!  =  q^r^ — "P^^^i  '^"'^  =^  9*** — P^''''> 

N—a  =  j**+s','  N+a^p^-hq^, 

SO  erhält  jnan 

2b'  ^ p''^q''-{-r^—s'',    2c'  ^2pq-{-2rs, 
2b"  =  —2pq-{-2rs,  2c"  =^  j}^ — 5'^— ■(■'4-s\ 

Dividirt  man  die  im  Vorigen  für  a,  b,  .  .  .,  c"  gefundenen  Werthe  durch 

N  =  i(p'-{-q'+r'-^s% 
SO    erhält    man    genau    die    von    Euler    für    die    9  Coül'ficienten    angegebenen 
rationalen  Ausdrücke. 

Herr  Rodrigues  gelangt  zu  diesen  Ausdrücken  durch  die  Betrachtung, 
dass  man  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  immer  durch  Drehung  um  eine 
feste  Axe  in  jede  beliebige  Lage  bringen  kann.  Dieses  wichtige  Theorem  ist 
zuerst  von  Euler  in  der  Abhandlung  „Formulae  generales  pro  h-amlatione 
qtiaamque  corporvm  rüjidorum"  im  20.  Bande  der  Novi  eommentarii  ae.  Petrofi. 
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durch    iß   theilbar   ist,    uad  es  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  <iass  sämmtliche  Quotienten  Jj,  ?.,,  ...,  J.£.i 
durch  yf!  theilbar  sind." 

S.  &4I,  Z.  1,  8.     Hier  steht  im  ursprüngiichen  Drucke  irrthümlioh  2  statt  3  und  h  statt  y. 

ÜBER  EINEN  ALGEBRAISCHEN  FUNDAMENTALSATZ. 
Von  dieser  wahrEcieinlich  im  Jahre  1847  geschriebenen  Abhandlung  ist  der  Schluss,  welcher  für 
weitere  Anwendungen  des  Fundamentalsatzes  bestimmt  war,  nicht  vorhanden.    Ober  eine  dieser  Anwendungen 
hat  Borchardt   iin  53.  Bande  seines  Journals  (S.  281)   nach   einer  mündlichen  Mittheilun»  Jacobi'.s   Nach- 
richt gegeben. 

NArilTRJVGLICHE  BERICnTIGUXG  EINER  STELLE  IM  ZWEITEN  BANDE. 

Wenn  auf  S.  516  die  Function  X  die  dort  angegebene  Gestalt  hat,  so  sind  nicht  ei,  x^,  sondern 
Ki,  3:^  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung,  TTeiche  eindeutige  Functionen  der  Veränderlichen  u,  p  zu  Ooef- 
flcienten  hat.  Soll  an  dem  mit  den  Worten;  „Die  von  mir  in  die  Aoalysis  eingeführten  hyperelliptiachen 
Functionen"  anhebenden  Satze  nichts  geändert  werüen,  so  rauss  man  bekanntlich 

X  =  x{l-^){\-«^^){\-l^^)(\- 
setsen  und  zwischen  den  Grössen  u,  v,  j-,,  a:^  die  Gleichungen 


V) 


/""'   xdx 

"^j„  Wz 

annehmen.    Behält  man  die  aufgestellten  Gleichungen  t 

Fun  F' 

dFm  B  mm  mN 


Jo    2^'X      Jo     2|/X' 
r^'    xdx 
Jo    WX 


n  m  m         amu  insofern,  als  sie 

N  d  sämmtliche  Zähler  b 


n   den  Herren  B 
(Nr.  3,  5,  6,  1, 


Druckfehler  des  dritten   Bandes. 

S  317  Z   7  ist  das  Kommt  am  Schlu«  zu  t  Igen. 

S  339  Z   13  (erste  Zeile  nich  Gleichung  10)  lies  tribuendo  statt  tributo. 

x'  Yf  >/'-<-"  x'x'-'^i'^') 

5  ä^ö  Z   10  T   u   lies  ■■■■■  ■■■  ^— ^ stitt       '     "     " 


R 


R, 


S  14j  Z   r  V   n     vor  suppeditat  fehlt  ein  Kon  ma. 

S  365  Z  7  y  u  lies  quo  statt  qua 

S  363  Z  3  Y    0    hee  qui  statt  quie 

S  39j  letzte  Zeile  lie     p    ,\9i-6b'*  statt  p  319-352. 

S  560  zwischen  Z   4  und  j  [mch  111  ]  i  t  einzuschalten  f.  1 
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